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CONTEUDO

09/fevereiro/2023 — 19h as 22h - AULA 1
1 - Introducio as vibracoes, porque é necessario saber dinamica?
2 - Sistemas de Um grau de liberdade
2.1 — Vibragodes livres — equagdao de movimento
2.2 — Vibracgao livre ndao amortecida (frequéncia natural)
2.3 — Vibragao livre amortecida

2.4 - Determinacao de frequéncias naturais: calculo manual
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CONTEUDO

10/fevereiro/2023 — 19h as 22h — AULA 2
2.5 - Determinacao de frequéncias naturais: calculo manual

2.6 - Determinacgao de frequéncias naturais usando programas
computacionais

11/fevereiro/2023 — 9:00h as 12:00h — AULA 3
3 - Sistemas de varios graus de liberdade
3.1 - Sistemas de varios graus de liberdade, modos de vibragao

3.2 - Determinagdo de frequéncias naturais com programas varios GL
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CONTEUDO

11/fevereiro/2023 — 14h as 17:00h — AULA 4
4. -Problemas dinamicos nas estruturas de aco e solucoes
4.1 — Vibragoes induzidas por equipamentos rotativos

4.2 — Vibragoes induzidas pelo vento

04/marg¢o/2023 — 14h as 17h — AULA 5
4.3 — Vibragoes produzidas por movimento humano (ginasios, passarelas, pisos)
4.4 — Vibragoes produzidas na construgado civil

5 — Medic¢ao de frequéncias naturais (aula pratica)
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ABNT NER 8800:2008

Anexo L
(normativo)

Vibragoes em pisos

L.1 Consideragdes gerais

L.1.1 O uso de estruturas de pisos com vaos grandes e amortecimento reduzido pode resultar em vibracdes que
causem desconforio durante as atividades humanas normais ou causar prejuizo ao funcionamento de
equipamentos. Para esse estado-limite de servigco, devem-se utilizar as combinacdes frequentes de servigo, dadas
emd4 7733

L.1.2 Em nenhum caso a freqiéncia natural da estrutura do piso pode ser inferior a 3 Hz.

L.2 Avaliacao precisa

O problema da vibracdo em pisos deve ser considerado no projeto da estrutura por meio de analise dindmica,
levando-se em conta pelo menos:

b) as caracteristicas e a natureza das excitacdes dinamicas, como, por exemplo, as decorrentes do caminhar das
pessoas e de atividades ritmicas;

c) os cntérios de aceitacdo para conforto humano em fun¢éo do uso e ocupacéo das areas do piso;
d) a freguéncia natural da estrutura do piso;

e) arazédo de amortecimento modal;

f) o0s pesos efetivos do piso.

Procedimentos para uma avaliacdo considerada precisa da questdo podem ser encontrados em S 4.



ABNT NBR 8800:2008

Anexo M
- : (normativo)
& /,J Vibracoes devidas ao vento

’ M.1 O movimento causado pelo vento em estruturas de edificios de andares multiplos ou outras estruturas
. Q‘@ /é similares pode gerar desconforto aos usuarios, a nao ser que sejam tomadas medidas corretivas na fase de
- \_Q_’ projeto. A principal fonte de desconforto & a aceleracéo lateral, embora o ruido (ranger da estrutura e assobio do
o vento) e os efeitos visuais possam também causar sensac&o desagradavel.

,.:—"' \_Q’ M.2 Para uma dada velocidade e dire¢édo do vento, o movimento de um edificio, que inclui vibrag&o paralela e
r"".[cﬁ- perpendicular a direcdo do vento e tor¢ao, pode ser determinado usando a ABNT NBR 6123 ou, quando esta n&o
for aplicavel, por analise racional. O movimento pode ainda ser determinado de forma bastante precisa por

ensaios em tunel de ventc:-_|

M.3 Nos casos onde o movimento causado pelo vento for significativo, conforme constatacdo durante o projeto,
devem ser aventadas as seguintes providéncias:

a) esclarecimento aos usuarios que, embora ventos de alta velocidade possam provocar movimentos, o edificio
& seguro;

b) minimizacdo de ruidos, por exemplo, por meio de detalhamento das ligagdes, de modo a evitar o ranger da
estrutura e do projeto das guias de elevadores, de modo a evitar “raspagem” devida ao deslocamento lateral;

c) minimiza¢éo da tor¢do, usando arranjo simétrico, contraventamento ou paredes externas estruturais (conceito

WVWWMWWV de estrutura tubular);
' d) possivel introducé&o de amortecimento mecéanico para reduzir a vibragao causada pelo vento.

Zacarias Chamberlain 2023
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9 Efeitos dinamicos devidos a turbuléncia
atmosférica

9.1 Consideracoes gerais

No vento natural, o modulo e a orientacdo da velocidade
instantanea do ar apresentam flutuagées em torno da ve-
locidade média V, designadas por rajadas. Admite-se que
a velocidade média mantém-se constante durante um in-
tervalo de tempo de 10 min ou mais, produzindo nas edifi-
cacdes efeitos puramente estaticos, designados a seguir
como resposta media. Ja as flutuacdes da velocidade po-
dem induzir em estruturas muito flexiveis, especialmente
em edificagdes altas e esbeltas, oscilagbes importantes na
diregao da velocidade média, aqui designadas como res-
posta flutuante.

Em edificagbes com periodo fundamental T, igual ou in-
ferior a 1 s, a influéncia da resposta flutuante € peguena,
sendo seus efeitos ja considerados na determinagado do
intervalo de tempo adotado para o fator S ,. Entretanto, edi-
ficagdes com periodo fundamental superior a 1 s, em parti-
cular aquelas fracamente amortecidas, podem apresentar
importante resposta flutuante na diregao do vento médio.
Arespostadindmica total, igual a superposi¢éo das respos-
tas média e flutuante, pode ser calculada de acordo com
as especificacoes deste capitulo. Exemplos de calculos
sao apresentados no Anexo |.

G—
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23 Acoes dinamicas e fadiga
23.1 Simbologia especifica desta secao

De forma a simplificar a compreensao e, portanto, a aplicagao dos conceitos estabelecidos nesta
Secao, os simbolos mais utilizados, ou que poderiam gerar duvidas, encontram-se a seguir definidos.

A simbologia apresentada nesta Secao segue a mesma orientacao estabelecida na Secao 4. Dessa
forma, os simbolos subscritos tém o mesmo significado que os apresentados em 4.3.

f —frequéncia

ferit — frequéncia critica '

23.2 Generalidades

As acoes dindmicas podem provocar estados-limites de servico e estados-limites ultimos por vibracao
excessiva ou por fadiga dos materiais.

23.3 Estado-limite de vibracoes excessivas

A andlise das vibracdes pode ser feita em regime linear no caso das estruturas usuais.

Para assegurar comportamento satisfatorio das estruturas sujeitas a vibragdes, deve-se afastar o
maximo possivel a frequéncia propria da estrutura (f) da frequéncia critica (fgit), que depende da
destinacé@o da respectiva edificacao. A condicéo abaixo deve ser satisfeita:

f> 1 ,2 fcrit

Quando a acéo critica é originada por uma maquina, a frequéncia critica passa a ser a da operacao
da maquina. Nesse caso, pode nao ser suficiente afastar as duas frequéncias, propria e critica. Princi-
palmente quando a maquina é ligada, durante o seu processo de aceleracao, € usualmente necessario
aumentar a massa ou o0 amortecimento da estrutura para absorver parte da energia envolvida.

192 © ABNT 2014 - Todos os direitos reservados



Nos casos especiais, em que as prescricoes anteriores nao puderem ser atendidas, deve ser feita
uma analise dindmica mais acurada, conforme estabelecido em Normas Internacionais, enquanto nao

existir Norma Brasileira especifica.

NR 6118 Na falta de valores determinados experimentalmente, podem ser adotados os valores indicados na
Tabela 23.1 para fgrit.

Tabela 23.1 - Frequéncia critica para vibracoes verticais para alguns casos especiais de
estruturas submetidas a vibracoes pela acao de pessoas

ferit

Caso o

Ginasio de esportes e academias de ginastica 8,0
Salas de danca ou de concerto sem cadeiras fixas 7,0
Passarelas de pedestres ou ciclistas 4,5
Escritérios 4,0

Salas de concerto com cadeiras fixas 3,5
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Anexo C
(informativo)

Conforto de passarelas sujeitas a vibragoes produzidas pelo caminhar das
pessoas

NBR 7187:2021

C.1 Generalidades

Um estado limite de uso em passarelas € produzido pelo caminhar das pessoas. A excitacédo dessa
atividade pode produzir vibractes indesejadas seja para aumentar as acbes, como também produzir
desconforto aos usuarios no sentido vertical e lateral.

Este anexo apresenta uma metodologia para calculo e verificacao da aceleracido maxima considerando
0 caminhar de pessoas.

| e - Se necessario podem ser usadas metodologias da dindmica de estruturas para estudos mais detalhados,
‘ '*'ilﬁf o Ve - : nesse caso devem ser realizadas medicdes das frequéncias naturais em campo antes de colocar em
=g L operacao a passarela.

C.2 Calculo e verificacao de maxima aceleracao vertical e horizontal

Para o calculo da aceleracdo maxima vertical em funcédo da quantidade de pessoas trafegando pela
passarela, serdo usados os seguintes dados:

Massa de cada pedestre de média de 75 kg e desvio padrao de 13 kg;

Fator das forcas induzidas lateralmente de média 00,0378 e desvio padrao 0,0144 (adimensional).

A aceleracéo maxima & expressa por:

d.Lb [ 5 -
ﬂ?nax = KH,HS'}'E T C Kf . K]_E 2
L
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Teste Palmeiras com Pessoas

https://globoplay.globo.com/v/3383084/

Teste Corinthians com excitador

https://globoplay.globo.com/v/2552657/
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(a)harmonica (c)transiente
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(b)periddica (d)impulsiva

TIPQS DE CARGAS RINAMICAS
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(1) SISTEMAS DE 1 GRAU DE LIBERDADE
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(1) SISTEMAS DE 1 GRAU DE LIBERDADE
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(1) SISTEMAS DE 1 GRAU DE LIBERDADE
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VIBRACAO LIVRE

Freqiuiéncia
Circular

4
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Periodo
Natural I
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O oscilador nao amortecido mostrado na figura tem uma amplitude x, .
A posicao mostra um ciclo inteiro com quatro tempos de T/4,
a equacao de movimento é dada por X = x, cos(w t).

Ve 0 vy 0 ¥
- I= 0 bmvg 0 b
V= shx 0 woxg 0
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Exemplo V1 — Determinar a frequéncia natural da viga simplesmente apoiada com vao de 6000mm,
supondo sua se¢ao central com um equipamento com massa de 760 kg, e sera desconsiderado por

agora o peso proprio dela. A viga &€ um perfil W360x44, Mddulo de elasticidade do ao segundo a ABNT
NBR 8800.

P

& =(7.45kN)(600 cm)3 / (48*20000kN/cm?*12100cm* ) = 0.1385 cm
K=P/&6=7.450N/0,0014 m=5377777,7 N/m=5,37x10"6 N/m
w = (k/m)*1/2) =[(5377777,7 N/m) / (760 kg)]*(1/2) = 84,12 rad/s

f=w/(2n) = 13,38 Hz
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Exemplo V1 — Determinar a frequéncia natural da viga simplesmente apoiada com vao de 6000mm,
supondo sua segac central com um equipamento com massa de 760 kg, e sera desconsiderado por

agora o peso proprio dela. A viga & um perfil W360x44, Modulo de elasticidade do ao segundo a ABNT
MER 8800.

Zacarias Chamberlain, D5c., 2021

m
T vx 2
! | |
L_:=6000 mm W360x44 m a4 X9
m:=760 kg . v m
ES = EGDDD‘D MFPa I}::: 12]_':]'0 CIm
mv'Lx
mwva ::m-|- >
48.F . T 6
N
Ks :— = —5,38.10 —
3 m
I
+ x
0= 55 _gq 12229
I =

NVVWW\PW‘WWN f:=——=13,39 Hz
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Exemplo V1 — Determinar a frequéncia natural da viga simplesmente apoiada com vao de 6000mm,
supondo sua sec¢do central com um equipamento com massa de 760 kg, e sera desconsiderado por

agora o peso proprio dela. A viga & um perfil W360x44, Modulo de elasticidade do ao segundo a ABNT
NBR 8800.

Zacarias Chamberlain, DSc., 2021

p=N r-9
vx :

i

E

L_:=6000 mn W360x44 m a4 X9
m:="760 kg 4 v m
E_:=200000 MPa I :=12100 cm
mv'Lx
mva::m-|-
48.E - T 6
Ks :— s —5,38.10 N
3 m
L
X
m::,]’E:S'i,IELad
m
fi=—2 13,39 Hz
2.1 -

Se adicionar a masa da viga...

K d

W = — 77,65 2

mva mva 3
— "% _ 12,36 Hz
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OBTENDO PERIODOS E MODQOS DE VIBRACAO

SOFTWARES (MASTAN2)

Deflected Shape: Natural Undamped Vibration, Mode # 1, Period, T = 0.079078

T=0,07469 s

f=1/T
f=13,38 Hz

Dif. Relat.
2%

ZACARIAS
CHAMBERLAIN

L=6000mm

W360x44 A =57.7 cm?, | =12000cm?

WWWWMW E = 200 000 Mpa ( 20 000 kN/cm?)
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Exemplo 1.3: Seja o pértico plano mostrado na Figura E1.2, onde supGe-
se que a viga tem propriedades de rigidez axial e de flexdo infinitas, as
colunas ndo tém deformagfo axial e a massa é considerada concentrada ao
nivel da viga. Nestas condi¢des o inico deslocamento possivel € na direcéo
x. Sendo as colunas de concreto, com modulo de elasticidade E=30 GPa e
secdo transversal com momento de inércia I=19175cm?, pede-se calcular a
freqiiéncia natural. Considerar a massa total m = 36000 kg concentrada no
topo do andar, o vio [ igual a 6,0m e a altura do andar h igual a 3,0 m.

Ao se impor um deslocamento ao topo do andar, as duas colunas terfio
deslocamentos iguais. Assim sendo a constante de mola do sistema ¢ igual a
soma das constantes de mola das duas colunas, formando um sistema de molas
em paralelo. Como a viga € suposta infinitamente rigida, as colunas séo consi-
deradas bi-engastadas, sendo a constante de mola de cada uma dada por:

k, = IEEI =2,557-10°(N/m)
h

Logo, a constante de mola do sistema € dada por:
k=2-2557-10° =5113.105(N/m)

Para a freqiiéncia natural tem-se:

BTl
_ L [5A1310° oo
2n 36000

n




RFS2-CT-2007-00033

Research Fund
for Coal & Steel

Human induced Vibrations of Steel Structures

Sistema inicial:

Mado de vibracdo da laje de betdo:

Maodo de vibracdo da viga mista:
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ABNT/CB-02-002125.003
PROJETO DE REVISAO ABNT NBR 8800

NOVEMBRO 2022
Anexo |
(normativo)
Vibracoes em pisos ‘
@ c 8 $
o | e
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O esquema a seguir apresenta as principais fontes de forcas externas em estruturas.

Estaticas

Dinamicas

VAR
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[ peso proprio
acdes com variacio lenta

harmoOnicas { maquinas rotativas desbalanceadas

inducio humana através de caminhar, gindstica aerdbica e danca

periddicas arbitrarias | motores alternados
maquinas que produzem trepidacio

maquinas de impacto,como de forjamento, estamparia e compactacio
impulsivasy falha abripta de componente ou de apoio de estrutura
~ explosoes

. . . - e ge 7
vento (as vezes, idealizado como acdo periddica)
aperiodicas arhin'a’riasl ondas do mar

terremotos
trafico de veiculos rodoviarios e ferroviarios
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Amortecimento
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Inferno
a
estrutura

externo

d
estrutura

.‘I

fendmeno de histerese em material

[E]]U’E componentes da estrutura

movimentos de superficies de contato :
P 1em_re, estrutura e aparelhos de apoio

L

paredes, divisorias, forros e revestimentos

componentes nio estruturais{® .
maovels e usuarios

dar

resisténcia ao movimento em meio fluidico {z‘igm
i

dispositivos especificos de dissipacio de energia



O amortecimento viscoso em estrutura tem expressio semelhante a do fendomeno de
oposi¢io ao movimento lento de corpos imersos em fluido, quando entio essa oposicio é
considerada como proporcional 4 velocidade relativa entre corpo e fluido.” Assim, escreve-se:’

f,(t)=cu(t) (3-1.2)

onde ¢ é o coeficiente de amortecimento viscoso de unidade N-s/m.

O amortecimento de Coulomb € o de atrito entre duas superficies secas ou de lubrificacédo
insuficientes, que se deslocam entre si. Ocorre em interfaces entre elementos estruturais e de
componentes nio estruturais, assim como em aparelhos de apoio.® A correspondente forga
¢é paralela a essas superficies e expressa por:

f, (t) = (sinal da velocidade ) UN (3-1.3)

onde W € o coeficiente de atrito cinemdtico (adimensional) e N, a forca compressiva
normal as referidas superficies.

Ja o amortecimento estrutural, também denominado histerético ou solido, € a idealizacao
da dissipacao de energia em materiais durante comportamento eldstico, em interaciao mole-
cular de plastificacdo microscdpica que provoca curvas tensao-deformacio de carregamento
e de descarregamento ndo coincidentes. " Assim, nio inclui a plastificacao macroscopica de
material que deve ser considerada em andlise de estrutura com a concepcio de comportamento
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EQUACAO DE MOVIMENTO COM AMORTECIMENTO VISCOSO

mii(t) +c i
Tk (ueiﬁ u(t))

f(t) + mg

\

Configuragiio neutra Diagrama de corpo hvre
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ku(t)

cilt) JIUEY | 71

— S

[dealizaciio



No caso do oscilador simples amortecido em vibracéo (de translacido) livre, a equacio
de movimento particulariza-se para a forma homogénea:

mu(t)+cu(t)+ku(t)=0

Essa equacio admite a solucio:

u(t)= be™

(mpi + ;:]J +k=0) wmmmp p,=—-1%

C c VTV k
2m
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amaortecimento critico

E
Im

c | c
= 4
P12 Im Xll(ﬂm

(i]=£ — |C=Cg =2+ km o
m
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amortecimento supercritico

u(t)/u, A amortecimento subcritico
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Em caso de amortecimento subcritico, as solucdes da equacio caracteristica sao 0s
nimeros complexos conjugados:

C L k c
Pi2=——"X1,|——| —
2m m 2m

BT -

frequéncia natural amortecida
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razdo, fator ou fracdo de amortecimento.

e e e
Cort 2+ km 2mm
€ = Epsilon
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u(t) = e_gm“[ [uu cos(, t)+

u,cm, +v

W,

—sin{w, t}]

®, = 0, /1 &’
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Solucoes normalizadas em caso de condicoes iniciais u; #0 e v, # 0.

u(t)/a

i(t)/ (amp)
a()/(amy)

ac 6ol 4
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Frequencia angular amortecida versus razao de amortecimento.

m, 1.002 o,

W

Dig 98 L1 \

(0,996 w,

T

T

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1¢&
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Fj,f: 0,01 E";’: 0,03

Vibracoes livres com as condicoes iniciais (u,#0) e (v,=0).

= 0,05
4

u(t)/u,
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VIBRAGAO LIVRE AMORTECIDA

Xg T CwpX
x(t) = e twnt [};ﬂ cos(wpt) + 0 j - ﬂsen(mnt}
D

C
¢ =—  Amortecimento
Cor Relativo

. ZM Ar??rteumento
Critico

Freqiiéncia
wp = wy,_ |1—€& Circular
Amortecida XI /\ /\
° AW
i JANVANEAN
2 Periodo \/ \/ \/ VAR v

Ty = w Amortecido \/ \/
D
TD

<>

t
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VIBRACAO LIVRE
AMORTECIDA
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VIBRAGAQ SOB FORCA HARMONICA

mu(t)+cul(t)+ ku(t)=1{, cos(mt)

onde f, € amplitude e € frequéncia angular, ambas da acdo externa. Essa frequéncia
corresponde ao periodo (T = 2w/m).

u(t)=e ~G0nt (a; cos(m, t)+a, sin(w,t))+ Hew. cos(mt—d)
Ja-r")’ +(2r&)’
Ir= {I}f{ﬂn 1],:5|_= fu, JII].';. A= | b= ﬂfﬂ[g EI'E,_,
d
JA=r)? +(2rey |1
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Composicao da solucao completa sob forca harmonica no caso de u,=0 e v,=0.

Solugdo Solucio Solugao
particular  complementar completa

u(t) +

Regime transiente Regime permanente
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5 [
E=0
(as
-}
E 4 N /,§.=u.12
=
= £=0,15
r{% ;) g:ﬂjz
s
t
a= E={)5
£
= 2 £=05
= §=08 £ =15
1_| —_—
E 1 e Tkt : E=4D
o
[, /
.--__'-'_——-_
0 1,0 2,0
VAR Razao de frequéncias r = @/ o,
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A ressonancia é destrutiva:
ruina imediata da estrutura;

Acelera processo de falha por fadiga;
Cria desconforto aos usuarios
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Analise Estatica
= Analise de 22 ordem e elastica

= Utilizado o programa SAP2000
para a analise estrutural

* Dimensionamento pelo metodo
dos estados limites conforme
NBR8800:2008




Analise Dinamica:
* Realizada no programa SAP2000

= Obtencao das frequéncias naturais
da estrutura

* Avaliagcao dos modos de vibracao da
estrutura

* |nsercao das cargas do equipamento



= Equipamento:
- f=14,67Hz (frequéncia)

-w = 92,15rad/s (frequéncia circular
excitadora)
_!- i—_-?-_‘_' - _':_- T,| e =
I | ol h == -~ -|' ~ - |
e 7 | ll
f~ | -y - i .
i S5 |
Irf.% s n.lr- - __! S !__
I |I i . i — = ;-—t‘—ll
| I Y —— -I — T |“a |
AT AR T
|I __.-[ " | | | i
I/ |I ‘ I | | !| |
AT O N -
Lo | . |_ |J | |
: | | L l-l. — | 3 I [
-II_ T#% i‘l : * ’— |
A / I | %
-lt E }w ’ '
| ﬂ ! |
| E
¥ A |
[ i
lu+.- F

Modo 29:

T=0,12043s
f=28,30343Hz

r

Modo 29: 0,57
Modo 32: 0,62
Modo 40: 0,85
Modo 42: 0,90



Analise Estatica:
Axial = 41,6kN
Momento = 646,7kN.m
Cortante = 426,2kN

- Analise Dinamica:
Axial = 41,6kN
Momento = 657,1kN.m
Cortante = 430,4kN

- Primeira Analise:
Axial = 41,6kN
Momento = 657,1kN.m
Cortante = 430,4kN

- Segunda Analise com efeito
ressonante:
Axial = 41,7 kN
Momento = 919,1kN.m
Cortante = 566,4kN




SAR2000 Filename; Predio Equipamento. CargaDinamica_ 0811 : Casze: Carga




SARZ2000  Fiename: Predio Equipamento. CargaDinamica_Amph Deformed Shape




Viga biapoiada sob forca harménica. ke, =128,6kN/m

maq=1]4,?5kg
lf(t) =10cos(wt)kN

ﬁ ®, = 33,477 rad/s
| _ T =0,188s
4.5m | 4.5m
u(t)=e —Gnt (a; cos(m,t)+a, sin(m,t))+ Hes. cos(mt—0)

Ja=r2)* +(2r&)’
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Resposta Transiente Resposta Permanente

u(t)=e ~Ent (a, cos(m,t)+a, sin(mw,t))+ Ot cos(wt—0)
Ja-r1?)* +(2r&)y’
. B u., cosd
| Ja—r* ) +(2r&)’
1 u_,
— n+ mn_ e5l. - '¢|
e s Ja=r?)? +(2r&y’ "
I = {I}fﬂ}n U.,— fu,a'lk A — 1 O =arctg 2r&
Ea Iz 3 1—r°
Ja=17)? +(2r&)
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Tipo de estrutura

Edificio até carca da 100 metros da altura sob actes usuais:
— Em concreto armado

- Emago

Edificio acima da 100 metros de altura sob agles usuais:
— Em concreto armado

- Emago

Edificio scb acao sismica:

— Até 6 graus na escala Richter

— A partir de & graus na escala Richter

0= codigos sismicos costumam recomendar £=0,05 em caso
de edificactes sam sitema de isolamento de vibragao)
Paszaralas:

— Em concreto amado

— BEm concreto protendido

- BEmago

Pontes de vAos maiores do que 20 metros:

— Em concreto anmado

- Em concreto protendido

- Em agofconcrato

Pisos para atividades esportivas:

— Em concreto amado

— Em concrefo protendido

- Mistos am ago e concreto

Chaminas:

— Com alkenaria

- BEmago

0,020 - 0,030
0,015 - 0,025

0,010 - 0,020
0,007 - 0,013

0,020 - 0,050
0,050 - 0,100

0,008 - 0,020
0,005 - 0,047
0,002 - 0,004

0,020
0,010
0,005

0,014 - 0,035
0,010 -0,030
0,006 - 0,020

0,070 -0400
0,015 - 0,040




Um veiculo idealizado como oscilador simples subamortecido desloca-se com velocidade horizont
constante v, em um piso irregular idealizado em forma cossenoidal, como esquematizado r

Obtém-se a equacao de movimento desse oscilador e o esforco maximo na mola.

U, A

u, (x) = u,, cos(2ax/)
y

ol |
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A frequéncia natural do oscilador é (®, = (k/m)*?), e a distancia percorrida é (x = vt). Logo,
tém-se o periodo (T = é/v) e o deslocamento imposto pela base (uy(t) = up,cos(mt)), onde (w=2mv/e).
Assim, a partir da Equaga. (A) chega-se a equagao do movimento do oscilador em termos do

deslocamento relativo:

mw(t)+cw(t)+ kw(t)=mu,, {

ZEv)Z {ZEv J
—— | cos| —t
¢ ¢

Com base na Equacdo (B) ' tem-se o deslocamento relativo méximo:

2
Up I

“.’

I TR

(A) |mW(t)+cw(t)+kw(t)=mu,,m’ cos(mt)
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(2r&)’

(B)

Wmax_Arz
= Ay

Upp

rZ

Ja=PyY +@rey




u, A

U, (X) = uy, cos(2nx/€)
y

Logo, o encurtamento maximo da mola é:

2
_mg U, I

Uost, T Winax, =
l k \/{l—rz )* +(2r&)’

Esse encurtamento fornece a forca elastica compressiva maxima:

ku ]:.,31*2

Ja=rH)2 +(2r)?

fer = K(Uest, + Wmix.) — |fee=mg+

em que:

m
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f,cos(mt)

k$ ci Juc
kg ¢l

Esse oscilador tem a seguinte resposta em regime permanente:
f,
u(t)=—A, cos(ot—0)
k
Assim, a correspondente forca elastica exercida sobre a base €:

fee ()= ku(t)=f,Ag cos(wt—0Q)

. quc tem como valor maximo:

fee/max. = foAd
VAV
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A partir da Equacdo 3-8.16, escreve-se a velocidade da massa em relagdo a base, que no
presente caso € indeslocavel:

u(t) :—f—':' Az sin(ot—¢)

Assim, a for¢a de amortecimento (cu(t)=2m®,&u(t)) exercida sobre a base tem a ex-
pressao:

fa[t}=—2mmnﬁ,%ﬁ;dm sinfmt—@) — £ ()=-2fEr A sin(mt—0)

que corresponde ao valor maximo:

fafmﬁx. = 2fui rﬁd

Logo, como a for¢ca dinimica transmitida & base € (f,(t) + f;(t)) e a for¢a de amortecimento
¢ defasada de m/2 em relacdo a forca elastica, a amplitude daquela for¢a tem a forma:

- =\jf§£a‘mﬁx. Hmix,. — | Fnix = fuﬁdu'lJf(ZI'E_.}z

A razao entre essa forca maxima e a amplitude da forca harmonica excitadora € chamada
de fator de transmissibilidade ou, simplesmente, fransmissibilidade, e se escreve:

- 2
TR=f“;ﬁ" 5 TR:A,,JH(zr&_,)E:J ”l:?r&‘) =
o (1—r°)"+(2r&)
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-

1,

U, (X) = uy, cos(2nx/€)

LTS S et P A—

X

O pavimentode uma ponte apresenta irregularidades, por desgastes, em média podem ser
Representados por uma curva senoidal com amplitude de 20,0 mm (U,,) e com esse picos
espacados de 5,0 m (I=5000 mm). O maior veiculo permitido é de 300kN, cuja suspensao
Tem rigidez de 4,0 10% N/m e amortecimento viscoso equivalente de 35%. A velocidade
maxima da rodovia na ponte é de 60 km/h, qual a forga maxima na mola. Assumir que a
Rigidez k ja leva em conta a deformabilidade dos pneus e que as rodas ndao percam contato
com o pavimento.

F :=300 kN

o X =2 cm
Massa do veiculo: F 6N
m =——— —30581,04 kg Km::*‘-l-lO —
9,81 —
2
3
Velocidade do veiculo v .— 60 - _ 16,67 & §:=0,39
v hr 5
1%
wi=2.m.—" — 20,94 229
Sm ]
Frequéncia Circular do veiculo W o= |— =11,44 rad
v
. H?V 3
+ 5
Relacdo de frequéncias 1/ JE.
& ? 126 7) - —348,53 kN

1 w

2
ri—— _1,83 ]/[ 2] 2
Zacarias Chamberlain 20:; W l-r | +(2.¢.1)



Fator de amplificagdo dindmica

1,0

2,0

3,0

Razao de frequéncias r = o/,
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Em caso de o/m, > /2 , pode parecer conveniente eliminar o amortecimento para reduzir
o referido fator de transmissibilidade que, entdo, se particulariza em:

1
TR =— (C)
r-—1
Além disso, para avaliar a transmissdo de vibracao na condicao de @/, > /2, a partir
da Equacdo (C) define-se a eficiéncia de um isolamento de vibracdo como:

rr-2

r-—1

EIS=1-TR=

Um perfeito isolamento, que € hipotético, corresponde a (EIS = 1) e nenhum isolamento
¢ expresso por (EIS =0).



SISTEMAS MULTIPLOS GRAUS
DE LIBERDADE
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1mg

g“l( 1)

£i(0)

kjm —ko(u;—u2)

- myiy
Ciug - —
-— |

—
—15)

_h..

T2 g

— ks,

c3l

*ﬁ-ﬂ;

111
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myi; + ¢ 0 + ¢, (0 — )+ Kuy + Ky (uy —uy ) =1(t)
_mzﬁz —Cy(0y —Uy) +¢3ly — Ko (uy —up )+ ksu, =5(1)

[mlﬁl +(c; +¢2) 0y — ¢ty +(ky +Ky)uy —kou, =1£(1)

mg P2 g .. . .
' ]mzuz—czut+{'31+Cs)'—12—k111|"‘(kz +k3)uy; =1(1)

it )
f1(0) £2(0) Esse sistema escreve-se sob a forma matricial:
kimy F>ko(u—u2) =" ksup
T P i -
0 ‘_1_2-_ | ‘&ul m, 0 u, 4 C,+C —0C, u, 4 k[+k3 —kg L, _ ﬂ
% 0 m, | |ii, —c; Cy+cs||a, —k, k; +k; | |u, f;

m g mg

— (Mu+Cu+Ku=f

onde M, C e K siio, respectivamente. as matrizes de massa (diagonal), de amortecimento
'simétrica) e de rigidez (simétrica)
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() m2 ux(t) (1) ux(t)
————— 1 e

—" —

m;
k k 2k

i@ | _m f| w®  k=12EV ¢ . ho .m_llil (t)
k k EI' 2k
T ——— | bl

k=0,5- 10'"N/m
m, = my=10°kg Por observacao das forgas atuantes nas massas, escreve-se o sistema de equilibrio estatico:

(2k +2K)u, — 2ku, = f 4k =2k [w] [f
_2ku, +2ku, = f; 2k 2k (T 6

Logo, com a inclusdo das forcas de inércia no sistema anterior, obtém-se as equacdes de

movimento:
m, D i.j| 4]‘: —Ek U, _ f|{t}
0 my|)io| [ =2k 2k |Juy [T 60D
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Além disso, o problema de autovalor expresso na Equacdo 4-2.5 toma a forma:

([ 7o) [o 1]t Joi=s

ue, de acordo com a Equacao 4-2.10, fornece as frequéncias naturais:

ok mf}zlﬂﬂﬂﬂﬂil lf[zummﬂ]:_drzﬂu-mn—mnl
" w5 2 2\ L '
- o)) [T
w: | |261,80 ®;| |16,180

a partir dessas frequéncias, obtém-se os periodos naturais:

T,] [ 1.0166
([~ 10.38833(°
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h

Iz

—100

1-38,197-100
—100
= =—0,618
1-261,80— 100

que conduzem aos seguintes modos naturais de vibracao:

A Figura

[ - 1
® J—'{Lﬁlﬂ}

1. !
_q’li{— {1,1513}

mostra as representacoes desses modos.

1,618
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O sistema composto tem as equagdes de movimento:

I, 0 ﬁ] k] +k1 —I:i'.g 1, 'E,,
[u ml]{iiz}+[ —k, I-:J{uz}z{ﬂ }ms{m”

de solugdo particular expressa na Equacao 4-4.2, que se repete por conveniéncia:

{::?t:;}z {zl} cos(mt)

Essa solugdo tem amplitudes que se escrevem com base na Equacio 4-4.4:

Q= (k: — m.m7)f,
Tk +ky — me? )k, — mLo? ) — k2
kll:u-
a4 = 2 2 2
{kl + kg — my D ]{k: — miz{D ':|'— kl

Além disso, com as notagdes:

w; =k, /m,
k-/m

W03 = /K2/mj;
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as referidas amplitudes tomam as novas formas:

K |- (0/®3)°
1= : 2
ki (14 a3 /07 — (/07 )(1- @/ 03)? ) - w0z /0f )
,1 .
f '
iy =— ] =
k(1m0 — @/ ) )(1-(@/ 03) ) - w0} /o)

A primeira expressdo do par anterior mostra que, com (,* = ), a amplitude do sistema
principal se anula. Isto €, esse sistema fica imével, o que ocorre na condigdo de:
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Y f, |—(®/ ®3)°

K (1+m(@: 1 0) —(@/07))(1-(©/0:)?) - a(0: / of)
f |

a., =

' _k_1[l+mfm;_ J 1) — (/0 )(1-(@/ 03) ) - w0 /0f)

-

(E)

-

Diz-se, entdo, que o sistema secunddrio estd em sinfonia com o principal, condi¢io em
que a segunda das expressoes da Equacdc © (E) + fornece:

L ! f,
k| —ae(m3 /0] ) k

ds

Logo, obtém-se a forga atuante na massa do sistema secunddrio:

fa(t)=ksus(t)=ksa, cos(wt) — | fH(t)=—1, cos{wmt

Assim, na referida condicdo, o sistema secunddrio exerce sobre o principal uma forga
igual e contrdria a forgca externa aplicada & massa m,, o que explica o fato de essa ficar imével.
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(E

1—(®/03)

»
[}
rla—h

(14 m(@3 /00) = (@/00))(1-(©/03) ) - w03 /o)
!

|

]

&
i
]

-

(14 w03/ 07) = (@/0))(1- @/ 03) ) - w03/ 07)
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5

Como ilustracio, com (@;* = ;*), a primeira das expressdes da Equacao fornece
a funcdo de resposta em frequéncia:

ak, 1— (@ /m;)*
f, 1-(2+a)io/w) +in/n)?

A Figura mostra, em linha continua, as representagdes dessa funcio nos casos
de (# = 0.1) e (# = 0.3). Também mostra, em pontilhado, as representacdes da amplitude
normalizada do sistema principal na auséncia do secunddrio, o que é obtido com base na
Equacdo 2-3.4 e que, com as notacdes atuais, se escreve:

ﬂ..k] _ 1
. lI-(w/o)

el Faixa de operacéo ki Faixa de operacio

100 20 ;

() pee—==mnna- L= s [ (Bt ! —

-10 - :*‘*
=20 / :
)

0.5 1.0 1.5 w/oy 0,5 1.(

1.5 /oy
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No referencial global Pontos nodais Elementos
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Portico plano
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M0 (H)+Cu™ () +K*'u™ () =1"(1)

Dados gerais do
modelo discreto

y

de equacdes de movimento ¢
consideraciio das restrigdes nodais

Dados das condigdes

geométricas de contorno

Obtencio das equacdes de
movimento dos elementos Construcio do sistema global

y

_ — Frequéncias ¢ modos
Meétodo de determinacgio I -

nalurais de vibracao
de resposta ‘ {)

‘ Resposta do modelo
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Detalhes

Vista lateral da parte inferior



g Vista 1* ¢ 2* modos 3° ¢ 4° modos 7% ¢ 8° modos

frontal T=042s T=0.14s T=0.084s
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(a)

(+Y)

Accelerometro FY_POS

Accelerometro FX_POS (+X)

g 8 5 o = 8 @9

Deformed shape —Mode 3

Mode 2

Deformed shape —

Deformed shape —Mode 1

Structural Operativity Evaluation of Strategic Buildings through
Finite Element (FE) Models Validated by Operational Modal
Analysis (OMA), https://doi.org/10.3390/s20113252
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