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Prefacio

A Dindmica das Estruturas ¢ um fascinante tema comumente incluido em disciplina
optativa nos curriculos de graduagdo em engenharia e € matéria obrigatéria em cursos de
pos-graduacao na €nfase de estruturas. Isso porque a disponibilidade de diversos eficientes
programas de computador, aliada ao aumento da eficiéncia de processamento dos micro-
computadores, tem tornado cada vez mais frequente andlise dindmica. Principalmente em
projeto de estrutura arrojada, por questdes econdmicas e de seguranga, € imperativo determinar
com acurdcia o comportamento estrutural. No caso, n@o se justifica o uso de procedimentos
aproximativos através de forcas pseudoestdticas (equivalentes as agcdes dindmicas), sendo
a compreensdo da Dindmica das Estruturas a limitagdo para efetuar sofisticadas anélises
com aqueles programas. Assim, desenvolver essa compreensao ¢ um desafio aos novos
engenheiros, e o objetivo deste livro é facilitar esse desafio.

Escrevi este livro a partir dos dois tdltimos capitulos da obra Método dos Elementos
Finitos — Formulagdo e Aplicacdo em Estdtica e Dindmica das Estruturas, em que abordei
essa dindmica de forma condensada e no contexto do referido método. Neste novo livro
auténomo, desenvolvo a dindmica de forma ampla.

Apresento os conceitos, principios e usuais métodos da Dindmica das Estruturas, nos
dominios do tempo e da frequéncia, além dos temas especificos de andlise sismica e de
resolucdo do problema de autovalor em obtengao eficaz das caracteristicas dinamicas. Isto
é, a determinac¢do computacional das frequéncias e modos naturais de vibragdo de modelos
com qualquer nimero de graus de liberdade. Nos exemplos numéricos processados através
de computador, para controle da automatizacao dos diversos métodos, utilizei os algoritmos
aqui apresentados e desenvolvidos por mim. Para confiabilidade, resultados de métodos
diferentes foram cotejados entre si e, para possibilitar a conferéncia de tais resultados, todos
os dados dos exemplos foram fornecidos.

Esforcei-me em apresentar a Dindmica das Estruturas com rigor mateméatico, embora de
forma simples e clara, com o objetivo de torni-la acessivel aos iniciantes, e o seu estudo, na
medida do possivel, prazeroso pela oportunidade de compreender uma importante drea de
conhecimento da engenharia. Espero que tenha conseguido alcancar esse ambicioso intento.

O termo introducdo que consta no nome deste livro se justifica pela grande amplitude da
Dindmica das Estruturas, que inclui, além dos tépicos aqui tratados, sistemas continuos, dina-
mica aleatéria, dindmica aeroeldstica, propagacdo de onda, técnicas de medi¢@o de vibragdes e
critérios quanto ao conforto humano em ambiente vibratério. Contudo, como esses temas siao de
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aplicagdo muito especifica e os usuais métodos de andlise dindmica sdo aqui desenvolvidos de
forma consistente, com muitos exemplos e orientagdes de aplicacao, este livro atendera a dis-
ciplinas de graduag@o e de pds-graduacgio, assim como a engenheiros que projetam estruturas.

Ao leitor autodidata esclare¢o que sdo necessdrios conhecimentos basicos de Estdtica
(dos corpos rigidos), Resisténcia dos Materiais, Algebra Matricial e Cdlculo Diferencial e
Integral. Além disso, é desejavel uma iniciagcdo em Dindmica dos Corpos Rigidos, Andlise
Matricial de Estruturas e Método dos Elementos Finitos. Ndo obstante, para suprir eventual
deficiéncia desses conhecimentos, os principios e conceitos fundamentais da Dindmica
Classica estdo incluidos no Capitulo 1, e resumos da Andlise Matricial de Estruturas e do
Meétodo dos Elementos Finitos estdo apresentados no Capitulo 5. Além disso, para que possa
automatizar os algoritmos dos métodos aqui desenvolvidos, € aconselhavel que o leitor tenha
familiaridade com uma linguagem computacional. Isso porque, embora existam diversos
eficientes programas comerciais de analise dindmica, o desenvolvimento préprio e a utilizagao
de programagdes simples constituem a melhor maneira de compreender o funcionamento e
a aplicabilidade dos métodos dessa andlise.

No estudo deste livro, o foco principal deve ser o entendimento das premissas e da logica
do desenvolvimento dos métodos, e ndo propriamente a checagem dos desenvolvimentos
analiticos. Nesse sentido, ao final de cada capitulo sdo propostos diversos exercicios (com as
respectivas respostas), além da proposi¢do de muitas questdes para reflexdo, que permitirdo
testar, melhorar e consolidar a aprendizagem. A habilidade em efetuar andlises dindmicas
6 € adquirida em experimentacdo, apds a compreensido dos seus fundamentos e dos corres-
pondentes métodos. Nao basta saber “funcionar” um programa de computador, é necessario
entender o que esta por tras das opgdes oferecidas pelo mesmo, assim como saber interpretar
e validar os seus resultados.

Em suma, espero que o leitor tenha apreco pela matematica, computacio e comportamento
de estruturas, além de estar inclinado a exercitar experimentagao.

Sou grato ao saudoso professor Fernando Lobo Barboza Carneiro, que me apresentou
a Andlise Matricial de Estruturas, ao saudoso professor Fernando Venancio Filho, que
despertou o meu interesse pela Dindmica das Estruturas, e aos colegas que apresentaram
sugestoes ao presente texto.

Agradeco a Escola Politécnica da UFRJ e a COPPE-UFRIJ, onde fui professor por muitos
anos, a0 CNPq — Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico, que me
apoiou como pesquisador, a Faculdade de Engenharia da UERJ, que me propiciou a oportu-
nidade do desenvolvimento dos manuscritos deste livro, e a Editora Elsevier, pela produgdo
grafica deste livro. Antecipadamente agradeco aos leitores que enviarem comentarios,
sugestdes e criticas ao enderego eletrdnico sorianohls @ gmail.com, de modo que possam
contribuir ao melhoramento deste texto para futuras edi¢cdes. A um livro técnico sempre se
pode agregar valor, independentemente da necessidade de sua continua atualizag¢do. Além do
que, a receptividade de meus livros é o grande incentivo para continuar como autor.

Importa também registrar o inestimdvel apoio e a carinhosa compreensdo de minha es-
posa Carminda e de meus filhos Humberto e Luciana, sem os quais este livro ndo viria a se
tornar realidade.

Fantbernto Lima Soriane
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CAPITULO

Fundamentos

0 QUE E E QUAL A IMPORTANCIA
DA DINAMICA DAS ESTRUTURAS?

As estruturas sdo sistemas fisicos sujeitos a agdes externas, capazes de transmitir es-
forcos. Essas a¢des usualmente variam com o tempo (em magnitude, posi¢do, direcdo e/ou
sentido) e sdo qualificadas como dindmicas em caso de desenvolvimento de forgas de inércia
relevantes. Comumente sdo decorrentes de atividade humana (tal como correr, pular e dancar),
de equipamentos méveis (como veiculos e pontes rolantes) ou com partes méveis (como
vibradores, compactadores, turbinas, centrifugadores, peneiras giratorias), como também
provenientes de vento, explosdes, ondas maritimas e sismos. Tais agdes causam vibra¢des nas
estruturas, que podem ndo sé danifica-las como também provocar fadiga em seus materiais e
afetar a utilidade destas no que se refere ao conforto de seus usudrios e ao funcionamento de
equipamentos suportados pelas mesmas. Contudo, as vezes, as vibragdes sdo benéficas, como
em instrumentos musicais e em equipamentos separadores por granulometria, em parques
de diversao, adensamento de concreto, limpeza ultrassonica, entre outros.

Em particular na Engenharia Civil, com o aumento dos limites da resisténcia do concreto
e do aco, como também do desenvolvimento da tecnologia de construcio, tém sido projetadas
e construidas edifica¢des cada vez mais esbeltas e de grandes vaos, mais suscetiveis a
vibragdes e com reduzida capacidade de dissipacdo de energia. Nas Engenharias Mecénica e
Aerondutica, a fabricag@o de equipamentos cada vez mais eficientes tem requerido acentuado
controle de vibragdes.

Assim, em projeto de estruturas, é necessario caracterizar matematicamente as acoes
externas dinamicas e determinar o efeito e a relevancia das consequentes oscilagdes, para o
controle destas, com o adequado dimensionamento dos componentes estruturais e de suas
ligagdes. O estudo desse efeito € chamado de Dindmica das Estruturas e é imprescindivel
ao engenheiro que milita em projeto estrutural.

Acdes externas dinamicas sao idealizadas como deterministicas (definidas analitica ou
numericamente em fung¢do do tempo) ou como aleatdrias, também denominadas a¢des
randomicas (sem valores definidos em cada instante e tratadas de forma probabilistica). Com
essas idealizagdes, os métodos de andlise dindmica sdo divididos em deterministicos e em
probabilisticos. Através dos primeiros, definidas as acdes dindmicas, obtém-se o comporta-
mento temporal da estrutura. Com os métodos probabilisticos, a partir de informacdes es-
tatisticas daquelas agdes determinam-se caracteristicas probabilisticas desse comportamento.



2

CAPITULO 1 Fundamentos ELSEVIER

As acdes deterministicas sdo forgas externas (fun¢des do tempo ou que se deslocam
sobre a estrutura) e/ou movimentos impostos aos apoios (independentes entre si ou como
resultantes do movimento de base rigida) que podem ser simulados através de forcas
dindmicas equivalentes, de maneira a se obterem equacdes de movimento em semelhanca
as daquelas forgas. A construcio e resolucdo dessas equagdes através de métodos matriciais
e técnicas numéricas programadas em computador, assim como a interpretacio dos corres-
pondentes resultados, € o que se denomina andlise dindmica de estrutura.

O desenvolvimento da teoria de dindmica em engenharia iniciou-se, a partir do inicio
do século passado, com o estudo do comportamento de equipamentos mecanicos através de
modelos simples. Grandes contribui¢des se devem ao croata Stephen Prokofyevich Timos-
henko (1878-1972) e ao holandés Jacob Pieter Den Hartog (1901-1989). No decorrer do
tempo, esse estudo estendeu-se as demais dreas que lidam com o projeto de estruturas e,
com a disponibilidade e o aumento da capacidade de processamento dos computadores,
os modelos e métodos de andlise dinAmica foram aprimorados de maneira a possibilitar a
simulag¢do, com grande acuracia, do comportamento das mais sofisticadas estruturas. Contudo,
modelos simples sdo tteis para evidenciar conceitos e aplicacdes dos referidos métodos,
desenvolver a intuicdo do engenheiro quanto ao comportamento de estruturas, orientar a
construcao de modelos mais elaborados e balizar a interpretagcdo e checagem dos resultados
desses tltimos modelos.

Este livro apresenta os fundamentos e os principais métodos numéricos deterministicos
dessa dindmica, juntamente com exemplos ilustrativos e orientacdes de ordem pratica.
Buscou-se simplicidade, na medida em que o tema a permitiu, para que o leitor possa vir a
entender o que estd por trds das programagdes comerciais de andlise dindmica, assim como
venha a ter subsidios para o desenvolvimento de seus proprios programas automaticos.

Adianta-se que uma andlise dinamica requer mais conhecimento e experiéncia do que uma
andlise em que as forgas de inércia sejam consideradas despreziveis. Este € o caso em que as
acoes externas sao qualificadas como estdticas e a resolugdo do correspondente problema,
chamada de andlise estdtica, nao utiliza varidvel tempo. Nao s6 o estabelecimento das acdes
dindmicas € mais elaborado do que em caso das agdes estdticas, como € necessdrio naquela
andlise identificar e utilizar o método mais adequado em cada situacdo. Além disso, uma andlise
dindmica € mais demorada computacionalmente e requer mais ampla interpretac@o de resultados
do que uma andlise estdtica. Entretanto, o leitor compreenderd que os métodos daquela anélise
sdo, em grande parte, de concepg¢ao simples, como entenderd que a escolha do método depende
do modelo idealizado para a estrutura, das acdes externas dindmicas, dos resultados desejados,
dos recursos computacionais disponiveis e de sua propria experiéncia. Assim, a sensibilidade
do engenheiro analista experiente indicard o caminho a tomar em cada caso.

Na estruturagdo deste livro, o primeiro nimero atribuido a um exemplo, equacdo, figura
ou tabela se refere ao capitulo, o segundo diz respeito a se¢do do capitulo, e o consecutivo,
a ordem do item dentro da correspondente secdo, independentemente de que esta tenha
subdivisdes ou nao.

Quanto as notacdes, o significado de cada varidvel é definido quando da primeira ocor-
réncia no texto, e as principais nota¢des sao descritas em conjunto apds o ultimo capitulo.
Neste capitulo, as grandezas vetoriais sdo representadas por letras em negrito, e as suas
intensidades, pelas correspondentes letras sem negrito. Ao longo do texto, as matrizes
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quadradas e retangulares sdo denotadas com letras maidsculas em negrito, e os seus coefi-
cientes, denotados preferencialmente pelas mesmas letras em mintsculo, sem negrito. Os
vetores colunas sdo preferencialmente designados por letras mintisculas em negrito, e os seus
coeficientes, sem negrito. Além disso, a virgula como subscrito indica derivada em relagdo
a(s) variavel(eis) que lhe segue(m) também como subscrito(s), e o ponto sobre uma notagao
indica derivada em relacio a varidvel tempo.'

Quanto a este capitulo, as suas se¢des tratam dos seguintes temas:

1-1 Fornecimento de informag6es de modelagem de sistemas fisico-mecanicos.

1-2 Apresentagdo dos fundamentos e principais defini¢des da Dindmica Cldssica, tais
como: leis de Newton, referencial inercial, momento de inércia de massa, quantidade
de movimento, forca de inércia, impulso e principio de d’Alembert.

1-3 Caracterizacdo dos modelos continuos e discretos de sistemas fisicos, a partir da
conceituacdo de grau de liberdade.

1-4 Descricéo dos diversos procedimentos de obtencéo das equagdes de movimento de
sistemas mecanicos, com a apresentacio dos conceitos de trabalho e das diversas
formas de energia mecanica.

1-5 Detalhamento do comportamento de diversos tipos de péndulos (que sdo os
sistemas mecanicos oscilatdrios mais simples), através da construcio e resolucio
das correspondentes equagdes de movimento e com a caracterizagcdo dos conceitos
de vibragao livre nao amortecida, solu¢do harmonica, frequéncia natural e periodo
natural, centro de oscilacdo e equilibrios estavel e indiferente, assim como de
instabilidade de equilibrio.

1-6 Sugestdo de exercicios para resolucao.

1-7 Proposicédo de questdes para reflexdo.

Dessa forma, o propésito deste capitulo é disponibilizar conceitos, principios, grandezas
e equagdes fundamentais a Dindmica das Estruturas, antes de enveredar pelo seu estudo que
se inicia no capitulo subsequente. Contudo, como os tépicos relacionados anteriormente sdo
tratados em livros de Mecéanica de cursos de graduacido em Engenharia, parte do conteido
deste capitulo podera ser de dominio do leitor, que sabera escolher as se¢des necessarias a ele.

1-1 INTRODUCAO

Em andlise de sistemas fisicos, devido a complexidade da natureza, é necessario cons-
truir modelos matematicos (analiticos) que simulem os comportamentos desses sistemas sob
acdes externas diversas, o que requer a adogao de principios e leis fisicas, além de hip6teses

" A maior parte das citacdes historicas apresentadas foi retirada das referéncias: Oravas, G.A. & McLean, L.,
1966, Historical Development of Energetical Principles in Elastomechanics, Applied Mechanics Reviews,
part I, vol. 19, n® 8, p. 647-658, e part II, vol. 19, n® 11, p. 919-933; Hamilton, S.B., 1952, The Historical
Development of Structural Theory, Proceedings — The Institution of Civil Engineering, part III, p. 374-419;
Truesdell, C., 1982, “Histéria da Mecanica Cldssica”, Revista Brasileira de Ciéncias Mecdnicas, parte 1, vol.
IV, n® 2, p. 3-7, e parte IL, vol. V, n® 3, p 3-21; e Timoshenko, S.P., History of Strength of Materials, 1983. E
parte da terminologia foi retirada de Vibragées Mecdnicas e Choques, NBR 7497, 1982, ABNT.

I
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de cunho aproximativo. Foram, entdo, desenvolvidos diversos modelos e teorias ratificadas
em experimentacio fisica que tém validade e acuracia dentro das condi¢des limites impostas
por esses principios, leis e hipoteses. Tais modelos devem ser utilizados dependentemente
dos recursos de célculo disponiveis, em compromisso entre simplicidade e acuricia, sob o
crivo do engenheiro.

Entre as teorias, tem-se a Dindmica, parte da Mecdnica Cldssica, que trata do movimento
de particulas, sistemas de particulas e corpos rigidos, sob a ac¢@o de for¢cas. Com base nos
principios e conceitos fundamentais dessa dindmica, foi desenvolvida a Dindmica das Es-
truturas.

No contexto da referida mecanica, define-se particula ou ponto material como uma quan-
tidade finita de matéria cujas dimensdes possam ser consideradas despreziveis no estudo de
seu movimento, o que implica em desconsiderar rotagdo. Assim, uma particula fica associada
aum ponto no espaco euclidiano, e um conjunto de particulas constitui um modelo discreto.
Diferentemente dessa idealizacdo, define-se corpo como uma quantidade de matéria formada
por inimeros elementos infinitesimais de volume e massa, com a denominago de modelo
continuo, em abstrac@o a estrutura real da matéria em dtomos e em particulas subatomicas,
como elétrons, prétons e néutrons (esses dois ultimos constituidos de particulas ainda mais
elementares denominadas guarks).

Além disso, o modelo corpo pode ser concebido como rigido ou como deformdvel.
Em corpo rigido, os elementos infinitesimais constituintes sdo considerados com posi¢des
relativas fixas entre si, o que equivale a supor que o corpo nio sofra alteragdes de dimensdes
e de forma, quando submetido a forgas. J4 na idealizag@o de corpo deformdvel, as posigdes
relativas de seus elementos infinitesimais se alteraram em funcao de propriedades da matéria e
das acdes externas, de maneira a ser utilizavel o calculo infinitesimal iniciado por Newton
e Leibniz.” Além disso, a idealizacio de um sistema fisico constituido de uma ou mais partes
deformaveis, intercaladas ou ndo de componentes rigidos, capazes de receber e transmitir
esforcos, ¢ denominada estrutura.

As equagdes de governo do movimento de um corpo rigido sdo diferenciais apenas na
varidvel tempo, e as equacgdes de movimento de um corpo deformavel (e consequentemente
das estruturas) sao diferenciais nessa variavel e nas coordenadas de especificacdo do dominio
geométrico do correspondente modelo. Essas equagdes podem ser lineares ou nio lineares e,
por serem diferenciais parciais, tém solug¢des analiticas apenas em casos muito particulares.
Devido a esse fato, € usual discretizar o dominio geométrico, com a transformagdo de um
modelo continuo em um modelo discreto, o que permite a substituicdo daquelas equacdes
diferenciais parciais por equagdes ordindrias com respeito a varidvel temporal. Isso € o
que ocorre de forma natural ao se idealizar uma estrutura como constituida de elementos
unidimensionais de barra, juntamente com um procedimento de discretizagdo de massa,
recaindo-se em um modelo em que as incdgnitas primdrias dizem respeito a um nimero
discreto de deslocamentos em pontos qualificados como nodais. E também o que acontece
em modelos continuos laminares ou de carater tridimensional, quando se adota o Método
dos Elementos Finitos.

? Sir Isaac Newton (1642-1727), filésofo, fisico, astronomo e matematico inglés. Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716), fil6sofo e matematico alemao.
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Contudo, como as equagdes de movimento dos modelos discretos sdo ainda diferenciais,
aresolugdo das mesmas pode ndo ser evidente a um leitor pouco familiarizado com o célculo
diferencial. Isso, entretanto, ndo deve obstar o estudo e a aplicagdo dos métodos aqui desen-
volvidos, porque o essencial é: (1) compreender a realidade fisica do sistema estrutural que
se deseja analisar, (2) conhecer os principios, leis e hipéteses que embasam a construcio do
correspondente modelo matematico, (3) entender a extensdo da aplicacdo das equacdes de
movimento que expressam o comportamento desse modelo e (4) saber como obter e inter-
pretar de forma critica os correspondentes resultados. Em ocasido posterior, dependendo
da necessidade académica do leitor, este podera se dedicar a um estudo mais detalhado do
desenvolvimento e aplica¢do de cada um dos métodos de anélise tratados neste livro.

1-2 FUNDAMENTOS HISTORICOS

O conhecimento € sempre um processo evolutivo. Os principios e conceitos fundamentais
da Dindmica Cldssica surgiram a partir do século XVII, notadamente através de Galileu,
Newton, Leibniz, Euler, Lagrange, d’ Alembert ¢ Hamilton, e sdo tratados concisamente
nesta se¢do, por serem necessarios ao desenvolvimento da Dindmica das Estruturas. Além
disso, a presente revisiao, com dados histéricos, € motivadora a continuidade do estudo das
demais secdes.

Consta que Galileu Galilei, nos seus 19 anos, percebeu coincidéncia das oscilagdes de um
candelabro da Catedral de Pisa e o ritmo de seu pulso. Identificou que o periodo do movimento
pendular independe da massa oscilante e da amplitude da oscilago, e utilizou péndulo em medida
de tempo.3 Estimulado por essa descoberta, estudou, de forma sistematica e com experimentos, o
movimento dos corpos na proximidade da Terra. Entre outras relevantes contribuicdes ao inicio
da Mecanica Cldssica, formulou o conceito de referencial e identificou que os corpos caem
em movimento acelerado independentemente de suas massas.’ Contudo, ndo identificou que a
acelerac@o de queda depende da distincia a Terra e nao relacionou os movimentos acelerados
dos corpos com as forcas que os produzem.

Tem-se como lenda que o génio Isaac Newton, aos seus 23 anos, quando em observagdo
da queda de uma maca, teria compreendido o fendmeno da atrac@o entre os corpos. Com
essa compreensdo relacionou o movimento dos corpos com as forgas que sdo aplicadas
neles e, entre muitas importantes contribuicdes a ciéncia, apresentou quatro leis ou principios

? O péndulo era conhecido nas antigas culturas gregas e chinesas. E o filésofo, astrénomo e matematico italiano
Galileu Galilei (1564-1642) ndo percebeu que péndulo de trajetéria em arco circular pode ser considerado is6-
crono apenas em caso de pequenas oscilagdes. Coube ao matemdtico, fisico e astronomo holandés Christiaan
Huygens (1629-1695) identificar o isocronismo de péndulos de trajetoria cicloidal e registrar a patente do relégio
de péndulo em 1656. Neste, a dissipagdo de energia devido a oposi¢@o do ar e ao atrito entre as partes moveis é
compensada pela redu¢io da energia potencial gravitacional de uma massa suspensa por um fio.

* Desde o fil6sofo natural grego Aristételes (384-322a.C.), acreditava-se que os corpos caissem com velocidade
constante dependente de seus pesos e que era necessdria uma forca para manter o movimento de um corpo,
mesmo em velocidade constante. Essa concepgio foi alterada por Galileu em sua obra Discorsi e Dimostrazione
Matematiche Intorno a due Nuove Scienze, em 1638, conhecida como Discorsi. Galileu demonstrou que corpos
de pesos diferentes caem com a mesma aceleracdo (o que se cumpre em auséncia da resisténcia do ar) e concebeu
a propriedade de inércia.

I
5
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fisicos que fundamentam a Mecdnica Cldssica.” Os tré€s primeiros sdo conhecidos como leis
do movimento, que, em texto modernizado simples, sdo as seguintes:

1. Toda particula permanece em estado de repouso ou em movimento retilineo uniforme, a
menos que a resultante das forcas que atuam sobre a mesma seja diferente de zero. E o
principio da inércia ou primeira lei de Newton, nome que ndo leva em considerag@o
que esse principio ja fosse do conhecimento de Galileu.

Diz-se que a particula estd em equilibrio quando aquela resultante é nula. Esse
principio se estende a sistemas de particulas e a corpos (rigidos ou deformdveis).
Estabelece a propriedade da matéria em resistir a qualquer modifica¢do de estado
de repouso ou de movimento uniforme, propriedade esta denominada inércia
translacional.

2. A derivada, em relagdo ao tempo, do produto da massa de uma particula pela
velocidade da mesma é proporcional a resultante das forcas que lhe sdo aplicadas e
tem a direcdo desta. E a segunda lei de Newton, também conhecida como principio
fundamental da dindmica, que se escreve:’

fxi[md—uj - fxg(mli) - foci(mv)
de\ dt dt dt (1-2.1)

onde t denota a varidvel tempo, m é a massa da particula, u representa o vetor
deslocamento (translacional), v € o vetor velocidade e mv € o vetor quantidade de
movimento (linear).”

Em caso de massa invariante no tempo e unidade de massa adequada para que a
constante de proporcionalidade seja unitdria, a resultante das forgas aplicadas a
particula foi escrita por Euler,’ em 1752, como igual ao produto da massa pela
aceleracdo. Ou seja:

dv ..
f=m— - f =mi=ma
dt (1-2.2)

onde a denota o vetor aceleracio.’

* Newton apresentou esses principios na obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, em 1687, co-
nhecida como Principia.

® As leis de movimento de Newton, vélidas em caso de velocidade pequena em relagdo i da luz, requerem um
referencial fixo absoluto, dito referencial inercial ou newtoniano. Contudo, em Dindmica das Estruturas, mes-
mo com o movimento da Terra, um referencial idealmente fixado a mesma € considerado como inercial (com
excelente aproximagdo) e denominado referencial de Galileu.

70 conceito de quantidade de movimento ¢ atribuido a René Descartes du Perén (1596-1650), filésofo, fisico
e matematico francés.

¥ Leonhard Euler (1707-1783), matematico, astrénomo e fisico suico.

? Essa é uma equagio diferencial de solugdo tinica determinada a partir de uma posicdo da particula e da corres-
pondente velocidade, em dado instante. A unidade de forca no SI ¢ denominada newton: expressa pelo simbolo
N, refere-se 4 forca que imprime 4 massa de 1kg a aceleracio de 1m/s’.



1-2 Fundamentos historicos 7

ELSEVIER

E imediato concluir que essa lei inclui o principio da inércia, em caso de se ter
conservacao da quantidade de movimento, quando entdo a velocidade é constante.
Isto é, quando a referida resultante é nula e, consequentemente, a particula esteja em
repouso ou em movimento de translagdo uniforme.

Euler estendeu essa lei ao movimento de rotacdo de corpo rigido em torno de um ponto
fixo. Um caso particular é o de rotagdo de um corpo C em torno de um eixo 0—o’, sob a
acdo de um torque t (também denominado momento de for¢a), como ilustra a préxima
figura. Nesse caso, cada elemento infinitesimal de massa “dm” tem trajetéria circular
de raio r em um plano perpendicular a esse eixo, com o vetor velocidade angular de
intensidade (® = d6/dt = §) e de mesma dire¢iio e mesmo sentido que o vetor torque,
sendo 0 o Angulo de rotacdo."

FIGURA 1-2.1 Rotacao plana de corpo rigido.

A velocidade (linear) do referido elemento infinitesimal é um vetor tangente a trajetdria
circular, de intensidade (v = or =1@). J4 o vetor aceleragiio tem um componente
tangencial a essa trajetdria, de mesmo sentido que a referida velocidade e de
intensidade (a, = dv/dt = r@). Esse vetor tem também um componente normal a
trajetéria, de intensidade (a, = v’/r = v ) e denominado aceleragdo centripeta porque
¢ direcionado para o centro de curvatura da trajetoria. Logo, de acordo com a Equagdo
1-2.2, a massa infinitesimal dm esta sujeita a uma forca elementar tangencial e de
intensidade (df = a,dm = r § dm), que é igual ao torque elementar (dt = r*§ dmn), em
que n é um vetor unitario adimensional na dire¢do e sentido que o vetor t.

Consequentemente, o torque total tem a expressdo:

t=[.r’6 dmn=(/.r’dm)bn — (1-2.3)

em que

é o momento de inércia (polar) de massa ou inércia rotacional, em relagio ao eixo 0—o'.

' Velocidade e aceleracio angulares sio grandezas vetoriais, embora deslocamento angular finito néio o seja.
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De acordo com o teorema de Steiner,  também denominado teorema dos eixos
paralelos, tendo-se 0 momento de inércia de massa I em relagdo a um eixo que passa
pelo centro de massa do corpo, o momento de inércia em relagdo a outro eixo que lhe

seja paralelo se escreve:
(1-2:5)

onde d ¢ a distancia entre os referidos eixos, e m, a massa do corpo.

Além disso, de forma mais geral do que o expresso na Equacgdo 1-2.3, o torque € igual
a derivada temporal do vetor quantidade de movimento angular em torno do referido
eixo, (I,mn). Isto é:

t= %(I"m n) (1-2.6)

3. Como forga é uma agéo entre duas particulas, por contato ou por efeito de campo,
a toda forga corresponde uma reagdo igual e oposta, ao longo da linha que une as
particulas."” Este é o principio da agdo e reagdo, ou terceira lei de Newton.

Finalmente, o quarto axioma de Newton € a lei da gravitagdo universal segundo a qual a

forga de atracdo miitua entre duas particulas € proporcional as suas massas e inversamente pro-
. N . 13 . ~ L.

porcional ao quadrado da distancia entre elas. * Assim, essa for¢a tem a expressdo matematica:

m;m,
d2

f=G

(1-2.7)

em que m; e m, sdo as massas das particulas, d € a distdncia entre as mesmas, G € a constante
de proporcionalidade denominada constante universal da gravidade e n é um vetor unitario
adimensional na linha de agiio que liga as particulas.' Essa lei define a forca gravitacional
que é um caso particular de forca de campo ou de agdo a distancia.”

Logo, para um corpo de massa m, escreve-se o seu peso sob a forma:

' Jacob Steiner (1796-1863), matemético suico.

2 . ~ z Py ~ ~ . .
" Forgas de interagdo entre particulas carregadas em campos elétricos ndo sdo necessariamente colineares.

" Com essa lei, cuja equacio nio foi escrita por Newton, a crenca de que os corpos caem com aceleragio cons-
tante foi alterada, uma vez que a forca gravitacional terrestre depende da distancia dos corpos em relagdo ao
centro de massa da Terra.

'* O valor dessa constante foi determinado experimentalmente e é aceito como (G=6,673-107" mS/(kg.vsz)). Em
1798, o fisico e quimico britanico Henry Cavendish (1731-1821) utilizou um péndulo de tor¢do constituido
essencialmente de duas pequenas esferas de mesma massa, fixas nas extremidades de uma haste horizontal
suspensa a partir de seu centro de massa por uma fina fibra metdlica. A aproximagao de duas grandes massas
a essas esferas provocou a tor¢do do péndulo, a partir da qual foi obtida a densidade média da Terra. E com os
dados e resultados de Cavendish, foi determinado o valor de G com trés algarismos significativos, em 1872.

" Essa lei ¢ vilida para campos gravitacionais fracos. De acordo com a mesma, os corpos gravitam em direcio
a Terra, da mesma forma que esta gravita em dire¢ao a todos os corpos, celestes ou ndo, e estes gravitam entre
si. Contudo, para os corpos e estruturas estudadas na Engenharia e posicionadas proximos a superficie da
Terra (devido a grande massa desta e a pequena distancia entre ela e esses corpos), é relevante apenas a forca
gravitacional terrestre, que recebe o nome de peso.
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f:m[Gsz)" -

onde M € a massa da Terra, n € um vetor unitdrio adimensional dirigido para o centro da
Terra e

(1-2.8)

M
=G—n
g d? (1-2.9)

é o vetor aceleracdo gravitacional ou aceleracio da gravidade (terrestre)."

A segunda lei de Newton pode ser escrita sob a forma:

(1-2.10)

que, por vezes, é considerado como o principio de d "Alembert."” Tsto é, uma vez que se
considere uma forga ficticia de intensidade “ma”, em um referencial inercial e em sentido
contrdrio a aceleracdo, denominada for¢a de inércia, recai-se na expressao de uma resultante
de forgas de intensidade nula."

Para um corpo sob a ag¢do de um torque t, a equagdo anterior modifica-se para a forma:

onde n € o vetor unitdrio na direcdo e sentido de t, e —1,0 n é chamado de torque de inércia.

Em resumo, a concepg¢ao de forca de inércia (ou torque de inércia) conduz a uma soma
de forcas (ou de momentos de forca) de resultado nulo, de forma andloga ao caso estatico,
denominada equacdo de equilibrio dindmico. Ou seja, o principio de d’Alembert € uma
extensao do equilibrio estdtico ao comportamento dindmico e nada mais € do que a segunda
lei de Newton escrita em forma modificada.

Além disso, devido ao fato de forga, torque e aceleragdo serem grandezas vetoriais, o
referido principio pode ser escrito em termos dos componentes escalares dessas grandezas,
em um sistema cartesiano xyz. Logo, com base na Equacgao 1-2.10, escrevem-se as equacdes
escalares de equilibrio dindmico:

f, —ma, =0
fy —may, =0
f, —ma, =0 (1-2.12)

' Com a massa da Terra estimada em 5,976-10* kg e o correspondente raio considerado como 6,371- 10°m, através
da Equagio1-2.9 obtém-se (g = 9,825 m/s”), que é uma aproximagdo ao valor 9,81m/s” usualmente adotado,
devido ao fato de a Terra ter rotacdo e ndo ser uma esfera homogénea.

' Ndo h4 unanimidade quanto a forma de apresentaciio desse principio, que é apenas um artificio matemdtico
de obtencdo das equagdes de movimento, divulgado pelo matematico, fisico e filésofo francés Jean Baptiste Le
Rond d’Alembert (1717-1783), em 1743.

" No caso de estruturas, f é a resultante das forcas externas, juntamente com as forcas eldsticas e as forcas de
amortecimento que se opdem ao movimento.



10

CAPITULO 1 Fundamentos ELSEVIER

J4 em caso de rotacdo de um corpo paralelamente ao plano xy, t€ém-se as equacOes de
equilibrio dindmico sob as formas:

fy, —ma, =0
fy —ma, =0
t,—1,6,=0

(1-2.13)

em que I, € o momento de inércia de massa em relacdo ao eixo do torque, sendo t, a
intensidade do momento das forcas externas em relacdo a esse eixo.

Outra importante grandeza em dindmica é o impulso de uma forca, que é definido
pela integral da expressdo da Equacdo 1-2.2, entre dois instantes t; e t,, usualmente muito
préximos entre si:

t o dv t2
J.!l fdt:.’.xl madt - J‘tl f dt = mv, —mv,

(1-2.14)

Assim, impulso € a altera¢do da quantidade de movimento entre os referidos instantes
e, portanto, em caso de forca nula, recai-se no principio da conservagdo da quantidade de
movimento (linear), cuja forma primitiva € o principio da inércia. E em generaliza¢iao daquele
principio, hd o da conservacdo da quantidade de movimento angular.

1-3 MODELOS DISCRETOS E MODELOS CONTiNUOS

Na introducio deste capitulo, referiu-se a modelos continuos e a modelos discretos. Nesta
secdo, apresenta-se uma abordagem mais esclarecedora do tema.

Um modelo discreto € uma idealizacdo em que a configuracdo geométrica de um sistema
mecanico (em um instante qualquer) € especificada por um nimero finito de parametros
cinematicamente independentes entre si, denominados graus de liberdade ou coordenadas
(de deslocamentos ou generalizadas).” E como consequéncia dessa idealizacio, a massa, a
rigidez e as forgas atuantes no sistema sao consideradas de forma discreta.

Para exemplifica¢@o, quatro modelos discretos simples estdo esquematizados na proxima
figura. O primeiro € um péndulo constituido de uma massa m (idealizada como particula)
suspensa por um fio inextensivel sem massa e de comprimento ¢. A massa € suposta oscilar
em um plano vertical, sob a acio de peso proprio, apds ser dada a mesma uma perturbacao
lateral. Seu movimento € descrito pelo angulo 6(t) que, portanto, € grau de liberdade. Embora
uma posicao da massa possa ser especificada pelos componentes de deslocamentos ux(t) e
uy(t) indicados na mesma figura, tais componentes ndo sio todos graus de liberdade, por
ndo serem independentes entre si. Isso porque, tem-se a equacdo de restricdo para esses
componentes:”’

'Y Em Estdtica a palavra coordenada é utilizada para a localizagio de um ponto da estrutura, como as coordenadas
cartesianas, por exemplo. Em Dindmica, ¢ usada em especificacdo do movimento de um ponto em relagio a
uma configuragao de referéncia.

* Trata-se de uma restricio geométrica ou holonémico.
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((—uy) +uk =6 = uy=420uy—uy (1-3.1)

Trata-se, entdo, de modelo de um grau de liberdade, embora em lugar de 6(t) possa ser
utilizado uy(t), uy(t) ou qualquer outro pardmetro que se relacione biunivocamente com 6(t),
o qual recebe o nome de coordenada generalizada.

i m.
i LD uy(t)

S -
: Ux(t) i

Péndulo simples  Péndulo de tor¢do Péndulo duplo  Péndulo duplo
de torgdo
FIGURA 1-3.1 Péndulos.

A segunda representagdo da Figura 1-3.1 é a de um disco homogéneo de momento de
inércia de massa I, suspenso a partir de seu centro de gravidade por um eixo elastico delgado.
E o chamado péndulo de torcao, pelo fato de o disco poder oscilar em rotacdes horizontais
0(t), sob a acdo da forga elastica de tor¢do desenvolvida no eixo, apds ser dada ao disco
uma perturbacéo de rotagdo. Assim, esse modelo tem também apenas um grau de liberdade.
E as duas dltimas representacdes da mesma figura sao modelos de dois graus de liberdade,
generalizacdes dos dois primeiros péndulos.

Diferentemente de modelo discreto, um modelo continuo de sistema estrutural tem
configuracdo especificada por uma ou mais fungdes das coordenadas espaciais e do tempo.
Consequentemente, a rigidez e a massa sao consideradas distribuidas de forma continua ao
longo do modelo.” E o caso das duas vigas representadas na parte superior da Figura 1-3.2,
que sdo idealizadas em seus eixos geométricos em que cada ponto tem o deslocamento
vertical u(X.,t). Logo, pelo fato de esses eixos serem constituidos de infinitos pontos, essas
idealizacdes t€m infinitos graus de liberdade.

Em feoria cldssica de viga, que adota a hipdtese da se¢do plana e desconsidera a inércia
rotacional, a funcdo deslocamento transversal € a solu¢do da equacdo diferencial no espaco
22
€ no tempo:™—

pAlL+Elu 4y —p=0 (1-3.2)

*! Uma particula livre no espaco tem trés graus de liberdade, que sdo os trés componentes (em determinado
referencial) do vetor deslocamento de translacdo, enquanto um corpo rigido tem seis graus de liberdade, aqueles
trés mais trés angulos que definem sua orientacdo. Consequentemente, cada ponto de um sélido eldstico tem
trés graus de liberdade, e cada ponto representativo de secdo transversal de barra de pdrtico espacial tem seis
graus, trés que definem a posi¢do do ponto e trés que especificam a orientacio da sec@o, todos denominados
componentes de deslocamentos, ou simplesmente deslocamentos.

2 Vide Soriano (2009), p. 370.
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com as condic¢des de contorno e as condi¢des iniciais de cada caso.” Nessa equacdo, p €

a massa especifica, A € a drea da secdo transversal, EI € o modulo de rigidez a flexdo e p € a
intensidade da for¢a transversal distribuida ao longo da viga.

p(X.0)

i e, x
2 Z:T

Em balango Biapoiada

FIGURA 1-3.2 Vigas simples e correspondentes discretizacoes.

As equagdes de movimento dos modelos continuos sdo diferenciais parciais na varidvel
temporal e nas coordenadas do espaco geométrico de estudo desses modelos. Por essa
razdo, essas equagdes sé tém solugdes explicitas em casos muito simples. Ja as equacdes de
movimento dos modelos discretos (que costumam ser obtidas por discretizagdo dos modelos
continuos através do Método dos Elementos Finitos, com a transformagao dos infinitos graus
de liberdade em um nidmero finito de graus) sdo apenas diferenciais ordindrias na varidvel
tempo. E o caso das discretizagdes mostradas na figura anterior, com a utiliza¢io do elemento
de viga representado na parte intermedidria da mesma figura, cujo comportamento é descrito
pelos deslocamentos u, a u, indicados em seus pontos extremos.”*

Na discretizac@o da viga em balanco da referida figura, os deslocamentos (em sentido
generalizado que inclui translagdes verticais e rotagdes, de se¢des transversais) nos pontos
nodais 2 a 6 sdo os graus de liberdade. J4 na viga biapoiada, as rota¢cdes nos pontos 1 a

3 As condicées de contorno dizem respeito a valores conhecidos de deslocamentos (condicdes geométricas) e/
ou de esforcos em pontos do contorno (condigdes naturais), e as condicdes iniciais se referem a deslocamentos
e velocidades dos pontos do dominio geométrico no instante inicial de estudo do movimento.

** 0 deslocamento rotacional em um ponto (do eixo geométrico de uma viga) diz respeito i rotagio da corres-
pondente sec¢do transversal, rotac@o esta que € igual a declividade da linha eldstica (eixo geométrico deformado)
no referido ponto. Neste livro serdo tratados apenas modelos discretos.
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6, e os deslocamentos nos pontos 2 a 5 s@o os graus de liberdade. Com a discretizag@o,
obtém-se um sistema de equagdes diferenciais ordindrias em nimero igual ao dos graus
de liberdade. Contudo, ainda assim, a integragio dessas equacdes ndo € uma tarefa trivial,
costuma requerer o uso de computador e ser levada a efeito através de superposicido de
solugdes de modelos de um grau de liberdade ou de integracdo numérica direta, como sera
detalhado no Capitulo 6.

A discretiza¢do de um modelo introduz aproximagdes que se reduzem a medida que se
refina a discretizag@o. Entretanto, ndo € indicado um refinamento muito aprimorado, uma
vez que o modelo continuo ja guarda aproximagdes em relacdo ao sistema fisico original e
porque aprimorar refinamento demanda mais trabalho de geragdo do modelo discreto e mais
tempo de processamento automatico, assim como dispéndio de tempo do engenheiro analista
em interpretacdo e validacdo dos resultados computacionais.

1-4 FORMULAGAO DAS EQUAGOES DE MOVIMENTO

As equacdes de movimento de sistema mecanico podem ser obtidas com base na se-
gunda lei de Newton (estendida a sistema de particulas e a corpos rigidos) ou com base no
principio de d’Alembert, que é derivado dessa lei. Cada componente do sistema € entdo
considerado separadamente, com forcas de interag@o entre os diversos componentes e com
eventuais equagdes de restricdo entre varidveis de movimento. S@o utilizadas coordenadas
e grandezas vetoriais, 0 que motivou o nome de Mecdnica Vetorial para essa abordagem.
Alternativamente, aquelas equacdes podem ser formuladas com a consideragdo direta de
todo o sistema, sem a utilizacdo de forcas de interacdo, mas através de grandezas escalares
relacionadas com a nogio de trabalho. E a chamada Mecdnica Analitica, atribuida a Leibniz
e a Lagrange. Seguidamente sdo apresentados conceitos fundamentais dessa mecanica, que
¢ particularmente ttil em andlise de sistemas complexos, com muiltiplas restri¢des.

Define-se o trabalho de uma forca f em um deslocamento infinitesimal du de uma
particula que se move ao longo de uma trajetdria curva, como mostra a parte esquerda da
Figura 1-4.1, como o produto escalar de vetores:

dW=f-du — dW=fducoso (1-4.1)

onde o € o angulo formado entre as diregcdes dos vetores f e du. Assim, no conceito de
trabalho ndo se tem referéncia ao tempo.

Com base no trabalho infinitesimal, escreve-se o trabalho no deslocamento finito da
particula ao longo da trajetéria curvilinea, entre os pontos A e B:

w=["fau - | W=["fcoscuds
A “ (1-4.2)

em que ds é o comprimento do arco elementar que se confunde com o médulo do vetor
du.”

* No SI, a unidade de trabalho é denominada joule: expressa pelo simbolo J, refere-se ao trabalho realizado por
uma forga de IN ao longo de um deslocamento de 1m.
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dW=f-du=fducosa W=f-u=fucosa

FIGURA 1-4.1 Trabalho de uma forca.

Em caso de forca constante e trajetdria retilinea, como mostra a parte direita da mesma

figura, tem-se o trabalho:
were o

Assim, dependendo da inclinagdo da forga, esse trabalho pode ser positivo ou negativo.
Isto é, o trabalho € igual ao componente escalar do vetor forca na direcdo do vetor des-
locamento, vezes a intensidade desse dltimo vetor.”

Entre as diversas formas de energia, a mais relevante no presente contexto é a denominada
energia mecdnica, que pode ter a forma de energia cinética (translacional ou rotacional)
e/ou a forma de energia potencial (gravitacional ou eldstica), como exposto seguidamente.

A energia cinética translacional é o trabalho realizado para levar uma massa m do estado
de repouso até o estado de velocidade v e se escreve:

E.=]'f du=['ma-du

Além disso, de (v = du/dt) e (a = dv/dt) obtém-se (a-du = v-dv) e, portanto, a equagdo
anterior toma a nova forma:”’

v 1 5
Eczf mv -dv — |E.=—mv
0 2 (1-4.4)

Essa energia € sempre positiva, depende da velocidade do corpo e diz-se que o corpo a
possui.

Quanto a um corpo C que gira em torno de um eixo 0o’ com velocidade angular o, tem-
-se, como foi ilustrado na Figura 1-2.1, a velocidade tangencial de intensidade wr de cada
elemento infinitesimal distante r do referido eixo. Logo, de maneira semelhante ao caso
anterior, escreve-se a energia cinética rotacional:

* De forma semelhante, 0 momento (de forca) realiza trabalho igual ao componente escalar do vetor momento
em um eixo perpendicular ao plano em que ocorre rotacdo, vezes o valor dessa rotagio.

%7 Concepgio preliminar de energia cinética foi desenvolvida por Leibniz, através da defini¢io de “forga viva”
como o produto de massa pelo quadrado de sua velocidade.
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_1 2, 1 o0 o I S
EC—ZJC((or) dm=_0 jcr dm > Ec=-10 (145)

onde I, ¢ o momento de inércia de massa em relagdo ao eixo.

A energia potencial gravitacional é o trabalho realizado ao elevar um corpo de massa m a
. .. A . 28
uma altura h acima de um nivel de referéncia e se escreve:

e

onde mg ¢ a intensidade do peso correspondente a massa. Assim, a energia potencial de
um corpo € a energia dependente da posi¢ao desse corpo.

Ja a energia potencial de deformacdo, também denominada energia de deformagdo elds-
tica ou energia potencial eldstica, é o trabalho requerido para deformar um corpo eldstico.”
E a forma mais simples de caracterizar essa energia € através do esforco de distensao ou de
compressdo de uma barra de comprimento inicial ¢ e de drea de se¢@o transversal constante
A, como ilustra a Figura 1-4.2 no caso de esforco de tragao.

A barra aplica-se uma forga axial, de forma lenta e a partir de zero até o valor f que
corresponde a um alongamento u, tendo-se, em caso de material eldstico linear (caracterizado
pela proporcionalidade entre forca e alongamento, até um valor limite), o diagrama mos-
trado na parte intermedidria da mesma figura. Com a retirada da forga, a barra retorna ao
seu comprimento inicial, em caracteriza¢do de comportamento eldstico.

y y
X
R 0"
¢ Trecho =
elastico < ' f----- ¢
linear : 3
u B 0 u U = f
1f du I EA

z foms— a0
) | y u €
Area A ——

. Diagrama forga-
Barra tracionada alongamento Mola de translagiio

FIGURA 1-4.2 ldealizacao de mola de translacao.

* O conceito de energia potencial gravitacional é devido a Jordanus de Nemora, na Alemanha, no inicio do século XIIL

* Essa energia de deformagio foi concebida pelo matematico holandés Daniel Bernoulli (1700-1782), em 1738,
mas a correspondente expressdo como uma fungdo quadratica dos componentes de deformagdo, como € hoje
utilizada nos principios variacionais da Mecdnica dos Sélidos Deformdveis, foi apresentada pelo matemadtico e
fisico inglés George Green (1793-1841), em 1837, com o nome de funcdo potencial.
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Logo, escreve-se a energia potencial eldstica (linear):

L _1
Epe =], fldu’ - Epe = fu (147,

que é igual a drea sob o segmento 0-0’ do referido diagrama.

Verifica-se experimentalmente que a alteragdo de comprimento é proporcional a forca
aplicada e ao comprimento inicial da barra, além de inversamente proporcional a drea da
secdo transversal da mesma, o que € expresso pela lei de Hooke:

fe
u=—
EA (1-4.8)

onde E € o inverso da constante de proporcionalidade, caracteristico do material e
denominado mddulo de elasticidade (longitudinal) ou médulo de Young.” Dessa lei, tem-se
a intensidade de forga:

=BAL S ek
¢ (1-4.9)
onde
EA
k=—o
l (1-4.10)

¢ o coeficiente de rigidez axial da barra. Observa-se que esse coeficiente ¢ numericamente
igual a forca que provoca uma alteracdo unitdria ao comprimento da barra e, portanto, tem a
unidade de for¢a dividida pela unidade de comprimento. Além disso, € pratico simular esse
comportamento axial através de uma mola de translagdo sem massa e de comportamento
elastico linear, como ilustra a parte direita da figura anterior. Diz-se, entdo, que se trata de
coeficiente (de rigidez) de mola de translagdo.”'

Com a substitui¢do da Equacdo 1-4.9 na Equacdo 1-4.7, obtém-se a seguinte nova ex-
pressdo para a energia potencial eldstica:

ku?
2 (1-4.11)
De forma semelhante ao comportamento axial de barra descrito, tem-se 0 comportamento
de torc¢do, ilustrado na préxima figura, onde 6 € o dngulo de rotacdo total de uma barra de
comprimento ¢, devido a aplicagdo de forma lenta do momento de tor¢do t. Em caso de
material eldstico linear, tem-se o diagrama momento-angulo de tor¢do, mostrado na mesma
figura, e a disciplina Resisténcia dos Materiais fornece a expressao:
te
0=—
GJ (1-4.12)

Epe =

onde G é o modulo de elasticidade transversal do material e J é a constante de tor¢do da
secdo transversal. Em caso de secdo de simetria circular, cheia ou vazada, esta constante

* Robert Hooke (1635-1703), cientista inglés, foi o primeiro a utilizar 0 nome potencial para expressar a
capacidade de um corpo eldstico em recuperar a configuracdo nio deformada inicial. Contudo, o nome modulo de
Young é em homenagem ao fisico e médico britanico Thomas Young (1773-1829), que estabeleceu esse modulo.

*! Neste livro, mola é considerada sem massa, pelo fato de ser apenas uma idealizacio.
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é igual ao momento de inércia polar da secio em relacdo ao seu centroide, isto é nr'/2 ou
n(r.'—1;*)/2, onde 1. é 0 raio externo e r; é o raio interno da se¢io.

i)
¢

—

Diagrama momento-

dngulo de tor¢éo Mola de torgao

Barra sob tor¢io

FIGURA 1-4.3 Idealizacao de mola de torcao.

Da equacdo anterior, tem-se:

= -
¢ (1-4.13)

onde

¢ (1-4.14)

€ o coeficiente de rigidez de tor¢cdo da barra. Identifica-se que esse coeficiente é numeri-
camente igual a0 momento que provoca rotagdo unitaria de tor¢do a barra e que, portanto,
tem a unidade de for¢a vezes unidade de comprimento, por radiano. Logo, associa-se esse
coeficiente a uma mola de tor¢do sem massa (de comportamento linear), como mostra a
parte direita da figura anterior.

Além disso, semelhantemente a Equacdo 1- 4.11, escreve-se a energia potencial eldstica
de torcdo:

Epe = Lo
2 (1-4.15)

Em caso de ndo haver forgas externas além da gravitacional e com a suposi¢do de que
ndo ocorra geragdo nem dissipagdo de calor, a energia mecanica:

En=Ec +Epg +Epe (1-4.16)

¢é constante, o sistema permanece em oscilagdo ap6s uma perturbacdo inicial e 0 mesmo é
dito conservativo.” Nesse caso, as transformacdes entre energia cinética e energia potencial
(gravitacional e/ou eldstica) sdo realizadas por forcas também qualificadas como conser-
vativas, cujo trabalho entre duas configuragdes do sistema independe da trajetdria de seus

2 A nogio de conservacio da soma da energia potencial gravitacional com a energia cinética é devida a Leibniz.
E a concepgao de conservagio de energia mecénica € devida ao matematico francés Gaspard-Gustave Coriolis
(1792-1843), em 1829.
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pontos e, portanto, é nulo o trabalho em qualquer percurso fechado. Logo, a energia cinética
¢ maxima no instante em que a energia potencial é nula, e essa energia atinge 0 maximo
no instante em que aquela se anula, com valores iguais. E, com base na Equacéo 1- 4.16,
escreve-se a condicao de invariancia no tempo:

d
—(Ec+E, . +E,. )=0
dt( pe +Ere) (1-4.17)
a partir da qual podem ser obtidas as equagdes de movimento sem a necessidade de forgas
de inércia.

Procedimento mais geral de obtenc@o das referidas equacdes é desenvolvido com o
principio dos deslocamentos virtuais que, em caso de movimento de translacdo de um corpo
rigido, pode ser obtido a partir do equilibrio dindmico expresso na Equagdo 1-2.10. Para
isso, faz-se o produto escalar dos termos dessa equacdo por um deslocamento imagindrio
arbitrdrio du, dito deslocamento virtual, obtendo-se:

o

que, por ter a dimensdo de trabalho e du ser virtual, é denominado trabalho virtual.” Além
disso, como du é qualquer (nao necessariamente infinitesimal), du pode ser cancelado na
equacdo anterior, obtendo-se de volta a equacdo de equilibrio dindmico. O movimento de
rotagdo pode ser tratado de forma semelhante ao caso anterior com a consideracdo da equacao
de equilibrio dinamico na forma da Equacdo 1-2.11, mas com rotagdo virtual infinitesimal.
Assim, diz-se que o trabalho virtual é nulo se o corpo estd em equilibrio (dindmico ou es-
tdtico) e, de forma inversa, que o corpo estd em equilibrio se esse trabalho for nulo.

Em estrutura, hé forcas externas (ativas e reativas) e forcas internas consideradas sob
a forma de componentes de tens@o (que sdo forcas por unidade de drea) ou de resultantes
de tensdo. Logo, como as forcas externas equilibram as internas, o produto f-3u que ocorre
na equacdo anterior se desdobra no trabalho virtual dessas forcas menos o trabalho virtual
daquelas, independentemente das propriedades de material, quando entdo a equacdo do
referido principio fica com a forma conceitual:

Trabalho virtual das Trabalho virtual das _ Trabalho virtual das

forgas internas forgas de inércia forgas externas (1-4.19)

O primeiro membro dessa forma é denominado trabalho virtual interno e o segundo,
. 34 . s s -~ . . . .
trabalho virtual externo.” E esse principio € condicao necessdria e suficiente de equilibrio.

33 A e ~ . s . . .

Na Mecanica Analitica, essa extensao do principio dos deslocamentos virtuais costuma ser considerada como
o principio de d’Alembert, com a condi¢io desses deslocamentos serem infinitesimais e consistentes com 0s
vinculos.

** O conceito de trabalho virtual remonta a Jordanus de Nemore, matemdtico europeu do século XIII, e foi
generalizado por John Bernoulli (1667-1748). Trata-se apenas de um artificio matematico e nao de um principio
fisico. Os deslocamentos virtuais sdo arbitrados sem modifica¢@o das forcas atuantes, com a suposicdo de tempo
inalterado. Na Mecdnica Analitica, esses deslocamentos sdo considerados infinitesimais, € em andlise de es-
truturas, dependendo da aplicagdo, sdo supostos infinitesimais ou apenas pequenos, para validade do principio
da superposi¢cdo, com o atendimento ou nao dos vinculos externos. Poder arbitrar parte dos deslocamentos
virtuais como nulos ¢ uma das vantagens daquele principio em relacdo a segunda lei de Newton e ao principio
de d’Alembert, porque permite excluir algumas varidveis do sistema.
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Nos sistemas dindmicos reais sempre ha dissipacdo de energia que tende a reduzir as
amplitudes das oscilagdes, o que é simulado através de forgas que se opdem ao movimento,
denominadas forcas de amortecimento. Com a inclusdo do trabalho virtual dessas forgas
(e de quaisquer outras forgas ndo conservativas) no primeiro membro da expressdo anterior,
obtém-se o principio dos deslocamentos virtuais em forma mais geral. Com a integragdo
da expressdo resultante entre dois instantes e conceitos de calculo variacional, chega-se ao
principio de Hamilton.”

1-5 PENDULOS

O estudo de péndulos tem a vantagem de facilitar o entendimento de importantes conceitos
de dindmica e do trato das equac¢des de movimento de sistemas mecanicos simples. No caso,
como a oscila¢do € devida apenas a uma perturbacio inicial, diz-se vibragdo livre e, por se
desconsiderar a dissipag@o de energia, diz-se vibragdo livre ndo amortecida.

1-5.1 Péndulo simples

Considera-se uma massa m suspensa por um fio inextensivel de comprimento ¢ e massa
desprezivel, que oscila em trajetdria circular, apés uma perturbagao a partir da configuragdo
vertical de equilibrio estatico, sob a acdo do seu peso mg e do esfor¢o N exercido pelo fio,
como ilustra a Figura 1-5.1. E o denominado péndulo simples, em que, para uma inclinagio

: [ €(1—<o0s0)

; ymg
" esin®

Velocidade e componentes
de aceleracio

Forgas atuantes na massa

FIGURA 1-5.1 Péndulo simples.

* A denominagdo desse principio homenageia o matemdtico, astronomo e fisico irlandés Sir Willian Rowan
Hamilton (1805-1865), primeiro a estudar sistemas mecénicos com a referida integragao. Diferentemente da
segunda lei de Newton e do principio de d’Alembert (que exprimem lei de movimento em termos de uma
configuracdo instantanea, e também diferente do principio dos deslocamentos virtuais que expressa lei em
termos de desvios da referida configuracdo), o principio de Hamilton considera o fendmeno durante um intervalo
finito de tempo e fornece as equacdes de movimento de sistemas fisicos complexos, através da condi¢io de
extremo da chamada fun¢do lagrangeana. Embora tenham sido citadas diversas sistemadticas de obtencdo dessas
equacdes, dd-se prioridade neste capitulo ao uso de diagramas de corpo livre com forcas de inércia, por fornecer
diretamente as equacgdes de movimento dos sistemas simples aqui tratados.
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6(t) do fio em movimento ascendente, a massa tem a velocidade (tangencial) ¢ fea aceleracdo
tangencial ¢6.%

Seguidamente, obtém-se a correspondente equag¢do de movimento, com a utilizagao do
conceito de forga de inércia e, posteriormente, com os conceitos de energia e de trabalho.

Inicialmente supde-se a for¢a de inércia m¢@, tangente 2 trajetéria em arco circular e
em sentido contrdrio a acelerac@o a,, como representado em tracejado na figura anterior, o
que permite a escrita da seguinte expressao de momento nulo em rela¢do ao ponto de sus-
tenta¢do do péndulo:

meB¢+mgesind=0 — (mlz)é+mgésin6=0 (1-5.1)

Essa é a equacido de movimento da massa do péndulo, em que se omitiu, por simplicidade,
a indicacdo de que 0 € funcdo do tempo.

A equacdo anterior contém, entre parénteses, 0o momento de inércia de massa em relacdo
ao ponto de sustentacdo do péndulo e pode ser escrita sob a forma mais simples:

é+%sin6=0

(1-5.2)

Segue a obtencao da mesma equacao de movimento, com a condi¢io de conservagdo da
energia mecanica. Para isso, t€ém-se as expressoes de energia:

- En =m¢?6? / 2+ mge¢(1—cosB)

E. =m(¢6)* /2
Ep, = mgé(1-cos0)

(1-5.3)
Logo, com a condi¢do do sistema ser conservativo, escreve-se:

(Hj—tm:O —  me*00+mgsinbd=0 — me*6+mglsin®=0

que é o mesmo resultado expresso na Equacdo 1-5.1.

Obtém-se, a seguir, a equacgio anterior com base no principio dos deslocamentos vir-
tuais. Para isso, arbitra-se o deslocamento angular infinitesimal virtual 86, como mostra
a Figura 1-5.2, quando ento se tem apenas o trabalho virtual (externo) devido a forga de
inércia m¢O e ao peso mg, o que se escreve:

(meB)ed0+ (mg)¢edPsind=0  —  (me*6)30+ (mg¢sin0)50=0 (1-5.4)

Logo, como o deslocamento virtual é qualquer, pode ser cancelado na equagao anterior,
obtendo-se a referida equacdo de movimento.

3 E um péndulo ideal, por se desconsiderar a resisténcia ao arraste em meio fluidico (o ar) e se supor oscilagdes
livres em um plano vertical. Em 1851, o matematico, fisico e astronomo francés Jean Bernard Léon Foucault
(1819-1868) mostrou experimentalmente que ocorre uma rota¢ao do plano de oscilagdo do péndulo, devido a
rotacdo da Terra e porque se considera um referencial fixo a superficie da Terra como inercial.



1-5 Péndulos

ELSEVIER

FIGURA 1-5.2 Deslocamento virtual 30 em um péndulo simples.

A equacdo diferencial ordindria expressa na Equagdo 1-5.2, por ser no linear, é de traba-
lhosa resolug@o. Com pequenas oscilagdes,|0| <<1, considera-se (sinf =6 em radianos) para
obter a equacdo linear:

6+20=0
¢ (1-5.5)
E imediato verificar que essa equagdo admite as solu¢des harménicas:
0(t)=a; cos(m,t)
B(t) = a, sin(wyt) (1-5.6)

onde a, e a, s@o constantes a serem determinadas com as condic¢des iniciais do movimento,
e m, ¢ uma caracteristica do descrito sistema mecanico também a ser determinada.

Logo, com a substituicdo da primeira das solu¢des anteriores na equagao diferencial
linear, chega-se ao resultado:

[—(o% + %) a; cos(m,t)=0

que sO se cumpre, para qualquer valor de t, em caso da parcela entre parénteses ser nula.
Assim, deve-se ter:

Wy =,[=
"N (1-5.7)

que é a frequéncia natural angular ou circular, em rad/s.” Esse mesmo resultado, que
independe da amplitude e da massa, pode também ser obtido com a segunda das solugdes
expressas na Equacdo 1-5.6.

70 termo natural advém do fato de que, dada uma perturbag@o inicial, o péndulo oscilard naturalmente na
frequéncia m,. Vé-se que a independéncia dessa frequéncia em relagdo a amplitude da oscila¢do se deve a
considerac@o de pequenas oscilagdes. O matematico, astronomo e fisico holandés Christiaan Huygens (1629-
1695) mostrou que, para oscilagdes quaisquer, essa frequéncia independe da amplitude quando se impde que a
massa do péndulo percorra um arco de cicloide.

I
21
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Além disso, a partir da frequéncia anterior, tem-se o periodo natural:

_2n
o, (1-5.8)

- T,= ZTE\/Z
g (1-5.9)

que € o intervalo de tempo de uma oscilacdo completa (em segundos). O reciproco desse

resultado € a frequéncia natural ciclica ou de oscilag¢do, que é o nimero de ciclos por segundo
38

ou hertz (Hz):

Ty

peloon
T, 2=n (1-5.10)

el B
2n\e (1-5.11)

Logo, tem-se a relacdo entre a frequéncia angular e a frequéncia ciclica:

(1-5.12)

Pelo fato de a equacdo de movimento expressa na Equagdo 1-5.5 ser diferencial de segun-
da ordem, esta tem solucdio geral com duas constantes de integracdo que sdo determinadas
a partir das condicdes iniciais a0 movimento. Assim, essa solu¢do pode ser escrita como a
soma das solucdes parciais expressas na Equacdo 1-5.6, sob a forma:

B(t) =a; cos(®yt) +az sin(Wyt) (1-5.13)
Dessa solucdo, tem-se a velocidade angular:
B(t) = —a;m, sin(®,t) + a0, cos(@,t) (1-5.14)

E com as condig¢des iniciais de deslocamento angular, 6, e de velocidade angular, 6,,
chega-se a solugdo geral sob a nova forma:

0(t) = 6,cos (w,t) + B0 sin(m,t)
[0}

n

(1-5.15)

Assim, em caso de libera¢do do péndulo com velocidade nula a partir de uma inclinagao
0,, a solucdo anterior se particulariza na primeira das solugdes expressas na Equacdo 1.5.6,
com (a; = 0,). Uma representac@o dessa solucdo pode ser visualizada com a suposi¢do de
uma fonte luminosa presa a massa do péndulo, que € solta a partir de uma inclinacao 6,,
simultaneamente com o movimento vertical uniforme de uma tira de filme sensivel a luz,
para o registro da oscilacio da massa, como ilustra a Figura 1-5.3.” Alternativamente, em

* O nome dessa unidade é uma homenagem ao fisico alemio Heirich Rudolf Hertz (1857-1894), que fez ex-
perimentos com ondas de radio e deu importantes contribui¢cdes ao desenvolvimento do eletromagnetismo. E
importa esclarecer que a frequéncia ciclica foi denotada por ¢ para distingui-la da notagdo f de forga.

¥ Representagdo semelhante é encontrada em Thomson, S.T., Teoria da Vibragdo, 1973.
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caso de se imprimir ao péndulo uma velocidade angular inicial éoa partir de sua posi¢do
vertical, a solu¢do expressa na Equagdo 1-5.15 recai na segunda solugdo parcial que ocorre
na Equacdo 1-5.6, quando entdo (a, = 6,/m,).

;

NANN

‘v (velocidade constante)

FIGURA 1-5.3 Registro do movimento da massa de um péndulo simples.

Quando o péndulo estd na configuracdo de deslocamento angular mdximo, a energia
cinética é nula e a energia potencial ¢ maxima. Jd na configuracao de deslocamento angular
nulo, que € a da posicao vertical, a energia cinética € mdxima e a energia potencial é
nula, o que expressa simetria de comportamento. Logo, ao longo da trajetéria da massa
hd conversdo entre essas energias, que € representada na Figura 1-5.4 no caso de um

E,/E E./E

¢/ max.

pg/max.

1,003 \ 2,006 3s

177711

FIGURA 1-5.4 Conversao entre energias de um oscilador simples, no caso de (6, = 10°).
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péndulo de (¢= 1m), (6, = 10° = 0,1745rad) e (éo=0), que corresponde a (sinf, = 0,1736)
e (T, =2,0065).

A partir de oscilagdes maiores do que 20°, a solugdo anterior comega a apresentar visiveis
diferencas em relacdo a da equacdo de movimento sem a aproximag¢do de pequenos des-
locamentos. Isso fica evidenciado em representacio grafica da descrita conversao de energia,
agora com (0, = 40° = 0,6981rad), como mostra a Figura 1-5.5. Nota-se que os picos de
energia cinética sdo maiores do que os de energia potencial, o que contraria a conservagao
de energia.

Fpg/EpgfmﬁxA Ec/ Ec/méx.
1,0 ' '
0
1 003 2 006 3s

FIGURA 1-5.5 Conversao entre energias de um oscilador simples, no caso de (6, = 40°).

Um procedimento alternativo de obtencdo de frequéncia natural se baseia na igualdade
de energias (Epgmix. = Emax.), 0 que costuma ser vantajoso em estudo de sistema de vérios
graus de liberdade. Assim, para o presente péndulo escreve-se: "’

Epe/mix. = mgé(1—cosBg) = mge6j /2
Ec/mz’m = m(gemdx)z /2

(1-5.16)

Além disso, a partir da solugdo parcial (8(t) =0, cos(m,t), tem-se a velocidade angular:

e(t) = _e()('on Sin((,l)“ t) - max e(t) |sin(w,t)=1 _e()(on

e, portanto:

E

c/max.”

=me’Q . /2 (1-5.17)

Logo, da referida igualdade de energias, obtém-se:

mge? /2=mlw’ /2 — mn=§

que é o mesmo resultado de frequéncia angular expresso na Equacdo 1-5.7.

“Na escrita da primeira expressdo da Equagdo 1-5.16, considerou-se (cos26= 1-2sin’0) — (1—cosB=2sin*(6/2)),
que fornece (1-cos® =0%/2) em caso de pequenas oscilages, quando entio se pode fazer sin(6/2)= 6/2.
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1-5.2 Péndulo sdlido

Considera-se, a seguir, um corpo de massa m que pode pivotar, sem atrito, em torno de
um eixo horizontal que passa por um ponto O ndo coincidente com o centro de gravidade CG
do corpo, em caracteriza¢do do chamado péndulo solido, ilustrado na Figura 1-5.6. Nessa
figura estd também indicada a inclusdo do torque de inércia de intensidade 16 .

FIGURA 1-5.6 Péndulo sélido.

De forma andloga a obten¢do da equacdo de movimento do péndulo simples, para o
presente péndulo e com o conceito de torque de inércia escreve-se a equagdo de equilibrio
dindmico:

L6+ mge'sin®=0 (1-5.18)

onde ¢ ¢ a distancia entre o centro de gravidade e o ponto O. Além disso, em caso de os-
cilagdes pequenas, adota-se (sinf =0) de maneira a obter a equacdo de movimento linear,
que é mais simples:

6+ 90
L

(1-5.19)

Logo, de forma semelhante ao apresentado na subsecdo anterior, tem-se a frequéncia
natural angular:

1

mgé
I, (1-5.20)

n

assim como tem-se o periodo natural:

mg¢ (1-5.21)
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Em comparacdo desse ultimo resultado com o periodo natural do péndulo simples ex-
presso na Equacdo 1-5.9, identifica-se que com a notagao:

(=1,/(m¢") (1-5.22)

recai-se no caso desse péndulo. Isto é, ¢ designa a posi¢do de um ponto O onde pode ser
suposta concentrada a massa do corpo (em concepg¢ao de particula), para recair na idealizacao
de um péndulo simples.”' Aquele ponto é denominado centro de oscilagcdo. Além disso, é
simples verificar que se 0 mesmo corpo for posto em oscilacdo em torno de um eixo paralelo
a0 anterior e que passa por esse ponto, o periodo de oscilagdo nao se modifica.

No caso de o corpo ser uma chapa de espessura “‘e” e de massa especifica p, 0 momento
de inércia de massa em relacdo ao eixo de suporte se calcula:

— 2 _ 2 _ 2
Io—Lr dm—JAr pedA — Io—pe(_Lr dA) (1-5.23)

onde a parcela entre parénteses € o momento de inércia polar da figura plana definida pela
forma da chapa, com respeito ao ponto pivo do péndulo.

EXEMPLO 1-5.1

Determina-se o centro de oscilagdo e o periodo natural de uma haste rigida de comprimento “a”,
massa especifica p e segao transversal retangular bxe, suspensa sem atrito por uma de suas ex-
tremidades, como ilustra a Figura E1-5.1.

No caso, considera-se o elemento infinitesimal de area (dA = bdr), com o qual e, a partir da
Equacdo 1-5.23, escreve-se o momento de inércia de massa em relac@o ao ponto pivo:

l=pe[tPbdr -  I=peba’/3

2a/3

o L A
—

—

—

3
e

FIGURA E1-5.1 Haste oscilante como péndulo.

Além disso, como a haste tem a massa total (m = Vp = abep), o momento de inércia anterior
toma a nova forma (I, = ma®/3).

Logo, com a substituicao desse resultado na Equacéo 1-5.22, chega-se ao seguinte comprimento
equivalente de péndulo simples:

ma?® 2a

¢ = -
3ma/2 3

*I Este centro foi identificado por Christiaan Huygens.



1-5 Péndulos

ELSEVIER

Com esse resultado e a partir da Equacéo 1-5.9, obtém-se o periodo de oscilag&o:

T,=2n 2
\3g

O centro de oscilagdo tem importéncia no desenvolvimento de equipamentos oscilantes de impacto,
pois caso a oscilaga@o seja interrompida por um obstaculo na altura desse centro, como ilustra a
parte direita da figura anterior, ndo ocorre flexdo na peca de impacto. Por essa razao, esse centro é
também denominado centro de percussao. Naturalmente, esse mesmo resultado pode ser obtido a
partir da Equagéo 1-5.21.

1-5.3 Péndulo de torcao

As oscilacdes dos péndulos anteriores sdo comandadas pela a¢do da gravidade. Com os-
cilagdes sob forca eldstica, considera-se o péndulo de tor¢do representado na Figura 1-5.7,
que ¢é constituido de um disco homogéneo de massa especifica p, raio R e espessura “e”,
fixado em seu centro de massa a um eixo delgado vertical de comprimento ¢, se¢do circular

de raio r, médulo de elasticidade transversal G e massa desprezivel."

Ap6s ser dada uma rotacao horizontal pequena ao disco, este passa a oscilar em rotacao
plana, sob a forca eldstica de tor¢do desenvolvida no descrito eixo. Logo, como foi ilustrado
com o auxilio da Figura 1-4.3, esse eixo pode ser idealizado como uma mola de tor¢ao de
constante (k, = GJ/¢), onde (J = mr*/2) é o momento de inércia polar da secdo transversal,
de maneira a se ter:

_ nGr

K
Y (1-5.24)

dA=2nR'dR’
dm=2npeR'dR’

FIGURA 1-5.7 Péndulo de torcao.

Além disso, com o elemento infinitesimal de massa indicado na parte direita da mesma
figura, calcula-se o momento de inércia de massa do disco com respeito ao eixo vertical que
passa pelo seu centro de massa:

R R
I, =ch'2 dm:jo R? 2npeR'dR'=2npej0 R7dR'

* Esse péndulo foi estudado pelo fisico francés Charles Augustin de Coulomb (1736-1806), em 1784.

I
27



28

CAPITULO 1 Fundamentos ELSEVIER

1tpeR4
- |Io=
2 (1-5.25)

Logo, obtém-se a equacdo de movimento:

[LO+k0=0 — é+ﬁe=0
Io (1-5.26)

Essa equacdo diferencial tem a mesma forma que a do péndulo simples expressa na
Equacdo 1-5.5 e, portanto, tem a solug@o constante na Equagao 1-5.15, agora com a seguinte
expressdo de frequéncia natural angular:

ki
o, =, [—
I, (1-5.27)
Com a substitui¢ao das Equacdes 1-5.24 e 1-5.25 nessa ultima equacdo, obtém-se:
o = Grt
n= 4
pe¢R (1-5.28)

Alternativamente, com base em consideragdes de energia, escreve-se:

Ec/méx. = Ioerznéx 12 (1-5.29)

{ Epe/méx. = kterznéx. /12
A partir da solucdo (8(t) = 6, cos(m,t)), tem-se (0,5 = 6,) e a velocidade:
e(t) = _eomn Sin(wnt) - éméx. = _eown (1-5.30)

Logo, da condicao de conservacao de energia, E o/mix = Eomax» Obtém-se a frequéncia:
pe/max. c/max.

Kk
k02/2 =1,0203/2 o | op= I_t
[0)

que é o mesmo resultado expresso na Equacao 1-5.27.

1-5.4 Péndulo sélido com mola de torcao

Considera-se, agora, um péndulo em que as oscilagdes sdo comandadas por agdo da
gravidade e de forca eldstica. Trata-se de uma haste rigida, de comprimento ¢, massa total
m; e massa m, na extremidade inferior, haste esta que pode pivotar em torno de sua outra
extremidade que é conectada a uma mola de tor¢ao de coeficiente k,, como esquematizado
na Figura 1-5.8.

Com o resultado de momento de inércia da haste do Exemplo 1-5.1, tem-se 0 momento de
inércia de massa em relagdo ao eixo horizontal, que passa pelo ponto de sustentagdo do péndulo:

2
my¢
I,= ; +m252

(1-5.31)
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= (¢sin®)/2

FIGURA 1-5.8 Péndulo sélido com mola de torcao.

Logo, tendo-se em conta torque de inércia, escreve-se a equacdo de momento nulo em
relacdo ao ponto pivd, que € a equacdo de equilibrio dinamico:

(ﬂ+m2) ézé+kt9+mlgfsin9+m2g€sin6=O
3 2 (1-5.32)

Em caso de pequenas oscilagdes, a equag@o anterior simplifica-se para a forma linear:

ki +m;gl/2+mygl -0

.. ¢ ..
(ﬂ+m2j¢26+(kt+%+m2g¢)9:0 - |6+ 5
3 2 (m; /3+m,)¢ (1-5.33)

Logo, de forma semelhante ao péndulo simples, escreve-se a frequéncia natural:

_\/kt+m1gé/2+m2gé
i (m; /3+m,)¢? (1-5.34)

e o periodo natural:

2
Tnzzn\/ (m1/3+m2)Z
Ky + Mgt/ 2+ magl (1-5.35)

Na idealizac@o do presente péndulo, a massa m, foi considerada como particula na ex-
tremidade inferior da haste. Em idealiza¢do mais refinada, pode-se considerar essa massa
com dimensao finita, determinar o seu momento de inércia I em relagdo ao eixo horizontal
que contém o seu centro de massa e transferir esse momento ao eixo paralelo, que passa pelo
ponto de sustentagdo do péndulo, através do feorema de Steiner expresso na Equacao 1-2.5.
Assim, a equagdo de equilibrio dindmico do péndulo toma a nova forma:

2
[m; +1; +mzezJi§+[kt +m‘Tg€+m2gz)e=o

(1-5.36)

a partir da qual se tem a nova expressio de frequéncia:

|k +mgl/2+mogl
A me? 3+ 1g +myl? (1-5.37)
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EXEMPLO 1-5.2

A Figura E1-5.2 mostra uma viga rigida, de massa m e comprimento ¢, em equilibrio estatico sobre
uma rétula fixa e um flutuador. Esse é paralelepipédico, de massa M e com cada face horizontal de
area A. Sem considerar dissipacéo de energia, determina-se a equagao de equilibrio dinamico e a
frequéncia natural do sistema.

L
|z
5

—

FIGURA E1-5.2 Viga apoiada em uma rétula fixa e em um flutuador.

Um deslocamento unitério vertical no flutuador provoca o empuxo (k = Apg.a8) que € numerica-
mente igual ao coeficiente de rigidez da idealizagdo em apoio elastico mostrado na parte inferior da
mesma figura, desconsiderando que parte da dgua acompanha o movimento do flutuador. Assim, com
arotacao 6(t) indicada, tem-se o momento exercido pela mola em relagado a rétula fixa, (késin®)-¢coso,
que é aproximadamente igual a k6 em caso de rotacdo pequena. Nesse resultado, identifica-se o
coeficiente de rigidez de torgdo ké.

Logo, escreve-se a equacgao de equilibrio dindmico:

(ME +mé 13)8+kf0=0 > | (ME +mé /3)8+(Ap,,,,€ )6 =0

Assim, a partir dessa equagao, tem-se a frequéncia natural:

Apéguagez
On =42 me23
Mé=+mé</3

Esse é um caso em que a acao da gravidade (responsavel pela configuracéo de equilibrio estéatico)
e a forca eléstica (resultante do empuxo) tém a mesma linha de ac&o.

1-5.5 Péndulo invertido com mola de translacao

A seguir, considera-se o caso em que a a¢cdo de gravidade age como forca desestabiliza-
dora, o que permite apresentar os importantes conceitos de equilibrio estdvel e equilibrio
indiferente, assim como o de instabilidade dindmica. Trata-se de uma haste rigida de com-
primento ¢ e massa m, que pode pivotar (com pequenas rotacdes e sem atrito) em torno de sua
extremidade inferior e que estd conectada a uma mola de translacdo de coeficiente k na sua
outra extremidade, em constituicao de um péndulo invertido, como mostrado na Figura 1-5.9.
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i

fcosB
mg
€/2

(€5in6)/2

FIGURA 1-5.9 Péndulo invertido com mola de translacao.

Com torque de inércia e a aproximagdo de que a forca desenvolvida na mola seja horizontal,

escreve-se a equagdo de equilibrio de momento nulo em relago ao ponto de articulagio da haste:

m¢>

Té+késin9-£cose—mgesme=0

2 (1-5.38)

Essa equag@o pode também ser obtida com base nas energias cinética e potencial:

Epe +Epg = %k(ésinﬁ)z —mg@ s,

que, com a condi¢@o de invariancia da energia mecanica, fornece

i(l me26? +lké2 sin’ 6—lmg2(1 - cose)j =0
dt\ 6 2 2

Logo, obtém-se:
2
%éé+ké2 sin0~cos6~é—%mg€sin9~é= 0

2
. 1

%9+k€2 sin®-cos®——mg¢sin®=0

3 2 (1-5.40)

Essa expressdo recai na equagdo de movimento expressa na Equagdo 1-5.38, que, em

caso de pequenas oscilagdes, toma a forma linear, mais simples:

m—£é+(kz—%je=0 o g Ske3me,
3 2 2m¢ (1-5.41)

Em resolu¢do dessa equacdo diferencial homogénea, utiliza-se a equagao caracteristica:

6k¢—
p2 + & — 0
2m¢ (1-5.42)

I
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de solucdes

" 3mg—6k¢
P2 == 2m¢
(1-5.43)

Logo, escreve-se a solu¢do da equagdo diferencial sob a forma:

0(t)=b,e™ +b,e™ (1-5.44)

onde b, e b, sdo constantes de integragdo a serem determinadas.

Quanto as solugdes da Equacdo 1-5.43, tém-se as trés seguintes possibilidades:

1. O radicando que ocorre na Equag@o 1-5.43 é menor do que zero, isto é:
mg

3mg=06ké 5, me
2m¢ 2 (1-5.45)

Consequentemente, aquelas solucdes sao os nimeros complexos conjugados

k-
L=t i |ke=3me _
2m¢ (1-5.46)

onde se utiliza o simbolo complexo (1= J-1 ) e a notagdo de frequéncia natural
angular (dependente das propriedades do péndulo e da aceleracio da gravidade):

o = 6ké —3mg
0= /7
2m¢ (1-5.47)

Logo, a solu¢do da equacao diferencial anterior toma a forma:

(0 =bye' ™" +b,e” (1-5.48)

E com a Equacdo de Euler:

e”'" =cosx tisinx (1-5.49)

que relaciona fungdes exponenciais com fungdes trigonométricas, a solugdo anterior se
escreve:

0(t) = by (cos(wpt) +isin(pt))+ by (cos(wyt) —isin(wyt))

= 08(t) =(b; +ba)cos(@nt) +i(by — by)sin(@nt) — ‘ 0(t) =a; cos(®nt)+as sin(o)nt)‘ (1-5.50)

Essa é a mesma soluc@o que foi expressa na Equagdo 1-5.13 e que, com as condigdes
iniciais 6, e @,, fornece a Equagdo 1-5.15 que expressa oscilagdo estdvel ou
equilibrio dindmico estdvel.

2. O radicando que ocorre na Equacgdo 1-5.43 é igual a zero, ou seja:
3mg—-6ké=0 —  k=mg/(2¢) (1-5.51)

Com isso, a equag@o de movimento Equagdo 1-5.41 se reduz a (6 #0) de solugdo
(8(t) = bt + by), que, com as condi¢des iniciais (0, #0) e (8, #0), toma a forma:

B(t)=6,t+8, (1-5.52)
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Essa solugao expressa que o deslocamento angular aumenta linearmente com o tempo.
Além disso, em caso de velocidade inicial nula, expressa que o péndulo permanece com
a configuracio inicial que lhe for imposta, em caracterizacdo de equilibrio indiferente.

3. O radicando que ocorre na Equacdo 1-5.43 é maior do zero, o que acontece em caso de
coeficiente de rigidez:

mg
2¢ (1-5.53)

o = 3mg—6k¢
2m¢ (1-5.54)

tem-se as solugdes (p,, =+ ®') e a equacio diferencial anteriormente obtida tem a solugio:

k<

Logo, com a notagio:

B(t)=b,e®" +b,e " (1-5.55)

Essa solugdo, com condigdes iniciais (0,20) e (90 #0), toma a forma:

90(1)* +éo em*t + 90(,0* _éo e—m*t

o(t) =
200" 20" (1-5.56)
que, em caso de (90=0), simplifica-se em:
o(t)= 8 (e‘”*t + e"m) - 290 _ e et
2 0, (1-5.57)

A Figura 1-5.10 mostra representacdes das duas parcelas do deslocamento angular nor-
malizado como na dltima equagdo, em caso de (0* =0,1 — k =0,993 mg/(2¢)). Observa-se
que a primeira parcela dessa equacdo expressa intenso crescimento exponencial, e a segunda
parcela, moderado decréscimo exponencial. Consequentemente, o referido deslocamento
angular aumenta com o tempo, sem retorno a configuragdo inicial. O movimento € ndo os-
cilatério, em caracterizacdo de instabilidade e que se deve ao momento da forga eldstica
restauradora ser menor do que o “momento de tombamento” provocado pelo peso da haste.”

20(1)/0, 10
ew*t
5 _—
Nee e
0 5 10 15 20s

FIGURA 1-5.10 Representacdes das parcelas da Equacao 1-5.57.

* Esse resultado foi obtido com a consideragio de deslocamento angular pequeno e, portanto, a equacio anterior
guarda aproximagoes de idealizag¢@o ao fendmeno de instabilidade.

I
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Os trés descritos comportamentos podem ser associados aos de uma esfera sob a agdo
da gravidade, que ¢ afastada de sua posi¢do inicial de equilibrio como mostrado nas trés
representacdes da Figura 1-5.11. Na primeira representacio, a esfera fica em repouso
na posicdo para a qual for deslocada, em equilibrio indiferente. Na segunda, apés uma
pequena perturbacio, a esfera oscila internamente a um arco circular e em torno da posi¢ao
inferior, em movimento andlogo ao da massa de um péndulo simples, em caracterizagao de
equilibrio estdvel. Naturalmente, em sistema fisico real, a esfera retorna assintoticamente a
sua posicao inicial, devido a dissipagdo de energia. Ja quanto a tltima das representacdes,
qualquer deslocamento transversal imposto a esfera a faz se afastar cada vez mais de sua
posic¢do inicial, em caracterizagdo de instabilidade a partir dessa posi¢do de equilibrio
instavel.

Equilibrio indiferente € o que ocorre em estruturas autoequilibradas, como em pontes
rolantes, em que se pode impor deslocamento de corpo rigido. Equilibrio dindmico estavel
€ o que se busca para as estruturas civis e se caracteriza por oscilagdes em niveis aceitaveis
que decaem, com o cessar da acdo externa, por dissipag@o de energia. Instabilidade dindmica
se caracteriza pela amplificagdo continuada das oscila¢des até eventual danificagdo da es-
trutura.”

A determinacdo da interacdo entre for¢as aecrodindmicas (que sdo as provenientes da
acdo do vento) e oscilagdes de estruturas (que envolvem forgas de inércia, de amortecimento
. . s . , . P L. . .. 45

e restitutivas eldsticas) é denominada andlise aeroeldstica (vide Simiu & Sacanlan, 1978).

Indiferente Estavel Instavel

FIGURA 1-5.11 Condicdes de equilibrio de uma esfera.

* Um exemplo de instabilidade dindmica é o de instabilidade aeroeldstica, que pode ocorrer em estrutura
flexivel inserida em um fluido que, ao se escoar em torno da estrutura com uma oscilaco inicial, transfere
energia a esta, cuja vibrag@o, por sua vez, aumenta a pressio dinamica do fluido que intensifica essa vibracao,
em fenémeno denominado flutter. Consequentemente, em caso de insuficiéncia de mecanismo de dissipagdo
de energia, hd continuo crescimento das oscilacdes (usualmente acoplamento entre flexdo e tor¢ao) que resulta
em ruina da estrutura. Foi o que ocorreu com a primeira Ponte de Tacoma, nos Estados Unidos, que se rompeu
devido a flutter de tor¢@o provocado pelo vento, em novembro de 1940. Vide Billah, K.Y. & Scanlan, R.H.,
1991, Resonance, Tacoma Narrows bridge failure, and undergraduate physics texbooks, American Journal
of Physics, vol. 59, n.2.

* Importa acrescentar que instabilidade pode ter razio fisica ou ser devida a resolugiio numérica (como é o caso
de certos métodos de integracdo das equagdes diferenciais de movimento). E em comportamento estatico, pode
ocorrer instabilidade fisica devido a esfor¢o de compressio e a imperfeicdes geométricas, o que é denominado
flambagem.
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Além da revisao das /eis de Newton, a importancia deste capitulo encontra-se nos conceitos, entre outros,
de momento de inércia de massa, impulso, forca (e torque) de inércia, equilibrio dinamico, grau de
liberdade, modelos continuos e discretos, energias cinética e potencial, coeficiente de rigidez, periodo
natural e frequéncia natural.

Vale registrar que forca de inércia que implica o principio de d’Alembert serd amplamente utilizada
nas futuras formulagoes de equagdes de movimento; o conceito de modelo discreto sera fundamental
ao tratamento dos modelos de multigraus de liberdade, a partir do Capitulo 4; o conceito de momento
de inércia de massa sera necessario a formacao da matriz de massa discreta do elemento de grelha no
Capitulo 5, e o conceito de impulso sera utilizado nos Capitulos 3 e 7.

1-6 EXERCICIOS PROPOSTOS

1-6.1 Determine o momento de inércia de massa de uma placa retangular de dimensdes
axb, espessura “‘e” e massa especifica p, em relacdo ao eixo normal ao plano da
placa e que passa pelo centro de massa. Transforme o resultado para um eixo

paralelo ao anterior passando por um dos vértices da placa.

1-6.2 Determine o momento de inércia de massa de uma esfera de raio r e massa m, em
relacdo a um eixo que passa pelo centro de massa.

1-6.3 Determine os coeficientes de rigidez axial e de tor¢do da barra conica
esquematizada na Figura 1-6.3 e de propriedades elasticas E e G.

21’2

FIGURA 1-6.3 Barra conica.

1-6.4 Com o principio dos deslocamentos virtuais, determine a reacéo do apoio B da
viga biapoiada da Figura 1-6.4.

LT
Ar

e e “T

FIGURA 1-6.4 Viga hiapoiada.

1-6.5 Uma haste rigida de comprimento 1/2 é suspensa por cabos de massa desprezivel,
de maneira a constituir o péndulo mostrado na Figura 1-6.5. Em caso de pequenas
rotacdes e na condicio de que os cabos estejam sempre tracionados, pedem-se as
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frequéncias naturais para as oscilacdes nos planos xy e yz. Entre essas oscilagdes,
qual é a de maior periodo natural?

v4 w4
FIGURA 1-6.5 Péndulo de comportamento tridimensional.

1-6.6 A Figura 1-6.6 mostra uma viga rigida, de massa m' por unidade de comprimento
e com apoios eldsticos nas extremidades. Obtenha a equag¢do de movimento e a
frequéncia natural do sistema.

kl )

i

(

FIGURA 1-6.6 Viga com molas de torcao e de translacao.

1-6.7 As hastes com restri¢des eldsticas mostradas na Figura 1-6.7 sdo indeformdveis, de
massa m e rotuladas na extremidade inferior, além de ter a massa M concentrada
na extremidade superior. Pedem-se as correspondentes equagdes de movimento em
caso dessas hastes serem soltas de uma inclinacio pequena. Pede-se, também, a
identifica¢@o das correspondentes condicdes de estabilidade e frequéncias naturais.

(a) (b)

FIGURA 1-6.7 Péndulo invertido com restricao elastica.
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1-6.8 Na Figura 1-6.8 estéo esquematizados quatro sistemas mecanicos. Identifique o
nimero de graus de liberdade de modelos para esses sistemas.

Barra de rigidez de flexdo

1 El e massa desprezivel Barra rigida de massa M
i a |
k
k
(a) (b)

Polia de momento de
k inércia de massa [

Hastes rigidas |
de massa desprezivel |

(©) (d)

FIGURA 1-6.8 Sistemas mecanicos.

1-6.9 Um conjunto de doze péndulos de comprimentos desiguais deve ser construido
como ilustra a Figura 1-6.9 e de maneira que, dada uma pequena inclinagéo
inicial para todos os péndulos (na dire¢do transversal ao plano de representacio),
o conjunto passe pela posicdo vertical quando o primeiro péndulo completar
48 ciclos. Pede-se determinar o comprimento dos diversos péndulos, com a condi¢do
de que a diferenca entre o nimero de ciclos de um péndulo para o que lhe é

— Vista AA'

€= 0,345m

FIGURA 1-6.9 Conjunto de doze péndulos simples.
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consecutivo seja um nimero inteiro e que a diferenca de comprimento entre os
péndulos seja a menor possivel. Um protétipo construido em atendimento a essas
condi¢des evidencia interessantes evolugoes.

1-7 QUESTOES PARA REFLEXAQ

1-7.1
1-7.2

1-7.3

1-7.4

1-7.5

1-7.6

1-7.7

1-7.8

1-7.9

O que € vibragdo e o que significa um sistema mecdnico dindmico?

O que distingue uma andlise estdtica de uma andlise dindmica de estrutura? Quais
sdo as forcas envolvidas em cada uma dessas andlises? E qual € a diferenca entre
uma andlise dindmica deterministica e uma andlise dindmica aleatoria?

Por que os modelos matematicos que representam sistemas fisicos t€m limitagdes
de aplicabilidade? Como considerar a questao de simplicidade versus acuricia
desses modelos?

O que € um referencial inercial? Por que, em problemas de engenharia, € usual
utilizar um referencial fixo a Terra como inercial?

Como explicar as leis de Newton que fundamentam a Mecdnica Cldssica? Por que
a primeira e a segunda dessas leis requerem um referencial inercial?

Qual € a diferenca entre as constantes fisicas g e G? Por que, a rigor, o valor de g
diminui com a altura?

Uma pedra e uma pluma sdo soltas a partir do repouso, de uma mesma altura e
em uma camara de vicuo. Por que ambas percorrem a mesma distancia em um
mesmo intervalo de tempo?

Como conceituar inércia, matéria, massa, forca, peso, forca de inércia e trabalho
de uma forca?

Quais sdo as diferencas entre momento de inércia de massa, momento de inércia
polar e momento de uma forca? E quais sdo as correspondentes unidades no SI?

1-7.10 O que é forca de campo? E forca de contato? E forca concentrada?

1-7.11 Qual é a razdo de se conceber forca de inércia? E quais sdo as expressdes dessa

forca nos casos de aceleracdo linear e acelera¢do angular?

1-7.12 Por que o principio da a¢do e reacdo néo se aplica em caso de forca de inércia?

E por que ndo se pode dizer que uma agao equilibra a correspondente reagdo?

1-7.13 Qual ¢ a diferenca entre diagrama de corpo livre na estética e na dindmica? O que

significa equilibrio dindmico?

1-7.14 Como conceituar e exemplificar graus de liberdades? Qual é a diferenca entre

graus de liberdade e coordenadas de especificacdo do dominio geométrico de um
modelo de estrutura? Como exemplificar?
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1-7.15 O que distingue um modelo continuo de um modelo discreto? Qual é a vantagem
de um em relacdo ao outro? E por que a matéria costuma ser idealizada como
continua (em andlise de estruturas) se é formada por particulas elementares com
espacos entre si?

1-7.16 Por que se diz que os corpos elésticos sdo elementos armazenadores de energia?
E como sdo conceituadas as formas de energia potencial gravitacional, potencial
eldstica, cinética e mecdnica’?

1-7.17 O que sdo coeficientes de rigidez axial e rigidez de tor¢do de uma barra? Quais as
unidades desses coeficientes no S.I? E por que esses coeficientes sdo associados a
molas?

1-7.18 O que é modelo estrutural linear? Qual é a vantagem desse tipo de modelo em
relacdo ao ndo linear?

1-7.19 O que é forca conservativa? Por que se diz que as forgas eldsticas e de inércia sdo
conservativas?

1-7.20 O que é um sistema mecdnico conservativo? Por que essa é uma idealizagio
aproximativa ao correspondente sistema real? Como se processa a conversao de
energia em oscilacdo de um sistema mecanico conservativo?

1-7.21 Qual é o requisito para a validade da lei de Hooke?
1-7.22 Em que consiste o principio de d’Alembert? Qual é a vantagem desse principio?

1-7.23 Como explicar o principio dos deslocamentos virtuais? Qual é a vantagem desse
principio? Os deslocamentos virtuais sdo necessariamente infinitesimais? E esses
deslocamentos precisam sempre atender aos vinculos externos a estrutura?

1-7.24 Quais sdo os requisitos para a superposi¢do de resultados de anélises
deterministicas de uma estrutura sob diferentes agdes externas?

1-7.25 O que é frequéncia natural de um sistema mecénico? Qual é a diferenga entre
frequéncia angular e frequéncia ciclica? Quais as unidades em cada caso? E o que
é periodo natural de vibracao?

1-7.26 O que é um péndulo ideal? E como se ajusta um relégio de péndulo?

1-7.27 O que significa isocronismo pendular? Qual é a trajetéria da massa de um péndulo
que tem esse isocronismo?

1-7.28 O que é um péndulo de tor¢do? Quais so as hipdteses que embasam o
comportamento desse péndulo?

1-7.29 Qual € a diferenca entre equilibrio estdvel e equilibrio instdvel de um sistema
mecanico? Por que se diz que a a¢do da gravidade € estabilizadora no péndulo
simples e é destabilizadora no péndulo invertido?

1-7.30 O que é comportamento aeroeldstico? Qual é a importancia da dissipagio de
energia nesse comportamento?



CAPITULO

Oscilador Simples Nao
Amortecido

Vs

0 QUE E UM OSCILADOR SIMPLES?

No capitulo anterior foram estudados varios péndulos de um grau de liberdade sob os-
cilagdes causadas por perturbacdes iniciais, em idealizacdo agora denominada oscilador
simples ndo amortecido em vibragdo livre ou, simplesmente, oscilador harménico. Oscilador
simples € também o que resulta da modelagem de uma estrutura em um grau de liberdade,
quando entdo também se diz modelo ou sistema massa-mola.'

Este capitulo é dedicado ao oscilador simples ndo amortecido ou conservativo. Embora
sempre ocorra dissipacdo de energia, que tende a diminuir as amplitudes das oscilagdes
em fendmeno denominado amortecimento, essa dissipag¢do costuma ser desconsiderada
quando de pequena relevancia. E o que ocorre em andlise de estrutura sob for¢a de impacto,
em que o relevante é o comportamento de curta duracdo, que praticamente independe do
amortecimento. Além disso, o estudo do oscilador ndo amortecido, como desenvolvido neste
capitulo, é fundamental a abordagem do oscilador amortecido, tema do préximo capitulo.

As secdes deste capitulo t€m a seguinte estruturacio:

1-1 Apresentagdo da equagido de movimento do oscilador simples ndo amortecido,
em relagdo a configuracdo original ndo deformada como também em relacdo a
configuragdo de equilibrio estatico.

1-2 Detalhamento da oscilagdo em vibrag@o livre ndo amortecida.

1-3 Determinacéo da soluc@o de vibragdo sob forca harmonica, com a caracteriza¢do do
fator de amplificacdo dindmica, frequéncia ressonante e fenomeno de batimento.

1-4 Concepgio do oscilador simples equivalente, em particular em casos de vigas simples.
1-5 Obtengio de coeficientes de rigidez equivalentes a associa¢des de molas.
1-6 Proposicio de exercicios.

1-7 Oferecimento de questdes para reflexdo.

" A partir deste ponto, o termo sistema passa a ter a conotagio de modelo, a menos que se escreva sistema fisico,
em referéncia ao processo fisico real, ou que se especifique que se trata de um sistema de equagaoes.
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2-1 EQUAGAO DE MOVIMENTO

Considera-se o modelo constituido por uma massa m suspensa por uma mola de trans-
lacdo de coeficiente k e de massa desprezivel, como esquematizado na Figura 2-1.1, sem
mecanismo de dissipag@o de energia, em constituicdo do denominado oscilador simples ndo
amortecido, em vibragdo de translacdo vertical.

Amu(t)
|
o (t)l k uest. + k u(t)
k Ues[ = k ll(t)

mg

J’ fit)

Configuragdo Configuracéo Mola Diagrama de
néo deformada neutra distendida corpo livre

FIGURA 2-1.1 Concepcao de oscilador simples nao amortecido.

Devido ao peso mg, o oscilador tem uma configuracio de equilibrio estatico caracterizada
pela deflexdo estdtica de notagdo u.. Essa é a configuragdo neutra, em que a mola sustenta
a massa com uma forga de baixo para cima expressa por:

mg=Kuy, — Uy =mgk (2-1.1)

Com a aplicagdo a massa de uma forga f(t) de cima para baixo, ocorre um deslocamento
adicional funcdo do tempo, denominado deslocamento dindmico e de notagdo u(t). Logo,
com a suposicdo da forca de inércia mii(t) (em sentido contrario a aceleracio), tem-se o

diagrama de corpo livre mostrado na parte direita da figura anterior e que permite escrever
a equagdo de equilibrio dindmico:

mil(t)+k (uey +u(t)) = mg+1(t) (2-1.2)

Essa equagao simplifica-se para a forma independente da for¢a gravitacional:

[mii(0)+ku() = (1) | (2-13)

que € uma equacdo diferencial de segunda ordem, ndo homogénea, caracteristica de
vibragcdo ndo amortecida forcada. Além disso, como k e m sdo constantes, essa é uma
equacdo linear.

* A partir deste capitulo nio se fara distingiio de representacio entre uma grandeza vetorial e a correspondente
intensidade ou a correspondente lei de definic@o.
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Alternativamente, tem-se, em relacdo a configuragdo ndo deformada, o deslocamento
total:

u'(t) =uegtu(t) (2-1.4)

com o qual se escreve a equaciao de movimento sob a nova forma:

mu'(t) +ku'(t) = mg+£(t) (2-1.5)

A equagdo de movimento em termos do deslocamento dinamico € mais vantajosa, por ser
compacta, além do que, por se considerar comportamento linear, ao resultado dessa equacio
pode ser acrescentado o da acdo da gravidade, para obter o esforgo eldstico total. A solucio
completa dessa equagdo € constituida por uma solugdo particular acrescida da solugdo da
correspondente equacio homogénea, denominada solucdo complementar. Na se¢do seguinte,
determina-se essa tltima e, na Se¢@o 2-3, obtém-se a soluco particular para o importante caso
de forca harmonica. Utiliza-se o termo resposta com o significado da variagdo no tempo de
um parametro que expresse o comportamento do modelo, como deslocamento, velocidade,
aceleracao ou esforco, por exemplo.

2-2 VIBRAGAO LIVRE

Quando a forga externa € nula e o sistema ndo tem amortecimento, diz-se vibragdo livre
ndo amortecida e a equacgao diferencial de movimento expressa na Equacao 2-1.3 sim-
plifica-se para a forma homogénea:

) _ 0+ uce) =
mi()+ku®=0 - [iO+—u®=0 2-2.1)

. ~ ~ .. .~ ] . 3
cuja solucdo nao trivial depende de condicdes iniciais a0 movimento.

A equacdo anterior tem a mesma forma que as equagdes de movimento dos péndulos de
um grau de liberdade estudados no capitulo anterior. Assim, essa equagdo tem as solucdes
reduzidas:

{ u(t)=a, cos(m,t)
u(t)=a, sin(w,t) (2-2.2)

e a solug@o completa:

u(t) =a, cos(m,t)+a, sin(m,t) (2-2.3)

Essa dltima, com as condi¢des iniciais de deslocamento u, e de velocidade v,,, em seme-
lhanca a Equacdo 1-5.15, toma a nova forma:

%
u(t) =u, cos(m,t)+—

sin(,t)
O (2-2.4)

? A solugdo dessa equacio foi apresentada pelo matematico holandés Daniel Bernoulli (1700-1782), em 1739.
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onde se tem a frequéncia natural angular, caracteristica dindmica do oscilador
simples:

0, =,|—
m (2-2.5)

Com essa notacdo de frequéncia, a equacio de movimento em vibragao livre ndo amor-
tecida se escreve sob a nova forma:

i(H+miu(t)=0 (2-2.6)

Logo, em coeréncia com a Equagdo 1-5.9, tem-se o periodo natural de vibragdo:

m
T, =21 |2
n T (2-2.7)

que corresponde a frequéncia ciclica natural:

1 |k

" 2n\'m (2-2.8)

Além disso, com as notagdes (a; = a cosd) e (a, = a sind), escreve-se (a=+/aj +a; )
e (b =arctg(ay/a;)). Com a substitui¢do dessas notagdes na Equacio 2-2.3 obtém-se a solucdo
geral:

u(t)=acos ¢ cos(w,t)+asin ¢ sin(w,t) (2-2.9)

- [u(t)=acos(@,t—9)| (2-2.10)

Essa equacio expressa um movimento harménico simples, em que “a” e ¢ denotam, res-
pectivamente, a amplitude (deslocamento maximo do oscilador) e o dngulo de fase, ambos
.~ e e . 4
dependentes das condi¢des iniciais, u, € V,,.

Comparando as Equagdes 2-2.9 e 2-2.4, identifica-se que:

u, =acos¢
V—"zasin(j)
O (2-2.11)

E a resolucdo desse sistema fornece a amplitude:

a=ul+(v,/0,)

(2-2.12)

* Esse angulo especifica a defasagem da solucio u(t) em relacio a funciio cos(w,t), em caso de v, # 0.
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e o dngulo de fase:

Vo

tgd= - q)=arctg[ Vo J
u,m, u,m, (2-2]3)

A resposta livre ndo amortecida expressa na Equacao 2-2.10 estd representada na parte direita
da Figura 2-2.1. E simples verificar que essa representacio corresponde a projecio de um ponto
P que se move em sentido anti-hordrio sobre uma circunferéncia de raio igual a amplitude de vi-
bracdo e em velocidade angular constante ®,, como indicado na parte esquerda da mesma figura.

u(t)

ga=v,

AV
LT

FIGURA 2-2.1 Vibracao livre de oscilador simples nao amortecido.

\/

=2 o,

Com base na expressao de deslocamento contida na Equacido 2-2.10, tém-se as derivadas:

u(t)=—am, sin(w,t—0)=aw, cos(®w,t—o+m/2) (2-2.14)

ii(t) =—a o cos(,t— ) =a 0, cos(®,t— O+ 1) (2-2.15)

Assim, as equagdes de velocidade e de aceleragio sao harmdnicas simples com a mesma frequén-
cia que a equagao de deslocamento, mas defasadas a frente desta, respectivamente, de ©/2 e de 7.
Essas solucdes estdo representadas na Figura 2-2.2, em caso de (u, # 0) e (v, = 0), em que (b = 0).

u(t)/a )/ (a o),zl ) u/(awmy)

Qo).

+ o, Ty=27/m,

FIGURA 2-2.2 Solugdes normalizadas no caso das condicdes iniciais u, 0 e v, = 0.
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A comparacdo da tltima equacido com a Equacdo 2-2.10 mostra que:

ii(t) =—mzu(t)

(2-2.16)

Isto é, em movimento harmonico simples, a aceleracio € proporcional e de sentido con-
trdrio a oscilacdo. Além disso, tendo-se a expressao da forga eldstica na mola, f.(t) = ku(t),
obtém-se:

f. (t) =—kii(t)/co =-mii(t) (2-2.17)

0 que mostra que os valores extremos dessa forca ocorrem nos instantes de aceleragdes
5
extremas.

Por desconsiderar dissipacdo de energia, a energia mecanica € igual a energia (inicial)
fornecida ao oscilador:

E, =mi(t)*/2+ku(t)’/2=mv>/2+ku2/2 (2-2.18)

e também igual aos valores maximos das energias cinética e de deformacao eléstica linear:

E,, =Ml /2= ki /2 (2-2.19)

A partir da Equagio 2-2.10, tem-se (U, = a) e da Equaciio 2-2.14 obtém-se (U, = 2 0,).
Logo, escreve-se:

Ui, = Oy Uy, (2-2.20)

que substituido na Equacdo 2-2.19 fornece a frequéncia natural expressa na Equacgio 2-2.5

Por outro lado, se o grau de liberdade do oscilador for de rotagdo, o momento restitutivo
eldstico e a inércia sdo considerados através, respectivamente, do coeficiente de mola de
tor¢do, k;, € do momento de inércia de massa em relag@o ao eixo de rotagdo, I,. Logo, sendo
0, e 0,, respectivamente, a rotagdo inicial e a velocidade angular inicial, sdo vélidas as
equagdes anteriores de vibragdo livre ndo amortecida, agora com as seguintes expressoes:

e Equacdo de movimento:

Equagio2-2.1 — |L,6(t)+k0(t)=0 (2-2.21a)
Equacdo2-2.5 —» | o, =k/I, (2-2.21b)

e Frequéncia natural:

e Solugdo geral:

8 sin(®,t) =a cos(®,t— )
, (2-2.21¢)

Equagdo2-24 — |06(t)=6, cos(w,t)+

* Essa é uma importante conclusio quando a excitagdo ocorre por aceleracio da base do sistema.
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e Amplitude:

Equagio2-2.12 — ‘ a=+02+(0, /®,)

(2-2.21d)

e Angulo de fase:

o

o @, (2-2.21e)

Equagdo2-2.13 — | ¢ =arctg

2-3 VIBRAGAO SOB FORGA HARMONICA

Forgas harmonicas sdo expressas em termos de seno ou de cosseno e t€ém grande im-
portancia em Dindmica das Estruturas. Isso porque, ndo sé a¢des externas costumam ser
idealizadas como harmonicas, como também porque forca periddica arbitrdria pode ser
decomposta em série de funcdes harmonicas, e forca aperiddica pode ser decomposta em
distribui¢@o continua de componentes harmonicos. Além disso, forcas harmonicas costumam
ser o resultado de idealizagdes de excitacdes provocadas por rotores com massa excéntrica,
como esta descrito a seguir.

Considera-se uma mdquina rotativa fixada a uma bancada constituida de um anteparo
horizontal rigido, engastado a dois componentes verticais indeformdveis axialmente e
de coeficiente de rigidez de flexdao (k'=12EIl/ ¢ ), como ilustra a Figura 2-3.1.° Assim,
esses componentes podem ser simulados através de duas molas de translac@o e de rigidez
(kK'=12E1/€°) ligadas em paralelo, de maneira que o coeficiente de mola equivalente a ambos
os componentes & igual a (k = 2k’).” Além disso, desconsiderando a massa desses compo-
nentes e designando a massa da maquina e do anteparo horizontal por m, obtém-se, como
idealizacdo do sistema, o oscilador simples representado na parte direita da mesma figura.

@ - ewe [
i : Lor = '
A e ) D k=2k
J —_—

. £ 4 u()
’ i k' L i
- Kz )
6ELA* |
\
mg
Coeficientes de rigidez Idealizacio

FIGURA 2-3.1 Conjunto bancada-maquina idealizado como oscilador simples nao amortecido.

® Coeficiente de rigidez, como foi apresentado no capitulo anterior, é numericamente igual 4 forca que provoca
deslocamento unitdrio em sua prépria direcdo. Generalizagio desse conceito serd apresentada na Sec@o 4-1.

7 Coeficiente de mola equivalente a uma associagio de molas é o tema da Segio 2-5.
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O referido desbalanceamento € representado por uma massa m’ de excentricidade r em
relagdo ao eixo do rotor, que gira com velocidade angular constante ®, como esquematizado
na Figura 2-3.2. Logo, essa massa tem aceleragdo tangencial nula e a acelera¢do normal
(a, = v'/r = ®’r). Em sentido contrdrio a essa aceleragio, supde-se a forca de inércia cen-
trifuga m' w’r, que se projeta na dire¢do do grau de liberdade horizontal u(t), sob a forma:*

f(t) = (m’®’r) cos(wt) =f, cos(mt) (2-3.1)

FIGURA 2-3.2 Massa excéntrica com velocidade angular constante.

Assim, com a considerag@o dessa forga e para o deslocamento horizontal u(t), tem-se o
diagrama de corpo livre mostrado na parte direita da Figura 2-3.1, em que ku(t) € a forca
elastica e mii(t) € a forga de inércia. Logo, escreve-se equagdo de movimento do conjunto
bancada-rotor:

mii(t)+ ku(t) = £, cos(wt) = m’®’r cos(mt) (2-3.2)

Vale notar que a for¢a transmitida ao suporte (dos componentes verticais) € igual a forca
elastica ku(t).

A solugdo geral da equacdo anterior € igual a soluciio da forma homogénea que foi obtida
na se¢do anterior, mais a solucdo particular:

u,(t)=a, cos(mt) (2-3.3)
em que a, € amplitude e o, frequéncia (angular) forcante. Essa é a resposta forgada.
Com a substituicdo da tltima solug¢do na equacio diferencial que lhe antecede, obtém-se:

—ma,®’ cos(mt)+ka, cos(wt)=f, cos(wt) — a,(k—mw’)=f,

que, com a condi¢do de k # mw’, fornece a amplitude:

f, f, 1 f, 1
P 2 - P LTy 2
k-mo~ k I-mo’/k k 1-(o/w,) (2-3.4)

ap=

¥ O conceito de forga centrifuga foi apresentado por Christiaan Huygens, em 1673. O fator m'r que ocorre na
Equacao 2-3.1 pode ser obtido experimentalmente.
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Além disso, com a notagao:

(2:35)

denominada deslocamento pseudoestético e com a notagao:

236

chamada de razdo de frequéncias, escreve-se a amplitude anterior sob a nova forma:

a = Uegt.
A (2-3.7)

na condi¢d@o de r # 1. E assim, a solucdo particular toma a nova forma:

Ut

cos(mt)

u,(t)=
-r (2-3.8)

Logo, a soluc@o completa da equacdo diferencial de movimento é a soma da solucdo
anterior com a solucdio complementar expressa na Equacao 2-2.3, isto é:

u(t)=a, cos(m,t)+a, sin(a)nt)+7cos((ot) (23.9)

uesL
1-—

em que as constantes a; e a, sdo obtidas com base nas condi¢des iniciais, u, € v,, € se
escrevem:

_ Uest.
a;=1u, 1—r2
Vo
a, =
©n (2-3.10)

Em caso de m, > we (v, =0), as solugdes particular e completa anteriores estao ilustradas
na Figura 2-3.3, juntamente com a solucdo de vibragdo livre de condi¢des iniciais (u, = f/k)
e (v, = 0). Observa-se que essa dltima solucdo tem sinal contrdrio e o mesmo periodo que

u ( t) A
Solugdo particular

Solugdo completa
Solucdo de vibragdo livr

Solugéo complementar

Uop

21/ wy

21/ o

FIGURA 2-3.3 Composicao da soluciao completa sob forgca harménica.
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a solugdo complementar, com amplitudes iguais em valores absolutos. Vé-se, também,
que a solug¢@o completa apresenta amplitude maior do que a particular, na duragdo de tempo
adotada na representagio.” Além disso, como se considera conservacio de energia, a soma
da energia cinética mui*(t)/2 com a energia potencial eldstica ku’(t)/2 é igual, em cada ins-
tante, a energia fornecida ao sistema pela for¢a excitadora.

Um conceito muito importante € o fator de amplifica¢do dindmica definido como a razao
entre a amplitude da solugdo particular de deslocamento e o deslocamento pseudoestatico,
que se escreve:

U, I-r (2-3] 1)

Devido a alternancia da oscilacdo, esse fator é considerado em valor absoluto e, como
representado na Figura 2-3.4, cresce indefinidamente a medida que r se aproxima da unidade.
Isto é, a amplitude tende ao infinito a medida que a frequéncia forgante se aproxima da
frequéncia natural."

Fator de amplificacdo dindmica

5

x

0 0.5 L0 L3 2.0

2

Razio de [requéncias 1= w/my,
FIGURA 2-3.4 Fator de amplificacao dinamica versus razao de frequéncias.

Com (@ = m,), a solucdo particular anterior fica indeterminada, diz-se condicdo de res-
sondncia e que ® € a frequéncia ressonante ao sistema.

? Como sempre hé dissipagio de energia em sistema fisico, a solu¢io complementar tende a desaparecer apés
alguns ciclos, quando entdo o sistema passa a oscilar na frequéncia forcante, embora defasada com respeito a
excitagdo.

' Em sistema real, a dissipacio de energia limita o crescimento desproporcional da amplitude, que pode, contudo,
atingir valor intolerdvel pelo sistema.
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Com condigdes iniciais nulas, a solugdo de deslocamento expressa na Equacdo 2-3.9
particulariza-se em:

u(t)= 1]’1"—“2 (cos(mt) —cos(m,t))
-r

(2-3.12)

As duas funcdes harmodnicas dessa solugdo, ao se combinarem, podem ter amplitudes so-
madas e/ou subtraidas uma da outra. Assim, dependendo do afastamento relativo entre ® e ®,,
a amplitude dessa solu¢do aumenta e diminui em forma padrao, como ilustra a Figura 2-3.5
no caso de (u.y. = 0,0075), (®, = 9,6rad/s) e (r = 1,087), onde também estdo representadas
envoltérias. E o chamado fendmeno de batimento, que serd novamente abordado na Segio 4-3.

I
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FIGURA 2-3.5 Representacao de batimento.

2-4 OSCILADOR SIMPLES EQUIVALENTE

Foi argumentado que a constru¢do de um modelo matematico que simule o comporta-
mento de um sistema fisico sempre guarda aproximacdes a realidade. Isto é, a solug@o encon-
trada com o modelo apenas expressa comportamento aproximado aquele sistema. Também
foi informado que, embora, com os atuais computadores e métodos de andlise, possam ser
utilizados sofisticados modelos discretos para uma acurada determinag¢do do comportamento
de praticamente qualquer estrutura, modelos simples sdo tuteis em estimativa preliminar
desse comportamento.'' Resultados desses modelos orientam a construgio de outros mais
elaborados, se isso se mostrar necessario, e sfo Uteis no balizamento da interpretagdo e
checagem dos resultados destes tltimos."

"' A Segio 9-8 trata da crescente eficiéncia computacional.

"> Em andlise estdtica utiliza-se usualmente elevado niimero de graus de liberdade para obter os esforcos internos de
forma acurada. Em andlise dindmica, pode-se adotar a mesma discretizagdo, contudo, dado ao maior volume
de calculo e as incertezas ao serem estabelecidos o amortecimento, a massa e as acdes externas, justifica-se a
adoc¢@o de modelo com menos graus de liberdade do que no caso anterior. Em estruturas civis, parte da massa
correspondente a carga acidental (que se deve a massa ndo estrutural) precisa ser incorporada ao modelo, o que
por si € uma aproximacao de calculo.



52

CAPITULO 2 Oscilador Simples N&o Amortecido ELSEVIER

Entre os modelos simples adotados em Dindmica das Estruturas, o mais elementar é
o de um grau de liberdade. Nesse modelo, a massa e a rigidez sdo consideradas de forma
pontual, diferentemente das estruturas reais em que essas propriedades sdo distribuidas ao
longo de seus diversos componentes estruturais. Assim, € usual, na idealizacdo desse modelo,
estabelecer um coeficiente de mola e uma massa, equivalentes a outro modelo mais elaborado
e mais proximo a estrutura real. Ou seja, identificar o coeficiente de mola e a massa de um
oscilador simples que tenha movimento andlogo ao do ponto mais significativo desse outro
modelo, em constitui¢io do denominado oscilador simples equivalente. Isso, para que a
frequéncia desse oscilador sirva como estimativa da primeira frequéncia natural do modelo
mais elaborado e/ou o deslocamento maximo desse oscilador (sob uma determinada ac¢io
dinamica) possa ser transferido a esse modelo, para se obter em andlise estatica, uma es-
timativa de seus esforcos internos maximos."

Coeficiente de mola equivalente ja foi adotado no tratamento da agdo do rotor desbalan-
ceado da se¢@o anterior, quando entdo se utilizou a nogdo de que um coeficiente de rigidez
¢ numericamente igual a for¢a (ou a0 momento) que provoca deslocamento unitario (ou
rotacdo unitaria) na direcéo da referida for¢a (ou momento). Assim, para qualquer modelo de
estrutura, desde que se determine o deslocamento u (ou a rotagdo 6) em um ponto e dire¢do
de aplicagdo de determinada for¢a f (ou momento t), como ilustra a Figura 2-4.1, tem-se o
coeficiente de rigidez equivalente:

u

FIGURA 2-4.1 Mola de translacao equivalente a um pértico plano.

@-4.1)
Kyeq =t/0 (2-4.2)

Dessa forma, o calculo do coeficiente de mola equivalente é simples e ndo adiciona
aproximacao as ja consideradas no estabelecimento do modelo de estrutura original. J4 a
determinag@o de massa equivalente sempre acarreta aproximagao de calculo.

ou:

3 . < . . - ~ . .

" Posteriormente ficara esclarecido que um sistema de n graus de liberdade tem n frequéncias naturais e n modos
naturais de vibracdo, e que o oscilador simples equivalente ¢ vdlido em caso do primeiro modo de vibracéo ter
preponderancia na resposta dindmica.
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A seguir, sio determinadas as massas equivalentes através do método de Rayleigh,"
que se baseia no principio da conservagdo de energia mecéanica e no arbitrio de uma apro-
ximacdo a configuragdo do sistema. Posteriormente, em casos de frequéncias naturais
conhecidas, essas massas serdo obtidas com base nessas frequéncias e nos coeficientes de
mola equivalentes.

2-4.1 Viga em balanco

Considera-se uma viga em balango de comprimento ¢ e massa m’ por unidade de com-
primento, sob uma forca f aplicada na extremidade livre, como mostrado na parte esquerda
da Figura 2-4.2 em que a configuracdo deformada esta representada em tracejado, com escala
de deslocamentos exagerada relativamente ao referido comprimento.

f
- k
3 = pA eq
I S g, =
---:'w.:‘\._ U, =
< ,;l x=4€ u(t) Meq
vy !
£ k.= 3E1/£3

o = 1! PIAN

FIGURA 2-4.2 Oscilador simples equivalente a viga em balanco.

De acordo com a teoria cldssica de viga, tem-se a expressdo da deflexdo estatica do eixo
geométrico da viga:"”

uzL(%x2 —x3)
6EI (2-4.3)

onde I ¢ o momento de inércia da se¢do transversal em relacio ao eixo de flexdo e EI é
o médulo de rigidez a flexdo.

Logo, obtém-se:

A 3EI
vy o, =— e f = e u‘ng
x=¢ " 3E1 ¢ (2-4.4)
= |keq= 3—]?
¢ (2-4.5)

" John William Strutt (1842-1919), o matemdtico e fisico inglés Lord Rayleigh, apresentou esse método no
primeiro volume da obra The Theory of Sound, em 1877.

" Esse resultado é obtido por integracdo da equagio diferencial da linha el4stica, (d’u/dx* = — M/EI), com as
condicdes de contorno de deslocamento nulo e rota¢do nula no engaste.
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Além disso, com a forca expressa na Equacdo 2-4.4 substituida na que lhe precede,
obtém-se a nova expressdo de deflexdo:

Yt
u=— (3(1)(2 —x3)
(2-4.6)
Com a suposicao de que a velocidade tenha lei andloga, escreve-se:
U,
1:12—3(3[)(2 —X3)
20 (2-4.7)
Chega-se, assim, a seguinte estimativa de energia cinética:
. 2
W '
E. =l J.z(m'ﬁz)dle Ilm' |x;€ (3€x2 —x3) dx — E, =mﬁ|2x=,
270 2% | 2 280 2.4.8)

Finalmente, com a imposi¢do de que um oscilador simples tenha a velocidade 1.,
obtém-se:

Bme, 1,
—u\x=t = _mequ\x=t -

280 2

33

me, = m'Y 2-4.9
1140 ( )

Com essa massa e arigidez equivalente expressa na Equacio 2-4.5, obtém-se a frequéncia
natural de vibragio por flexdo da viga em balanco:'

k. 3EI 140 El
o, = L= [——— - | ®,=3,5675 = (2-4.10)
m,, £ 33m'¢ m'/

2-4.2 Viga hiapoiada
No caso de uma viga biapoiada de comprimento ¢, massa m’ por unidade de comprimento

e sob uma forga f aplicada na se¢do média, como mostra a parte esquerda da Figura 2-4.3, a
teoria cldssica de viga fornece, para 0 < x < ¢/2, a expressdo de deslocamento transversal:

f

Y X
L5 o ‘_H_)E_:_:;ggc;;:-z- -~ - E Mg y Uand

2 e
| keq =48 EI /€3

Meq = 17 m'¢/35
FIGURA 2-4.3 Oscilador simples equivalente a viga biapoiada.

fx

u= (362 —4x2)
48EI (2-4.11)
Logo, obtém-se:
A 4 L, p_48EI
[x=tr2 = 48EI - e [x=t/2 (2-4.12)

'8 Esse resultado supera 1,46% o obtido com a teoria cldssica de viga de férmula apresentada na Tabela 2-4.1.
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_ 48El

eq — 7

- |k

(2-4.13)
Com a substitui¢do da forca expressa na Equacdo 2-4.12 na equacdo que lhe precede,
chega-se a seguinte expressdo de deslocamento:

Ux=tr2 , » 3
== (3rx=4x) (2-4.14)
E com a suposi¢@o de que a velocidade tenha lei andloga a essa expressio, escreve-se:
e
u= 'e;’z (3¢x—4x’) (2-4.15)

Assim, chega-se a estimativa de energia cinética:

. 2
on on O
Ec=2~%JO (m'ﬁz)dX=f0 m'(}—3m(3€2x—4x3)J dx
> E. :%‘ﬂlm (2-4.16)

_ Finalmente, com a imposi¢do de que um oscilador simples equivalente tenha a velocidade

u|x:l/2 , obtém-se a massa equivalente:

17m'¢ o o o w2 Tm

70 MR T ek “T 35 (2-4.17)

Logo, com essa massa e a rigidez equivalente expressa na Equacdo 2-4.13, obtém-se a
frequéncia natural de vibracdo por flexdo da viga biapoiada:'’

k
o, = Koo [B8EL 35 f 90410 | L
me, £ 17m'/l m'/ (2-4.18)

2-4.3 Outros casos de vigas

A teoria cldssica de viga fornece expressdes de frequéncias naturais de vibracdo por
~ . . . 1
flexdio de diversas vigas simples, como as apresentadas na Tabela 2-4.1."

Tabela 2-4.1 Frequéncias naturais fundamentais de flexao de viga
Lt Frequéncia ©n=ayEl/(m'¢*)
a
m’ EI
] 3,5160
e i
m’ EI 7
AN o
1 m" EI 15,418
. &
1 m" EI [ 22,373
1 |

"7 Esse resultado de frequéncia supera em 0,72% o obtido com a teoria cldssica de viga.
"® Essas frequéncias foram obtidas a partir da equagdo diferencial de vibracdo lateral de viga desenvolvida por
Euler e sdo encontradas em Volterra & Zachmanoglou, 1965, se¢do 4.5B.

I
55
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Tendo-se a frequéncia natural de um modelo de estrutura e o coeficiente de mola equiva-
lente k.q, € sabendo-se que a frequéncia natural do oscilador simples € igual a raiz quadrada
da razdo desse coeficiente pela massa, obtém-se a massa equivalente:

Meq = k_c;

w;, (2-4.19)

Essa ultima equacdo ¢ util quando o desenvolvimento com base na equivaléncia de
energia cinética entre o modelo original e o oscilador simples se mostra muito elaborado ou
impraticdvel. Por exemplo, para a equivaléncia de uma viga biengastada a um oscilador que
simule a vibracdo transversal do ponto central da viga, tem-se, da teoria cldssica de viga,
que uma forga estdtica unitdria transversal aplicada nesse ponto provoca o deslocamento
192EI/¢°, que é o coeficiente de mola equivalente. Logo, com esse coeficiente e a frequéncia

natural da referida viga, a Equacdo 2-4.19 fornece:

192EI m'¢*
Mg =—3 2
¢ 22,373%El

mg, =0,38358m'¢

(2-4.20)

Ainda em aplicacgdo da referida expressao, no caso de uma viga engastada-apoiada, tem-se
que uma forga estatica unitaria aplicada transversalmente no ponto central da viga provoca o
deslocamento 109,71EI/¢’. Esse deslocamento é numericamente igual ao coeficiente de mola
equivalente, que, com a frequéncia natural da referida viga, fornece:

m,, =0,46152m'¢

Os coeficientes de mola e de massa obtidos anteriormente estdo reproduzidos na
Tabela 2-4.2, juntamente com os resultados determinados nas Subsecdes 2-4.1 e 2-4.2.

109,71EI  m'¢*
= -
¢ 15,418%El

eq

(2-4.21)

Tabela 2-4.2 Parametros de osciladores simples equivalentes
Keq Meq
1
| @; 3 H 33 me
i 4 L u 03
140
Ju 48 El .
i -'_'mcq- . e 17m'¢
|l
A g T o = 35
1 ] ,
1 Mt n 768 El 0,46152 m'¢
| Led 7y -
Yu 7¢
E meq : 192 0,46152 m'¢
Z3
u

Anteriormente foi desenvolvida equivaléncia entre a distribuicdo continua de massa de
algumas vigas e a massa de osciladores simples. A seguir, procura-se estimar a frequéncia
natural de uma viga em flexdo que tenha um conjunto de massas discretas. Pode ser, por
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exemplo, a viga em balango mostrada na Figura 2-4.4, que tem I massas concentradas e na
qual u; é a deflex@o estatica sob o ponto de atuagdo da i-ésima massa.

" J'ul(t)
g Mg

""""""" (e,

FIGURA 2-4.4 Viga em bhalangco com I massas concentradas.

Sem considerar a massa da viga, por simplicidade, t&€m-se a energia potencial eldstica
maxima e a energia cinética maxima, respectivamente, sob as formas:

Eperma. = g(myuy +---myu; +---myuy )/ 2 (2-4.22a)
Ee/mar. = (myaf +---m0f +---myug ) /2 (2-4.22b)

E semelhantemente a Equacdo 2-2.20, considera-se que as massas tenham movimentos
harmonicos sincronizados, de maneira que:

U = 0, (2-4.23)
emque (i=1,...I).

Logo, tendo-se em conta que (Epe/max. = Eomax), Obtém-se a seguinte estimativa de fre-
quéncia natural de vibracéo:

(2-4.24)

Assim, para um modelo de estrutura com uma ou mais massas concentradas, arbi-
trando-se a configuracdo de vibrac@o como sendo a deflex@o estdtica que se obtém com
o peso das massas, tém-se os deslocamentos u; que substituidos na equagao anterior
fornece ,.

EXEMPLO 2-4.1

Para verificar a férmula anterior, considera-se novamente a viga em balango representada na
Figura 2-4.2, em que se arbitrou lei de velocidade anéloga a expressao da deflexdo estatica e se
obteve a massa equivalente de 33m'¢/140.

Com o posicionamento dessa massa na referida extremidade, tem-se o deslocamento:

3 1o 4
:mquf N 8:11mgf
3EI 140EI

Logo, com base na Equacao 2-4.24 obtém-se a frequéncia natural:

§
gmeqzng S wp= [OEL G 35675 [EL
m,,0 o 11m'¢ m'¢

Este foi o resultado obtido na Subsegdo 2-4.1.
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Um reservatério semiesférico para agua é suportado por uma coluna vazada como esquematizado na
parte esquerda da Figura E2-4.2. A estrutura é em concreto de médulo de elasticidade de 27GPa
e massa especifica de 2.700 kg/m®. Em idealizacdo como oscilador simples, determina-se o periodo
fundamental de vibragdo de flexdo para os casos do reservatério cheio e do reservatério vazio.

’LO_,IS m

u(t)
—
Meq
Keq u(t)
— Kk > Mg —
€q (0] (9]

20,0m

FIGURA E2-4.2 Reservatorio idealizado como oscilador simples.

Massa do concreto da parte semiesférica do reservatério:
My :4—1t(rc3 —rﬁ)pmm :4—n(5,33 —5,03)2,7~103 =135,02-10°kg
6 6

Massa do concreto da tampa da parte semiesférica:

My = TIC€ Pogner, =7 5,37 -0,15-2,7-10° =35,740-10" kg

Massadaagua:

Mygya :%nspégua :4?7]:53 . 103 :261,8 103 kg

Area da secdo transversal da coluna:
Acoluna :E(dz _d?):£(2,62 _2,12):1,8457 I’l’]2
4 4

Massa por unidade de comprimento da coluna:
M fotuna = A cotuna Peoner. = 1,8457-2700 =4983,4 kg/m
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Massa equivalente a coluna (Equacao 2-4.9):
Meg coluna = 33Meonna €/ 140=33-4983,4-20/140=23,493- 10°kg
Momento de inércia principal da sec&o transversal da coluna:
1= (d!-df)=—(2.6' ~2,1')=1,2885 m"*
64 64
Coeficiente de rigidez equivalente a coluna (Equacéo 2-4.5):
_3EI _ 3-2,7-10"-1,2885
Kyg=— =
¢ 20
Massa equivalente ao reservatorio cheio:
mcheio = mesf + mlampa +m'£\}=ua +meq coluna

Moo = (135,02+35,74+261,8+23,493)10° =456,05- 10’ kg

=130,46-10°N/m

Massa equivalente ao reservatério vazio:
Myyio = Mepeio — Miguy = (456,05-261 ,8)10° =194,25-10°kg

Periodo natural de vibragao do reservatério cheio:

3
Toio = 2, [T 456,05 ]05 Topeio = 1,175s
130,46-10

Periodo natural de vibragéo do reservatério vazio:

3
T, =2m (Mo _op (19425100 g g 7676
k., 130,46-10°

Na idealizacd@o simplista anterior ndo foi considerada a excentricidade do centro de massa da
parte semiesférica em relagao a extremidade superior da coluna e nem a inércia rotacional dessa
parte. Em consideragcéo conservativa da referida excentricidade, acrescentou-se dois tergos do raio
da parte semiesférica ao comprimento elastico da coluna, o que conduziu a periodos naturais 27%
maiores do que os anteriormente encontrados.

EXEMPLO 2-4.3

Uma massa M cai, sem ricochetear, de uma altura h no meio de uma viga biapoiada de vao ¢, médulo
de rigidez a flexdo El e massa m’ por unidade de comprimento, como ilustra a parte esquerda da
Figura E2-4.3. Determina-se a frequéncia de vibracéo e a deflexdo méxima da viga, ap6s o impacto
e a partir de sua configuragao ndo deformada.

Configuragdo ndo deformada

M

Configuracio defo rmada sob o peso da viga

Configuragéio neutra

uyy L JMHmeq

=

Keq

Configuragio
neutra

FIGURA E2-4.3 Viga hiapoiada sob o impacto da massa M.
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A massa M atinge a viga na configuragao deformada de peso préprio, com velocidade v obtida
igualando-se a sua energia cinética no instante do impacto a energia potencial gravitacional da
massa na altura h, em relacéo a essa configuragdo:

Mv*/2 =Mgh — v=./2gh

Com a consideragao de que a referida massa fique aderida a massa equivalente da viga
(Meq = 17m’¢/35) a partir do instante do impacto, obtém-se a velocidade inicial v, com base na
igualdade de quantidade de movimento neste instante:

M,/2gh 35M,/2gh
Mv=M+mg)v, = V,= g = g
M+17m'/35 35M+17m"

Além disso, idealiza-se o sistema fisico como um oscilador simples de massa M agrupada a
massa equivalente da viga, e de coeficiente de rigidez expresso na Equacdo 2-4.13, keq = 48El/E.
Logo, tem-se a frequéncia natural:

Keq 48El/¢’ 1680EI
0= |— 2 O=|——"—— > | 0= |5
M+m,, M+17m'¢/35 ¢ (35M+17m'¢)

Considera-se, como instante inicial, o instante em que a massa atinge a viga em sua configuragdo
de peso proprio. E sendo a amplitude de vibragdo medida a partir da configuragao neutra em que
atua o peso préprio da viga e da massa M, tem-se o deslocamento inicial:

M Mge®
u‘,:——g - u,=- &

Keq 48EI

Assim, a deflexao maxima (medida a partir da configuragdo nao deformada) é a soma da parcela
devida ao peso préprio da viga (obtida com a teoria classica de viga), com a parcela devida ao peso
Mg e a amplitude expressa na Equacdo 2-2.12, isto é:

[ 4 3
Upngy. =5m gt +Mgé +\/u§+(v0/con)2
384E1  48EI

_5m'ge4+Mge3+\/[_Mge3 j:[ 35M,/2gh ]2 ¢ (35M+17m'¢)

- Upnix

" 384EI  48EI 48EI 35M+17m'¢ 1680 EI

2-5 ASSOCIAGOES DE MOLAS

Com o conceito de coeficiente de rigidez, barras sdo idealizadas como molas e, por vezes,
conjuntos de barras podem ser modelados como associacdes de molas, para as quais sao
determinados coeficientes de mola equivalentes. Essas associagdes sdo aqui consideradas
em paralelo, em série e em disposicoes inclinadas. A mola equivalente € ttil em idealizacdo
de um oscilador simples equivalente.

Trata-se de associagcdo em paralelo quando os deslocamentos das molas sdo iguais
entre si e diz-se associagcdo em série quando os deslocamentos se somam. E o coeficiente
de mola equivalente a uma associacdo de molas pode ser obtido diretamente impondo-se
que o deslocamento na mola equivalente seja igual ao deslocamento da associacdo ou, de
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forma indireta, impondo-se que a associagdo e a mola equivalente tenham a mesma energia
potencial elastica. Esses procedimentos estdo exemplificados a seguir.

EXEMPLO 2-5.1

Determina-se o coeficiente de rigidez equivalente a associacdo de molas mostrada na parte es-
querda da Figura E2-5.1, em que as barras horizontais sdo indeformaveis e as molas tém apenas
deslocamentos na diregdo vertical, que a dire¢ao da forca externa.

= k12
“123:‘112+‘131

f‘l 23

Associagiio original Primeira equivaléncia Equivaléncia final

FIGURA E2-5.1 Associacao de molas e correspondentes equivaléncias.

Inicialmente busca-se a equivaléncia as molas de coeficientes k; e ko ligadas em paralelo, que
sob a aplicagdo de uma forga f1, tém o deslocamento u;, indicado na parte intermediaria da mesma
figura. Logo, para que a correspondente mola equivalente tenha esse deslocamento, esta deve ter
o coeficiente (ky» = k; + ko). E, em generalizagdo a associagdo de n molas em paralelas, escreve-se
o coeficiente da mola equivalente:

Keg =Z;ki

Com a equivaléncia anterior, recai-se nas molas de coeficiente k;, e ks ligadas em série, que sob
aplicagdo de uma forca f;,3 tém a intensidade de deslocamento (u;»3 = U, + U3) indicada na parte
direita da referida figura, cujas parcelas sao (uj, = f123 / ki) € (Us = fio3/ k3).

Logo, deve-se ter:

fio3 fis T3 | i3 1 1
——=Up=uptuy; — —=—+——=fl —+—

K23 ‘ ks ki ks ki, kj
1 k;+k k, +k,)k
BLEES kN :( 1 Hko)k;
ks kip-k; k; +k, +k;

Assim, em generalizagdo ao caso de n molas em série, tem-se o coeficiente equivalente:
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Finalmente, a mola equivalente a associagdo em paralelo das molas de coeficientes kj,3 €
ks, que é a mola equivalente final, tem, de acordo com a primeira conclusado deste exemplo, o
coeficiente:

_ (k; +ky)k; n

K=k tke = ke =100
1 2 3

EXEMPLO 2-5.2

Idem para a associagdo com molas inclinadas mostrada na parte esquerda da Figura E2-5.2.

S
b3
03a sk, keg
%X —>
<
U2l AW
f f

FIGURA E2-5.2 Associacao com molas inclinadas e correspondente mola equivalente.

A um deslocamento u, do ponto de aplicagao da forga f corresponde o deslocamento u; na diregédo
das molas inclinadas e, com a condigdo de que os deslocamentos sejam pequenos, considera-se
(Uz = ujcos a).

Logo, para determinar a mola equivalente basta impor que esta tenha, quando da aplicagao da
forca, o deslocamento u,, o que pode ser feito através da seguinte igualdade de energia potencial
elastica:

1

E,.=2-—kul+
2

2
Low=le v o5 g, =2k

- . +k
2 2 LY :

P

Finalmente, como (u, = u;cosa), obtém-se o coeficiente de mola equivalente:

=Lk2

k. 5
cos o

q

EXEMPLO 2-5.3
Idem para a associacdo de molas da parte esquerda da Figura E2-5.3.

Inicialmente, com base na solugao do exemplo anterior e com as notacdes da parte intermediéria
da figura anterior, escreve-se o coeficiente de rigidez equivalente as duas molas inclinadas mos-
tradas: (k;; = 2ki/cos’a).

Logo, como esquematizado na parte direita da mesma figura, recai-se na associagdo de molas
em série que, de acordo com o Exemplo 2-5.1, tem o coeficiente de rigidez equivalente:
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= kn; k11 = ke

ug uiiz]

uj 121

Associacio original Primeira equivaléncia Equivaléncia final

FIGURA E2-5.3 Associacao com molas inclinadas e correspondentes equivaléncias.

1 cos’or 1 _ 2k, k,
2Kk, +k, cos> o

EXEMPLO 2-5.4

Uma haste rigida de massa m pode pivotar em torno de sua extremidade superior e é conectada
transversalmente a trés molas de translacao, como mostra a parte esquerda da Figura E2-5.4.
Em caso de pequenas oscilagdes, determinam-se o coeficiente de rigidez equivalente para
uma mola de translagé@o conectada a extremidade inferior da haste e o coeficiente de rigidez
equivalente para uma mola de tor¢do ligada a sua extremidade superior, como indicado na
mesma figura. Com esse Ultimo coeficiente, escrevem-se a equacao de equilibrio dinamico e
a frequéncia natural.

TS
ko
6 teqv
’83 =)
£ mg
0(t
T u
O

feq=kequ  teg=keq 0

FIGURA E2-5.4 Péndulo conectado a trés molas horizontais e duas equivaléncias.
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Para determinar a equivaléncia no caso da mola de translagdo ligada a extremidade inferior da
haste, escreve-se a equivaléncia de momento nulo em relagdo ao ponto de sustentagdo da haste:

3

3
f6=f6 — kqul=Y kg

€q
i=1 i=1

Logo, a partir das duas ultimas equagdes, obtém-se o coeficiente de mola equivalente:

3 ¢ 2
= | k=2 K (7)

i=1

¢t
¢

3
kqut=Y k;
i=1

Ja no caso da mola de torcdo, escreve-se a seguinte equivaléncia de momento de forga:

3
ta =266 — Ko 0=D kui

i=1 i=l1

Além disso, da segunda das equagdes deste exemplo tem-se (u; = ¢6).
Assim, dessas duas Ultimas equagdes, obtém-se o coeficiente de rigidez equivalente:

3 El
ka0=D k620 — | k=2 k¢
i=1

i=1

Semelhantemente ao desenvolvido na Segdo 1-5.5 e com a simplificagao de pequenas rotagoes,
escreve-se a equagao de equilibrio dindmico:

2
?426+keq9+mg§sin9=0 - mj 9+(keq+m7g€j6=0

Essa Ultima equacdo tem a mesma forma que a expressa na Equacdo 2-2.21a que, por conve-
niéncia, se repete: 1,0(t)+k0(t)=0 . Logo, tem-se a frequéncia natural angular:

o, = Keq +mgé/2
mé*/3

As contribuigées mais relevantes deste capitulo séo a caracterizacdo da frequéncia natural e do
periodo natural do oscilador simples, a resolu¢@o da equacdo de movimento forcado desse oscilador
nao amortecido e a apresentacao dos conceitos de amplificagao dindmica e frequéncia ressonante.
Esses conceitos serdo estendidos ao oscilador amortecido no préximo capitulo. Além disso, cabe res-
saltar a importancia do conceito de oscilador simples equivalente, Gtil em analise preliminar de ampla
variedade de sistemas estruturais.

2-6 EXERCICIOS PROPOSTOS

2-6.1  Que alteragio deve ser feita a massa de um oscilador simples para que a
frequéncia natural se reduza em um terco?
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2-6.2

Apés o desligamento do cabo que sustenta a massa na extremidade da viga
esquematizada na Figura 2-6.2a obteve-se a oscilacdo dessa extremidade como
representado na Figura 2-6.2b. Com o uso de uma escala, determine o periodo
natural. Determine, também, a frequéncia natural e a massa da viga.

£f=6m

i

100kg [ |

FIGURA 2-6.2a Viga em balanco.

u(t) m 0.08
0,06
0,04
0,02

ANEA

L

[\
\

\ /

[\
\

\ ]

Y 7

~0.04 / /
-0,06 \/ \ N/ \/ \/ \V
0.085 1 2 3 4 6 8s

FIGURA 2-6.2b Registro de vibracao livre.

2-6.3 Em um oscilador simples como o representado na Figura 2-1.1, o deslocamento
estatico € igual a 0,05 m. Determine a correspondente frequéncia natural
ciclica.

2-6.4 A viga biapoiada representada na Figura 2-6.4 é de madeira de médulo de

elasticidade igual a 10 GPa e densidade de 700kg/m’. Pede-se o oscilador
simples equivalente correspondente ao deslocamento transversal da se¢do
média, a frequéncia natural angular, o periodo natural e o histérico da vibragao

Secdo transversal

1‘5 cm

X

s II—

i

FIGURA 2-6.4 Viga biapoiada.

\

25¢cm

9m
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2-6.5

livre devida as condigdes iniciais (u, = 0,03 m) e (v, = 0,5m/s) e na duracéo do
primeiro segundo.

As vigas representadas na Figura 2-6.5 sdo de concreto, com 25x40cm’ de segio
reta, (E = 21 GPa) e (y = 25kN/m’). Em idealizacdes de osciladores simples,
determine as frequéncias naturais em rad/s e em hertz, assim como os periodos
naturais. Calcule os percentuais das diferencas dessas frequéncias em relacio

a resultados da feoria cldssica de viga cujas férmulas estdo apresentadas na
Tabela 2-4.1.

I@ . =

6m ; 10m

(a) (b)

FIGURA 2-6.5 Vigas em balanco e viga hiapoiada.

2-6.6

A Figura 2-6.6 mostra uma viga biapoiada com um balanco em cuja extremidade
ha uma massa concentrada. Desconsiderando a massa da viga, determine a
correspondente frequéncia natural.

LI
& & I

f] €2

FIGURA 2-6.6 Viga hiapoiada com balanco.

2-6.7

Determine as frequéncias naturais dos sistemas representados na Figura 2-6.7.

Polia de massa

2k desprezivel e
° sem atrito Barra de rigidez El e
| massa desprezivel

:

(a) (b)

FIGURA 2-6.7 Sistemas mecanicos com molas.
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2-6.8 Na Figura 2-6.8 estdo representadas trés vigas de comprimento ¢, massa m’
por unidade de comprimento, médulo de flexdo EI e com massas e molas
concentradas como mostrado. Para idealiza¢des simplistas com o grau de
liberdade indicado e considerando que sejam validas as massas equivalentes
expressas nas Equacdes 2-4.9 e 2-4.17, pede-se determinar os correspondentes
periodos naturais de vibracio.

€n2
(a) (b) (c)
FIGURA 2-6.8 Vigas com apoios elasticos.

2-6.9 A Figura 2-6.9 mostra um cilindro que pode se deslocar por rotagéo, sem
deslizamento sobre uma superficie horizontal, com o seu eixo ligado a um
anteparo vertical através de uma mola. Para o caso de pequenas rotagdes, pede-se
a equacdo de movimento em termos do deslocamento indicado e a frequéncia
natural do sistema.

u(t)

k

FIGURA 2-6.9 Sistema mecanico com mola e rolete.

2-6.10 A viga representada na Figura 2-6.10 tem massa m’ por unidade de comprimento
e é considerada rigida. Para o caso de pequenas rota¢des, obtenha a equagdo de
movimento e a frequéncia natural do sistema.

\

t, cos (wt)
m l

s ké o

a

FIGURA 2-6.10 Viga com um apoio elastico.

I
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2-6.11 Considere que o péndulo de tor¢io que foi representado na Figura 1-5.7 tenha
eixo e disco de mesma massa especifica p. Com a suposi¢do de que a velocidade
angular ao longo desse eixo seja de lei andloga a do angulo de tor¢do sob torque
aplicado estaticamente na extremidade inferior, determine a frequéncia natural.

2-6.12 Idem quanto a tor¢do do sistema constituido por um disco rigido fixado a um eixo
biengastado e de mddulo de elasticidade transversal G, como mostra a Figura 2-6.12.
e

0(t)

12r 2R

6 5 6

FIGURA 2-6.12 Eixo biengastado sob torgao.

2-6.13 Um equipamento rotativo de 100kg foi montado no centro de uma base de quatro
molas em paralelo de (k = 10°N/m) por mola. Em operacio desse equipamento
com 360 rotagdes por minuto, foi medida a amplitude de oscilacdo vertical de
2mm. Qual é a amplitude da for¢a harmonica de excitagdo?

2-6.14 Determine os coeficientes de rigidez equivalentes as associagdes de molas
mostradas na Figura 2-6.14, em que as barras horizontais sdo indeformaveis e a
barra da terceira associacdo sofre rotagdo pequena.

ky
k
kitgpaBags® ki ’
—
f
(b)

(c)

FIGURA 2-6.14 Associacdes de molas.

2-6.15 Determine a frequéncia natural do sistema representado na Figura 2-6.15.

u(t)
—_—
k k ’
2k 2k
k m
@] [ ]

FIGURA 2-6.15 Sistema de um grau de liberdade.
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2-6.16 Determine um novo didmetro interno para a coluna vazada do reservatério
semiesférico esquematizado na figura do Exemplo 2-4.2, de forma que o periodo
natural de vibragdo do reservatério cheio seja 1,1s.

2-7 QUESTOES PARA REFLEXAQ

2-7.1 O que é um oscilador simples ndo amortecido? Como exemplificar essa
idealizacdo a partir de um sistema fisico?

2-7.2  Por que o trabalho realizado por uma forca eléstica (linear), como também por
uma forga de inércia, é nulo em um ciclo de oscilagdo livre?

2-7.3  Qual é a diferenga entre vibracdo livre e vibracdo forcada? Harménica e ndo
harménica? Amortecida e ndo amortecida?

2-7.4  Por que estudar vibragdo ndo amortecida se os sistemas reais sdo amortecidos?
2-1.5 O que é frequéncia natural de um sistema mecanico?

2-7.6  Por que ndo se costuma introduzir a deflexdo estdtica na equagdo de movimento
de oscilador simples? Como se altera a correspondente frequéncia natural? Essa
frequéncia depende de condicdes iniciais?

2-7.7 O que significam amplitude e dngulo de fase, em vibrag@o livre ndo amortecida?
E por que as solucdes de deslocamento, de velocidade e de acelerag@o sdo
defasadas entre si?

2-7.8 O que é forca harmonica? Por que esse tipo de for¢a é importante em Dindmica
das Estruturas?

2-7.9 Como considerar em analise dinAmica de estrutura o desbalanceamento de uma
maquina rotativa fixada a estrutura?

2-7.10 O que é forca centrifuga? Essa forca é real? Por qué?

2-7.11 O que é fator de amplificacdo dindmica em vibragdo livre ndo amortecida? E
ressondncia? Por que e como evitar a ocorréncia desse fendmeno?

2-7.12 O que é um oscilador simples equivalente? Qual é a utilidade desse oscilador?
Como calcular o coeficiente de mola equivalente em casos simples? E a massa
equivalente?

2-7.13 Por que a deflexdo estdtica de um sistema linear ndo tem efeito no coeficiente de
mola equivalente desse sistema?

2-7.14 Qual é a diferenga entre associagdo de molas em série e associacdo de molas em
paralelo? Como determinar os respectivos coeficientes de mola equivalente?



CAPITULO

Oscilador Simples
Amortecido

POR QUE E COMO E DESENVOLVIDO 0 ESTUDO DO OSCILADOR
SIMPLES AMORTECIDO?

No capitulo anterior foi estudado o oscilador simples ndo amortecido em que a vi-
bracdo persiste depois de cessada a acao externa, por ser um sistema conservativo. Essa é
uma idealiza¢@o simplista, uma vez que em vibracdo de estrutura sempre hd dissipacdo de
energia, cujo fendmeno é denominado amortecimento. Esse fendmeno € complexo, envolve
geracdo (devido ao atrito interno ao material, nos aparelhos de apoio e nas ligagdes entre
0s componentes estruturais) e irradiacdo de calor, como também depende da interacao
com o meio circundante, da presenca humana na estrutura, de materiais ndo estruturais e
de eventuais dispositivos fixados a estrutura com a finalidade precipua de dissipar energia.
Com a incorporagédo desse fendmeno ao modelo massa-mola, este passa a ser um sistema
nao conservativo chamado de oscilador simples amortecido.

Quanto a determinacao da resposta dindmica de uma estrutura, esta pode ser no dominio
do tempo ou no dominio da frequéncia. Em andlise no primeiro dominio, a varidvel temporal
€ mantida no decorrer de toda a andlise e, no segundo dominio, essa varidvel é substituida
pela frequéncia em parte da andlise. Os métodos de analise no dominio do tempo sdo mais
intuitivos e simples, principalmente em caso do denominado amortecimento viscoso. Ja a
andlise através do dominio da frequéncia é mais elaborada, e a resposta da estrutura sé se
torna aparente ao final, em obtengido completa da solu¢io, como serd mostrado no Capitulo 7.
Entretanto, essa andlise tem importancia devido ao elegante e compacto formalismo em
algebra complexa, e a adaptabilidade ao trato de propriedades do sistema na forma complexa,
como € o caso do chamado amortecimento estrutural.

O propésito deste capitulo € detalhar a andlise no dominio do tempo do oscilador simples
de amortecimento viscoso, o que € de grande importancia ao desenvolvimento da andlise de
sistema com mais de um grau de liberdade e em prética de engenharia. Para isso, as se¢des
do presente capitulo estéio estruturadas com os seguintes objetivos especificos:

71
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3-1 Fornecer esclarecimentos iniciais quanto as a¢des externas deterministicas
e a idealizacgdo da dissipacgdo de energia.

3-2 Apresentar a equacgéo de movimento do oscilador simples de amortecimento viscoso
em vibragdo forcada.

3-3 Tratar a vibracéo livre, em caracterizac¢do dos osciladores simples criticamente
amortecidos, superamortecidos e subamortecidos viscosos. Além disso, determinar
a resposta de vibracao livre do oscilador subamortecido, com apresentacao
do importante conceito de razdo de amortecimento.

3-4 Obter, em notacdo trigonométrica, a resposta do oscilador simples subamortecido
viscoso sob for¢ca harmdnica, com apresentacdo dos conceitos de respostas em
regime transiente e permanente, fator de amplificacdo dindmica e dngulo de fase.

3-5 Descrever os principais ensaios dinAmicos de mensuragio do amortecimento viscoso
em sistemas fisicos, a saber: os métodos do decremento logaritmico, da meia amplitude
e da meia poténcia. Além disso, fornecer valores usuais do amortecimento viscoso.

3-6 Apresentar, em notacéo trigonométrica, a série de Fourier de fungio periddica
e obter a resposta permanente de oscilador simples subamortecido viscoso a uma
forca periddica.

3-7 Desenvolver procedimentos incrementais de determinacéo da resposta do oscilador
simples subamortecido viscoso sob forga aperiddica. Isso com a Integral de Duhamel,
em resolucdo por segmentos lineares da acdo externa e com os seguintes métodos de
integracdo: diferenga finita central, Newmark de aceleragdo média e Wilson 6. Esses
métodos sdo detalhados para os comportamentos lineares e nao lineares.

3-8 Tratar o controle de transmissdo de vibragdes do oscilador simples para a sua base,
como também dessa base para o oscilador.

3-9 Sugerir exercicios para resolucéo.

3-10 Propor questdes para reflexéo.

Acrescenta-se que este capitulo é fundamental a andlise de modelos de multigraus de
liberdade, em especial ao desenvolvimento do método de superposicdo modal e dos métodos
de integracdo numérica direta de sistemas de equacgdes de movimento, todos integrantes do
Capitulo 6. E também essencial 2 andlise sismica de estruturas desenvolvida no Capitulo 8.

3-1 ESCLARECIMENTOS INICIAIS

As agoes deterministicas foram definidas como tendo magnitudes, posicdes, direcdes
e/ou sentidos funcdes do tempo conhecidas, e as acdes aleatorias, como tratadas de forma
probabilistica. Embora as acdes atuantes nas estruturas costumem ser aleatérias, € usual es-
timar agdes deterministicas correlatas as aleatérias, por ser mais simples uma andlise dindmica
deterministica. E essa andlise requer a resolugdo das equagdes de movimento de um modelo
de estrutura, que no caso do oscilador simples amortecido tem a forma conceitual:

£ (0 +£, (D) + £, () = (0)] (3-1.1)

onde fi,(t), f,(t) e f.(t) sdo, respectivamente, as forcas de inércia, amortecimento ¢ (res-
titutiva) eldstica, todas internas ao sistema, e f(t) é a for¢a externa que expressa a a¢do
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dindmica. As forgas de inércia e elastica foram esclarecidas e utilizadas nos capitulos
anteriores. Seguidamente sdo apresentadas informacdes quanto a forca externa dindmica e
a forgca de amortecimento.

3-1.1 Forcas externas

A equagdo de movimento do oscilador simples é diferencial de segunda ordem e, como
tal, apresenta dificuldade de resolug@o analitica em caso de forcas externas deterministicas
irregulares. Além do que, essas forcas costumam oferecer dificuldade de defini¢do, a menos
que sejam especificadas em c6digos normativos de projeto ou em catdlogos de equipamentos.
Para simplificar a questao, tais forcas sao classificadas, e t¢ém métodos de determinagdo de
resposta estrutural para cada um de seus tipos.

As forcas externas podem ser periddicas ou aperiddicas. Contudo, de forma mais deta-
lhada, essas forcas sdo classificadas em harmonicas, periodicas (arbitrdrias), impulsivas e
aperiddicas (arbitrdrias), como ilustra a Figura 3-1.1.

4 forga 4 forca

AWAWAWAWS NVANVAR

0

Harmonica Periodica arbitrara

forga forga

Impulsiva Aperiddica arbitraria

FIGURA 3-1.1 Forgas dinamicas.

As forcas harmonicas sao expressas por cosseno ou por seno, com ou sem angulo de fase.
As periddicas, que incluem as harmdnicas como caso particular, atuam indefinidamente e t€ém
configuracdes que se repetem em iguais espacamentos de tempo, chamados de periodo. As
forcas impulsivas t€m a caracteristica de ser de grande intensidade e de curta duragdo (como
de fracdo de segundo) e as aperiddicas (arbitrdrias) sdo as que variam de forma arbitraria
no tempo, sem ser de curta duracao.

' O termo agdo dindmica é mais abrangente do que forca dindmica, porque inclui a prescricio de movimento
de base ou suporte de estrutura (como em caso de sismo), movimento este que pode ter substituido por forca
dindmica equivalente.

I
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O esquema a seguir apresenta as principais fontes de forcas externas em estruturas.

peso proprio

Estaticas ~ -
acOes com variagdo lenta

harmonicas {mdquinas rotativas desbalanceadas

indugdo humana através de caminhar, ginastica aerdbica e danca
periddicas arbitrdrias|{ motores alternados
maquinas que produzem trepidacdo

maquinas de impacto,como de forjamento, estamparia e compacta¢io

Dindmicasy impulsivas{ falha abripta de componente ou de apoio de estrutura
explosdes

N . . ~ s 2
vento (as vezes, idealizado como ac¢do periddica)

aperidicas arbitrariasy ondas do mar
terremotos

trafico de veiculos rodoviarios e ferroviarios

3-1.2 Amortecimento

Dissipacdo de energia ocorre em todo sistema mecanico oscilatério, com o consequente
decaimento de vibragdo livre ou atenuagdo dos picos de deslocamento em vibragdo forgada.
Essa dissipacdo € util quando a vibragao € indesejdvel, e é mais relevante quando a estrutura
oscila préxima a ressonancia.

O conjunto dos mecanismos dessa dissipag@o € genericamente chamado de amortecimen-
to, suas causas sao complexas e associadas as caracteristicas da estrutura, ao meio circundante
~ . N 3 .3
e aos elementos ndo estruturais agregados a mesma, como esquematizado a seguir:

. fendmeno de histerese em material
interno
a . . entre componentes da estrutura
estrutura |movimentos de superficies de contato .
entre estrutura e aparelhos de apoio

~ . |paredes, divisdrias, forros e revestimentos
componentes nao estruturaisy’ . .
moveis e usudrios

Amortecimento

externo

a C oA . . L. Jar
estrutura |resisténcia ao movimento em meio fluidico {égua

dispositivos especificos de dissipacdo de energia

* Em edificacdes esbeltas, a a¢do do vento em sua propria direcdo costuma ser idealizada em uma parcela
correspondente ao valor médio, tratada de forma estdtica, e uma parcela flutuante devida as golfadas do vento,
com a suposic¢do de validade do principio da superposi¢do dos esforcos. A norma ABNT NBR-6123 (1988),
Forgas Devidas ao Vento em Edificagdes, sugere desconsiderar a parcela flutuante do vento em edificacdes de
periodo fundamental igual ou inferior a um segundo, quando entdo a a¢do do vento ¢ tratada como forga estdtica.

? A caracterizagio de amortecimento iniciou-se com o fisico francés Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806),
em 1784.
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Assim, a dissipag@o de energia é o resultado de diversas causas, depende da estrutura,
do meio circundante e das amplitudes das oscilagdes. Além disso, pode ndo ser uniforme
em toda a estrutura, ter interacdo com o apoio e depender da velocidade do vento e da forma
da estrutura, quando entio pode até ter efeito negativo, isto é, de intensificacdo da vibrag@o.

Para estabelecimento de uma lei para o referido fendmeno, a forma mais consistente
seria através da quantificagcdo da energia dissipada entre dois instantes. Contudo, como isso
se limitaria a um tipo especifico de oscilacio e de uma causa, € pratico e usual idealizar esse
fendmeno através de forga que se opde a0 movimento. E a chamada forca de amortecimento,
concebida em forma conveniente de ser utilizada em fun¢do de um pardmetro simples de
ser medido.

As idealizacdes de dissipagao de energia mais utilizadas em andalise dinAmica das estrutu-
ras sdo: o amortecimento viscoso (linear), o amortecimento de Coulomb e o amortecimento
estrutural, todos descritos brevemente a seguir.

O amortecimento viscoso em estrutura tem expressdo semelhante a do fendmeno de
oposi¢do ao movimento lento de corpos imersos em fluido, quando entio essa oposi¢do é
. . . . . . 4 . 5
considerada como proporcional a velocidade relativa entre corpo e fluido.” Assim, escreve-se:”

f, () =cu(t) (3-1.2)

onde c € o coeficiente de amortecimento viscoso de unidade N-s/m.

O amortecimento de Coulomb é o de atrito entre duas superficies secas ou de lubrificagdo
insuficientes, que se deslocam entre si. Ocorre em interfaces entre elementos estruturais e de
componentes niio estruturais, assim como em aparelhos de apoio.” A correspondente forca
¢ paralela a essas superficies e expressa por:

f, (t) = (sinal da velocidade) uN (3-1.3)

onde w é o coeficiente de atrito cinemdtico (adimensional) e N, a forca compressiva
normal as referidas superficies.

Ja o amortecimento estrutural, também denominado histerético ou solido, é a idealizagdo
da dissipagdo de energia em materiais durante comportamento eldstico, em interagdo mole-
cular de plastificacdo microscépica que provoca curvas tensdo-deformacio de carregamento
e de descarregamento nio coincidentes. ' Assim, nio inclui a plastificacdo macroscépica de
material que deve ser considerada em anélise de estrutura com a concepgao de comportamento

* O amortecimento viscoso em fluido foi sugerido por Newton. Em estrutura, trata-se de um amortecimento
mecanicamente equivalente, uma vez que nao € possivel expressar o coeficiente de amortecimento viscoso em
termos de propriedades da estrutura.

* De forma semelhante, concebe-se a forca de amortecimento para o caso de movimento de rotacio.

% O amortecimento de Coulomb costuma ser utilizado em dispositivos de dissipacio de energia em estruturas
sismorresistentes.

O termo amortecimento estrutural é, por vezes, utilizado inadequadamente na literatura, em referéncia a todas
as causas de dissipacdo de energia em estrutura e nao especificadamente com o significado de dissipagio de
energia internamente ao material.
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ndo linear. A correspondente forga € idealizada como proporcional a forca elastica e em fase
com a velocidade, que se escreve sob a forma complexa:

f, (0 = inku(t) (3-1.4)

onde m é o coeficiente de amortecimento estrutural (adimensional).”

O modelo de amortecimento viscoso € o mais utilizado em pratica da engenharia, pelo
fato de conduzir a equacgdes de movimento de resolucdes relativamente simples e de fornecer
resultados satisfatérios em grande parte das aplicacdes. Medi¢des de amortecimento cos-
tumam incluir diversas das citadas causas de dissipac@o de energia e ser expressas em termos
de um amortecimento viscoso equivalente. Além do que, na Se¢a@o 3-5.5, serdo desenvolvidas
equivaléncias do amortecimento de Coulomb e do amortecimento estrutural ao modelo vis-
c0so, tema este que também serd tratado na Subsecao 7-3.1.2.

Na construg@o de um modelo estrutural, o coeficiente de amortecimento € a propriedade
que apresenta maior incerteza. Diferentemente da mensurag@o de rigidez e de inércia, um
valor desse coeficiente ndo é obtido com base na geometria e nas propriedades dos materiais,
e sim, determinado experimentalmente. Contudo, como na pratica raramente esse coeficiente
pode ser medido (porque a estrutura ainda esta em projeto ou porque nio ha disponibilidade
financeira para isso), é usual adotar valores disponibilizados na literatura e em c6digos nor-
mativos de projeto, como os apresentados na Secio 3-5.4 para o caso viscoso. Isso, na forma
de razdo de amortecimento, que se relaciona com uma condi¢do critica de amortecimento,
como apresentado na se¢@o que se segue.

3-2 EQUAGAO DE MOVIMENTO COM AMORTECIMENTO VISCOSO

A equacaio diferencial de movimento do oscilador simples amortecido difere da equagdo
do ndo amortecido apenas pela introdugdo da forca de amortecimento. Contudo, para conso-
lidar a compreensdo dessa equagao, faz-se o raciocinio completo com base na Figura 3-2.1,

£ 4 k
mii(t) + ¢ i | & [ ft)
s +K (uestt u(t))
. lut:sl.
u(t) u(t)
: ku(t)
f(t) + m «— mii
) ety | = — )
S
Configuragio neutra Diagrama de corpo livre Idealizacio

FIGURA 3-2.1 Viga em bhalanco idealizada como oscilador simples amortecido.

¥ Parece estranho que uma grandeza real, como é o caso de forga, seja expressa como varidvel complexa. Contudo,
na Subsecdo 7-3.1.2 ficara esclarecido que essa expressao € adequada a andlise no dominio da frequéncia, que
fornece resultados reais de oscilagdo.
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que apresenta a idealiza¢do de uma viga em balanco de amortecimento viscoso. Nesta, k € o
coeficiente de rigidez de flexdo da viga suposta de massa desprezivel, m ¢ uma massa em sua
extremidade livre, ¢ é o coeficiente de amortecimento viscoso, Uy € 0 deslocamento estdtico
devido ao peso mg, f(t) é a forca excitadora e u(t), o deslocamento dindmico.’

Com as forgas de amortecimento cu(t), de inércia mii(t) e eldstica total k(. + u(t)), assim
como com o peso mg e a forga externa f(t), tem-se o diagrama de corpo livre representado na
parte intermedidria da figura anterior. Logo, esse diagrama fornece a equagio de equilibrio:

mii(t)+ci1(t)+k(um‘+u(t)) =f(t)+mg (3-2.1)

Como (u., = mg/k), obtém-se, apds o cancelamento dos fatores comuns nos dois mem-
bros da equacdo anterior, a equacio de movimento:

mii(t) + cu(t) + ku(t) = f(t) (3-2.2)

em que o deslocamento u(t) € medido em relagcdo a configuracdo neutra. Essa equacao
pode também ser obtida da idealizac@o de oscilador simples representada na parte direita
da figura anterior.

A resposta de um oscilador tem como base a determinagdo da solu¢do de deslocamento,
a partir da qual sdo obtidas as solu¢des de velocidade e de aceleracdo, e consequentemente
permite a determinagdo das forcas eldsticas, de amortecimento e de aceleracdo.

A solucdo completa da equagdo anterior € constituida por uma solucdo particular mais
a solucdo da correspondente equacdo homogénea, denominada solucdo complementar.
Essa ultima serd determinada na préxima secdo, e a particular serd trabalhada em se¢des
subsequentes, inicialmente em forma analitica e posteriormente em procedimento numérico.

3-3 VIBRAGAO LIVRE

No caso do oscilador simples amortecido em vibracdo (de translagdo) livre, a equagao
de movimento particulariza-se para a forma homogénea:

mii(t)+cu(t)+ ku(t) =0 (3-3.1)

Essa equagdo admite a solucao:
u(t) = be™ (3-3.2)
denominada resposta livre amortecida, em que b e p sao constantes a serem determinadas.

Logo, com a substitui¢ao dessa solug@o na equagao anterior e o cancelamento dos fatores
comuns, obtém-se a equacio caracteristica (mp” + cp + k = 0) de solucdes:

c [ C )2 k
Pio=——=% )| — | ——
2m 2m m (3-3.3)

® Na idealizacio do oscilador, a mola é considerada sem massa, e o elemento de dissipacdo de energia é re-
presentado por um cilindro com cabega de pistao.
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Essas solugdes conduzem a seguinte forma de solucdo da equacdo diferencial:
u(t)=b,eP!" +b,eP! (3-3.4)

em que b, e b, sdo constantes reais de integracao.

Quanto as solucdes da equacio caracteristica, dependendo das propriedades do oscilador,
pode-se ter um dos trés seguintes casos:

1. O radicando na Equagdo 3-3.3 é nulo, diz-se amortecimento critico e tem-se:

2
(LJ =£ - | c=Cqi. =2Vkm
2m) m (3-3.5)

Esse € o valor limite do coeficiente de amortecimento viscoso, que converte um
estado oscilatério em nio oscilatério, o que raramente ocorre em sistema mecanico.
O correspondente movimento € néo oscilatério, com o deslocamento tendendo
assintoticamente a zero. No caso, o sistema é dito criticamente amortecido e tem
importancia na presente analise dindmica como referéncia na definicdo de valores
de amortecimento.

2. O radicando é maior que zero, diz-se amortecimento supercritico e tem-se:

€ > Cait. (3-3.6)
Com esse amortecimento, também ndo ha oscilacdo, e o sistema retorna a
configurag@o neutra em mais tempo do que com o amortecimento critico. Diz-se,
entdo, que o oscilador € superamortecido.
3. O radicando na Equagfo 3-3.3 é menor que zero, diz-se amortecimento subcritico
€ tem-se:

0O<c<ce (3-3.7)

No caso, o sistema oscila e retorna gradualmente a posi¢cao neutra, em movimento ndao
periddico e em caracterizacdo do denominado oscilador subamortecido.

Os trés citados comportamentos estdo representados na Figura 3-3.1, na condi¢do de
velocidade inicial nula, em que T, denota o periodo amortecido, que é o espacamento de

u(t)/u, &

-1+

FIGURA 3-3.1 Movimentos livres com os amortecimentos: supercritico, critico e subcritico.
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tempo entre dois valores maximos da resposta de deslocamento em vibragdo subamor-
tecida.

Em caso de amortecimento subcritico, as solugdes da equacdo caracteristica sdo os
nimeros complexos conjugados:

c k ¢ Y
=——di,——|—
P12 2m m (Zm)

(3-3.8)
Logo, com a substituic@o dessas solu¢des na Equacdo 3-3.4, obtém-se a solu¢do de des-
locamento:

(-5 +iwg)t (- =S~ —ima)t
u(t)=be 2m T 2m

bse (3-3.9)

onde:

2
w, = E_(ZL) - 0, =0, /1-E
m

m (3-3.10)

Esse resultado é a denominada frequéncia natural amortecida'’, em que se adota o
parametro:

§=—
Cari (3-3.11)

~ ~ . 2 . . 11
chamado de razdo, fator ou fragdo de amortecimento, que € uma grandeza adimensional.

Essa razdo costuma ser especificada em porcentagem e tem também as seguintes expres-
soes:

C

" 2mo, (3-3.12)

g=re o |

Com a solugio expressa na Equacdo 3-3.9 e com a equacio de Euler, e™ = cosx + i sin x,
chega-se a solu¢@o de deslocamento sob a forma:

—ct/(2m) (

u(t)y=e a, cos(m,t)+a, sin(w,t)) (3-3.13)

Além disso, com a Equacdo 3-3.12 obtém-se:

C
< =to,
2m (3-3.14)

' O amortecimento reduz a frequéncia e, consequentemente, aumenta o periodo, comparativamente com o
caso do oscilador ndo amortecido. Assim, a frequéncia natural amortecida é apenas uma grandeza conceitual,
ndo observavel.

'" A vantagem da razdo de amortecimento é dar uma indicagio do decaimento da oscilacdo. Na Figura 3-3.1,
as representagdes do movimento supercritico e do movimento subcritico foram obtidas com (§=2) e (§=0,05),
respectivamente.

I
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que permite escrever a solu¢do de deslocamento anterior sob a nova forma:

u(t):e_&Dnt (a, cos(m,t)+a, sin(w,t)) (3-3.15)

Dessa expressao, obtém-se a solugdo de velocidade:
oy —Eont .
u(t) =—Ew,u(t)+e (2,0, sin(®,t)+a,m, cos(w,t)) (3-3.16)

Além disso, com as condic¢des iniciais u, € v,, a solu¢cdo expressa na Equagdo 3-3.15
toma a forma:

u(t)= e_ém“t (uo cos(mat)+m sin(mat)]
‘ (3-3.17)
Esta solucio pode também ser escrita como:'”
u(t) =ae ot cos(a, t— ) (3.3.18)
em que se tem a amplitude:
2
a= |u? +(u0§w“ +V, ]
@ (3-3.19)
e o angulo de fase:
o= arctg u,Em, +v,
o (3-3.20)

A solucdo de deslocamento anterior e as correspondentes derivada primeira e derivada
segunda estdo representadas na Figura 3-3.2, em formas normalizadas. Observa-se que essa
solugio e suas derivadas sdo defasadas, decaem exponencialmente com o fator ae = e que
os picos de oscilagdo ocorrem em iguais espacamentos de tempo de expressao:

2 2 T,
=" 5 T=—r

@, To1-8 1€ (3-321)

E o periodo amortecido que corresponde a frequéncia amortecida (o, = 21/T,)."”

"2 Vé-se que essa solugdo ndo é harmdnica e que, com (§=0), recai na solugio de vibragdo expressa na Equacio
2-2.4, que € harmdnica simples. No caso de amortecimento critico, que é o desejavel em dispositivo de fecha-
mento de porta, obtém-se a solugdo (u(t) =€ “n'(u, + (v, + 0,u,)t)). Além disso, com amortecimento supercritico,
que é o utilizado em suspensio de veiculos automotores, chega-se 2 solugo (u(t) =e “n'(u,cosh(w*t) + sinh(w*t)

(E@yu,+Vo)/0%)), em que (0% =m,(E-1)").

" Como a solugio nio é periédica, trata-se de um pseudoperiodo.
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u(t)/a a0 (a2)

a(t)/(awy)

acEonl g

T, =2n oy
I e
FIGURA 3-3.2 Solucdes normalizadas em caso de condicdes iniciais u, # 0 e v, # 0.

Pelo fato de as usuais razoes de amortecimento de estruturas terem valores muito redu-

zidos, a frequéncia amortecida € apenas um pouco menor do que a frequéncia natural, como
evidencia a Figura 3-3.3.

o, 1,002 o,

Oy

0,998 o,

0,996 o,

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1¢&

FIGURA 3-3.3 Frequéncia angular amortecida versus razao de amortecimento.

Mesmo pequenos amortecimentos tém influéncia relevante em vibragio livre de longa
duragdo. Para exemplificar essa influéncia, particulariza-se a solugdo de deslocamento ex-
pressa na Equagao 3-3.17 as condigdes iniciais (u, # 0) e (v, = 0), obtendo-se:

_m cos[zmll—gzt] £ ,[21:,/1-&2 t]

ut)=u,e ™ + sin
T, \/1 —E T,

(3-3.22)
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A Figura 3-3.4 mostra as representagdes graficas dessa solug@o nos casos de (§=0,01)
em linha continua, (§=0,03) em linha pontilhada e (§=0,05) em linha tracejada. Observa-se
rapido decréscimo da oscilagdo ao longo do tempo.

£=001 £=003 &=005

VLAY

0 2 4 6 8 10 t/T,

u(t)/u,

(=]

-1

FIGURA 3-3.4 Vibracoes livres com as condicoes iniciais (u,#0) e (v,=0).

3-4 VIBRAGAO SOB FORGA HARMONICA

No capitulo anterior foi ressaltada a importancia da for¢a harmonica, que € utilizada, a
. “ o, . . ~ . . . 4
seguir, em inicio do estudo de vibragdo forgada do oscilador simples subamortecido.'* Para
isso, considera-se a equacdo de movimento com a notagao:

|mii(t) + cu(t) + ku(t) = £, cos(wt) | (3-4.1)

onde f, é amplitude e w é frequéncia angular, ambas da acdo externa. Essa frequéncia
corresponde ao periodo (T = 2m/m).

Pode-se resolver a equacio anterior em forma trigonométrica, como detalhado a seguir,
e também em forma exponencial complexa, como serd apresentado na Subsec¢do 7-3.1.

3-4.1 Solugcao em notacao trigonomeétrica
A equagdo diferencial de movimento anterior tem a solug@o particular:

u,(t)=a, cos(wt—09) (3-4.2)

Nesta solug@o a, denota a amplitude de oscilagdo e 9, angulo de fase em relagio a ag@o.
p
Isto €, o Angulo que expressa o “atraso” da resposta do oscilador simples em relago a forca
harmonica excitadora, o que implica que essa resposta e essa forca ndo atinjam valores
extremos nos mesmos instantes.

Com a substituicdo dessa solucdo na equagido de movimento, obtém-se:

" Uma forga harmonica é facil de ser gerada em ensaio dindmico e utilizada em determinacio de amortecimento,
como apresentado na Subse¢@o 3-5.3. No presente desenvolvimento, deu-se preferéncia a fung@o cosseno, para
uniformidade com a andlise no dominio da frequéncia, que sera tratada na Subsecao 7-3.1.
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—-m a.po)2 cos(wt—0)—ca,wsin(®t—¢)+ka, cos(wt—0) =1, cos(wt)
—  —ma,»’ cos(®wt)cosh—ma,n’ sin(mt)sind—ca,sin(®t)cosd
+ca,mcos(wt)sing+ka, cos(wt)cosd+ka, sin(wt)sin¢ =f, cos(wt)

a, ((1(—rn(1)2)cosq)+c(;)sinq))zf0

a, ((k—rnu)z)sin(p—cwcos(])):o

A resolugdo desse sistema fornece o angulo de fase:

co 26w/ o,
0 =arctg > — ¢=arctg———
k—mo I-(o/w,) (3-4.3)

e a amplitude:

f,
a =
! \/(k—m(x)2)2+(c0))2

f, 1

e a, = ? >
J(1-©/0,7) +Cto/o,)

(3-4.4)

Além disso, para reescrever a solucao particular de deslocamento anterior com esses
resultados intermedidrios, adota-se a notacdo de razdo de frequéncias:

(3-4.5)
e o deslocamento pseudoestatico:
(3-4.6)

Assim, com a substituicdo dessas nota¢des na Equacio 3-4.4, obtém-se a nova expressao
de amplitude:

Uegt,
\’(l—rz)z +(2r§)2 (3_47)

e com a subsequente substituicdo na Equagdo 3-4.2, chega-se a solucdo particular sob
a nova forma:

u
= cos (®t—0)

JaA=r’)* +2r&)’ (3-4.8)

onde se tem a expressdo de angulo de fase:

u, ()=

0= arctgzLé2

1-r (3-4.9)

Logo, com a adig@o da solugdo anterior a solucdo complementar expressa na Equagdo
3-3.15, chega-se a solugdo completa de deslocamento do oscilador simples subamortecido
sob forg¢a harmonica:

Ugg
== cos(®wt—@)

Ja-1*)*+(2ré)* (3-4.10)

u(t)= e_&"mnt (a; cos(m,t)+a, sin(w,t))+
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que tem a solugdo de velocidade como derivada primeira:

u(t) = —Em,e ™" (a, cos(®,t) +a, sin(o,t))+ e~ (—a,0, sin(w,t) + a,o, cos(m,t))

Uy @ .
- sin(wt—0)

JA=17) +(2rE)’ G3-411)

Com base no deslocamento inicial u, e na velocidade inicial v,, sdo obtidas as constantes
que ocorrem nas solucdes anteriores:

Ugg COS
=l
JA-1*)>+(2r&)?
1 uest.w 2
a, =—| VvV, +a,§0, ———————=—=51n
o, s Ja—2y +(2re)y &
(3-4.12)

A solucdo de deslocamento expressa anteriormente ndo € harmonica simples. Nessa
solugdo, a parcela complementar decai rapidamente com o tempo, devido ao fator exponencial
e =", E na duracdo em que atua significativamente, diz-se que ocorre a resposta transiente.
Ja a solugdo particular, que é a segunda parcela da solugdo expressa na Equacdo 3-4.10,
ndo decai e é harmonica com a mesma frequéncia que a forca excitadora, embora defasada.
Assim, a solugdo particular é praticamente a que constitui a chamada resposta em regime
permanente, sendo, pois, a mais importante. Nesse regime, a energia fornecida ao sistema
pela forca excitadora € igual a energia dissipada.

Identifica-se que, nesse regime, a amplitude da oscilacao depende da razdo de amorteci-
mento, da razdo de frequéncias, da rigidez do sistema e da amplitude da for¢a excitadora. E
a resposta ndo amortecida pode ser obtida das expressdes anteriores com (£=0).

A Figura 3-4.1 ilustra as duas descritas parcelas, em caso de condicdes iniciais nulas. Vé-se
que apds o total decaimento da solu¢do complementar representada em tracejado, a solucao

Solugio Solucdo Solugio
u(t) particular  complementar completa

AWAWAWE

Regime transiente Regime permanente

FIGURA 3-4.1 Composicao da solugao completa sob forgca harmdnica no caso de u,=0 e v,=0.
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completa é constituida pela solucdo particular representada em linha pontilhada. E pelo fato
de a forca cossenoidal ser aplicada subitamente em (t = 0), essa solu¢io ndo comega com valor
nulo. O atendimento das condigdes iniciais nulas € garantido pela solu¢do complementar que
se inicia com deslocamento negativo, igual em médulo ao valor inicial da solucio particular."

De forma anédloga ao desenvolvimento anterior, no caso da forca (f(t) = f,sin(wt)) tem-se

a solu¢do completa de deslocamento:

u .
st sin(wt—¢)

Ja—ry e} (3-4.13)

em que b; e b, sdo constantes a serem determinadas com as condi¢des iniciais a0 mo-
vimento.

u(t)= e_gm“t (b, cos(®,t)+b, sin(o,t))+

A medida que a frequéncia forcante tende para a frequéncia natural, o 4ngulo de fase se
aproxima de 90°. Em caso de coincidéncia dessas frequéncias e condi¢Ges iniciais nulas, a
solu¢do completa de deslocamento expressa na Equag@o 3-4.10 particulariza-se na chamada
solugdo ressonante:'®

_ in(y1-&*w,t
o |_ -gont SMVIZS 00) ‘t’z ) 4 sin(@,0)

2%k Vi-& (3-4.14)

A Figura 3-4.2 mostra essa solucio em parametrizacdo ao deslocamento pseudoestético
e com a razdo de amortecimento de 0,03. Verifica-se que os picos da oscilagdo normalizada
u(t)k/f, convergem para 1/(2&) e t€m as envoltdrias mostradas em linha pontilhada na figura.
Assim, em caso de ndo amortecimento, essas envoltorias tendem ao infinito.

u(t)=

" B G 5

0 5 10 15 20 t/T,

FIGURA 3-4.2 Resposta ressonante no caso de ((=0,03).

' Embora, no caso da for¢a harmdnica, o deslocamento méximo da solucdo completa ocorra no regime transiente,
esse maximo ndo € relevante porque, em sistemas fisicos reais, as forcas harmonicas aumentam gradualmente
até permanecer com suas caracterizagdes de operacao.

' Sera mostrado na proxima subsecdo que, de fato, em sistemas fracamente amortecidos, a ressonancia ocorre
no caso de a frequéncia forgante ser muito proxima da frequéncia natural, e ndo exatamente igual.
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Ainda com condicdes iniciais nulas, a Figura 3-4.3 seguinte mostra que, com osciladores
de diferentes amortecimentos, as respostas de deslocamento sdo em fase. Essa figura evidencia
também que a dissipagdo de energia pode ser desconsiderada em resposta de curta durag@o.

FIGURA 3-4.3 Respostas ressonantes com diversas razoes de amortecimento.

3-4.2 Fator de amplificacao dinamica

O fator de amplificacdo dindmica de deslocamento (A4 = ay/u.), que foi definido para o
oscilador ndo amortecido na Equagao 2-3.11, toma, em caso amortecido, a forma:

1

Ja—ry +@rey (3-4.15)

Esse fator expressa quantas vezes a amplitude da oscilacdo em regime permanente ¢ maior
ou menor do que o deslocamento do oscilador sob a agdo estatica de f,,. Trata-se de um fator
adimensional, funcdo da razdo de frequéncias e da razdo de amortecimento, com o qual a
resposta de deslocamento em regime permanente toma a forma mais compacta:

Ag=

U(t) = Uey Ag cOS(@t— ) (3-4.16)

A Figura 3-4.4 mostra representacdes desse fator versus razao de frequéncias, com
diversos valores de amortecimento, denominadas funcoes de resposta em frequéncia. Ja a
Figura 3-4.5 representa o angulo de fase versus razao de frequéncias, também com diferentes
razdes de amortecimento. Tanto esse fator como esse dngulo podem ser utilizados em deter-
minagdo experimental de frequéncia natural, desde que se possa variar a frequéncia forcante.

Dessas duas tltimas figuras, conclui-se que, quanto a vibrag@o sob for¢a harmonica:

1. Em oscilador fracamente amortecido, o valor de pico da resposta de deslocamento em
regime permanente ocorre com:

2 2
a4 =0 - 82& +24r(r 2 21)3/2 =0 = = VI_ZE-’Z
dr 2((r* =1)" +4&°r%) (3-4.17)
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Fator de amplificagdo dindmica

5

0 1,0 2,0 3,0
Razdo de frequéncias r = 0/ o,

FIGURA 3-4.4 Fator de amplificacao dinamica versus razao de frequéncias.

Angulo de fase

180°

150°

120°

90°

60°

0 1,0 2,0 3,0
Razdo de frequéncias r = 0/ w,

FIGURA 3-4.5 Angulo de fase versus razao de frequéncias.
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Essa condigdo é valida para £<1/+2 e 1y, é denominada razdo de ressondncia.
Logo, com a substitui¢do dessa razdo na Equacdo 3-4.15, obtém-se o maximo fator
de amplifica¢do dindmica:

Ad/méx.

-1 1
26\1-8° 2% (3-4.18)

Com as usuais razdes de amortecimento que se situam no intervalo de 0,01 < § < 0,05,
tem-se esse maximo fator na faixa de 10,013 < Ay < 50,002, o que expressa
relevantes amplificacdes e evidencia a importancia do amortecimento. Também a
partir da Equacdo 3-4.17, obtém-se a frequéncia ressonante:

Oy = 0,/1-28° (3-4.19)

Contudo, como as referidas razdes tém valores reduzidos, costuma-se dizer que a
ressonancia ocorre na coincidéncia de frequéncias, isto é, com (r = 1).” Em caso de £<0.1,
o erro em considerar que a amplitude médxima ocorra nessa coincidéncia € menor do que 1%.

2. Com aquelas razdes de amortecimento e frequéncia for¢ante bem menor do que a frequéncia
natural do sistema, como em caso de (r << 0,2 — T >>5T,), a amplitude da oscilacao
em regime permanente ¢ muito préxima ao deslocamento pseudoestatico, com defasagem
em relac@o a acdo externa praticamente irrelevante. Isto é, em caso ® << m,, a oscilagao é
“lenta” e “controlada” pela rigidez (as forgas de inércia sdo reduzidas), o que implica
amplitude préxima ao deslocamento pseudoestatico e angulo de fase praticamente nulo.

3. Para as mesmas razdes, mas com o aumento da razio de frequéncias de maneira
aseter (0,2 <r<25— 04T, < T<5T,), o comportamento dindmico cresce de
importancia até atingir a condi¢do de ressonancia, para decrescer apos essa condicdo.

4. Ainda para as referidas razdes, mas com frequéncia for¢ante bem maior do que a
frequéncia natural, como em caso de (r > 2,5 - T < 0,4T,), a amplitude da oscilagio
em regime permanente é muito menor do que o deslocamento pseudoestatico, e o
angulo de fase é proximo de 180°. Ou seja, as reversdes da a¢do harmonica sdo bem
mais rapidas do que a capacidade do sistema em oscilar com amplitudes relevantes,
tendo-se o desenvolvimento de grandes forgas de inércia. Além disso, como os
deslocamentos sdo pequenos, as forgas elasticas também o sdo.

5. Na condi¢do de (m=wm,), o angulo de fase é igual a 90°, independentemente da razio de &

EXEMPLO 3-4.1

Para confirmar numericamente algumas das conclusdes apresentadas anteriormente, considera-se a
viga do Exercicio Proposto 2-6.4, agora com razdo de amortecimento de 0,05 e sob a forca harmbénica
representada na Figura E3-4.1a, nos casos das frequéncias for¢antes de 1, 20 e 100rad/s. Com
a solugao expressa na Equagao 3-4.10, sdo obtidos os histéricos do deslocamento transversal da
secao média dessa viga idealizada como oscilador simples.

Sequencialmente para as frequéncias forcantes de 1, 20 e 100rad/s, as Figuras E3-4.1b,
E3-4.1c e E3-4.1d apresentam os referidos histéricos. Em linha continua estao representadas as

' A ressonancia é potencialmente destrutiva. Pode ocasionar a rufna imediata da estrutura, como também acelerar
o processo de falha por fadiga, além de provocar desconforto aos usudrios.
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ESEVIR
{kcq =128,6kN/m

f(t) =10cos(wt) kN
l m .= 114,75kg

A .@. ®, = 33,477 rad/s
ik § S T, = 01885
FIGURA E3-4.1a Viga hiapoiada sob forga harménica.
u (m)
0,1 [\vﬂv.
0
-0,1
0 1 2 3 4 5s

FIGURA E3-4.1h Histéricos de deslocamento para o caso de (o =1rad/s).

u(m) 02
o.1f ‘ & AN £ 2\
0 U/\“‘-/\/\/\\
4)’20 0,5 1 1,5 2s

El

FIGURA E3-4.1c Histéricos de deslocamento para o caso de (w=20rad/s).

u (m) 0,02

001[\[\ /\[\u N n AR\ JANPY

A AR A AR
RN R AT AT ATRI AT

sy VALY VA, v VAR v

0,02
0 0,2 0,4 0,6 0.8 1,0s

FIGURA E3-4.1d Histéricos de deslocamento para o caso de (w=100rad/s).

89



90

CAPITULO 3 Oscilador Simples Amortecido ELSEVIER

solugdes completas, e em linha pontilhada, as solucdes particulares. Vé-se que, pelo fato de se
ter com a frequéncia de 1Hz a razdo de frequéncias (r = 1/33,477 < < 0,2), que expressa forca
harménica lenta frente a frequéncia natural, a amplitude em regime permanente é praticamente
igual ao deslocamento pseudoestatico de 0,078m. Com a frequéncia de 20Hz, por se ter a razdo
de frequéncias (r = 20/33,477=0,6 — 0,2 < r < 2,5), a excitagdo tem efeito dindmico relevante
na resposta em regime permanente, com amplitude maior do que o deslocamento pseudoestatico.
E, finalmente, com a frequéncia de 100Hz, por se ter a razao de frequéncias (r = 100/33,477=3
—r > 2,5), que expressa reversao da for¢ca harmoénica excitadora muito réapida frente a frequéncia
natural, a amplitude em regime permanente é muito menor do que o deslocamento pseudoestatico.

3-5 DETERMINACAO DE AMORTECIMENTO

O amortecimento provoca decaimento da oscilagdo depois de cessada a ag¢@o externa e
limita as amplitudes em condicao de ressonancia. E, como j4 foi esclarecido, tem diversas
causas, nao sendo possivel a sua determina¢do com base nas caracteristicas geométricas da
estrutura, nas propriedades de seus materiais € nos componentes nio estruturais. Por essas
razdes, 0 amortecimento € estimado com base em experimentos fisicos, usualmente baseados
na concepgdo de que seja viscoso, como através dos métodos do decremento logaritmico, da
meia amplitude e da largura de banda, descritos a seguir.'® Para o caso de amortecimento
ndo viscoso, adota-se equivaléncia ao viscoso, como serd apresentado na Subsec¢do 3-5.5.

3-5.1 Método do decremento logaritmico

Este método utiliza a solu¢do de deslocamento em vibragdo livre subamortecida, para
a qual se define o decremento logaritmico 8, como o logaritmo neperiano da razao entre os
deslocamentos em dois instantes correspondentes a um ciclo de oscilagdo completa, como
ilustra a Figura 3-5.1 no caso de t; e (t; = t; + T,). A vantagem inicial deste método € ser

u(t)

ity

FIGURA 3-5.1 Oscilacao livre em definicao do decremento logaritmico.

" Embora sejam utilizadas solugdes do oscilador simples amortecido no desenvolvimento desses métodos, as medi-
¢des experimentais dizem respeito a resposta de um ponto representativo da oscilagdo da estrutura em experimentacio.
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. . ~ . . . ~ 19
simples colocar uma estrutura em vibracdo livre e registrar a correspondente oscilacdo.
Assim, escreve-se:

8( =1In(u, /u,) (3-5.1)

Com a substitui¢do da solucao de deslocamento expressa na Equacdo 3-3.18 na equagdo
anterior, obtém-se:

e S0ty cos(m,t; — )

84 =In T
e o+, cos (@, (t; +T,) - 0)

(3-5.2)

Como ao final de cada ciclo de oscilacdo, o valor da fungéo cos (wat—¢) retorna ao
valor do inicio do ciclo, a expressdo do decremento anterior toma as novas seguintes formas:

e—& Ont)

“nE =t 5= 2n8o,

§,=lh—
¢ ne_gwn(tlwa) o,

E com a consideracdo da frequéncia amortecida expressa na Equacao 3-3.10, chega-se a:
2nE

8€=

1-& (3-5.3)

, . s 2

Além disso, como usualmente em estruturas se tem £<0,1, considera-se (1-&'=1) para
escrever a aproximagao (8;=2n&). Essa aproximacao € evidenciada na Figura 3-5.2 e fornece
arazdo de amortecimento:

E= 1 In L
2n u, (3-5.4)

Trata-se do método do decremento logaritmico para o qual se excita a estrutura em vi-
bragdo livre e se registra o histérico do deslocamento de um ponto significativo da mesma.
Logo, tendo-se os deslocamentos nos instantes extremos de um ciclo, como foi mostrado na
Figura 3-5.1, obtém-se o decremento logaritmico e, consequentemente, o valor da razao de
amortecimento. Contudo, em sistema fracamente amortecido, pode-se determinar resultado
mais acurado com o uso de dois valores de pico afastados de j ciclos, como também foi

3¢ 1,5
oe 5 2nE

1,0 /—83:7\/]_&2

/ Tge=2nE
0,5

£l

0 0,05 0,1 0,15 02 &

£l

FIGURA 3-5.2 Decremento logaritmico versus razao de amortecimento.

' A concepgio desse método foi apresentada pelo fisico alemdo Hermann Ludwig Ferdinand Von Helmholz
(1821-1894), em 1862.
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ilustrado na Figura 3-5.1, no caso de (j = 5), quando entdo o referido decremento toma a
nova forma:

T

8[ == In = 27‘[&
] Wy
Logo, tem-se a razdo de amortecimento:”
g=-L i
2B Ty (3-5.5)
A partir da Equagao 3-3.18, obtém-se:
i=—amiu - u=——;
a o, (3-5.6)

Logo, como é mais facil medir aceleracdo do que deslocamento, é vantajoso modificar
a expressdo anterior para a forma:

L,

2mj (3-5.7)

3-5.2 Método da meia amplitude

O método da meia amplitude utiliza também vibracdo livre, mas tem como base a curva
envelope de decaimento da resposta de deslocamento, que se escreve:

5 _
u'=ae 50t

* *
Apbs a determinacdo experimental dessa curva, tomam-se dois valores U (t;) e u,(ty), tal
que (u; =2u, ), como ilustra a Figura 3-5.3 e de tal forma que:

(3-5.8)

1<(t,—t,)/T,=N (3-5.9)

u(t) 4

FIGURA 3-5.3 Oscilacao livre em definicao da meia amplitude.

* Ficara evidente quando do tratamento dos modelos de multigraus de liberdade que é prético utilizar a razio
de amortecimento, contudo, em sendo necessario, o coeficiente de amortecimento € obtido a partir da Equacao
3-3.12 com a seguinte expressao (c=2mm,&).
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Assim, a identificagdo de uma oscilacido completa fornece o periodo amortecido que per-
mite o cdlculo da varidvel N.

A partir da Equacdo 3-5.8, tem-se:

* —Ew,t *
u; =ae Sont u_1:egmn(¢z—tl) :eémnNTa =2

* Emyt
j— - nt2
uy=ae 2 (3-5.10)

Logo, com a substituicdo do periodo amortecido expresso na Equacdo 3-3.21 nessa ultima
equacdo, obtém-se:

R NN _21'5&1\; =In2
1-g (3-5.11)

Além disso, com pequenas razdes de amortecimento de forma que & < <1, escreve-se a
expressdo anterior como (2wEN=In2) que fornece a razao de amortecimento:

In2 0,1103
- | &=

: 2N N (3-5.12)

n

3-5.3 Método da largura de banda

As curvas de resposta em frequéncia mostradas na Figura 3-4.4 dependem da razio de
amortecimento. Logo, com base em qualquer dessas curvas, pode-se obter o correspondente
amortecimento. Para isso, uma vez que se adote a aproximacao de que a maxima amplificagdo
dindmica ocorra na coincidéncia de frequéncias, (0= ®,), denominada amplificacdo res-
sonante, tem-se da Equacado 3-4.18 que:

1
2 A 4/max. (3-5.13)

n

&

Contudo, como a referida curva ndo € obtida diretamente em analise experimental, e sim
construida a partir da amplitude da resposta em regime permanente e do deslocamento es-
tatico, escreve-se a expressao anterior sob a nova forma:

E-, ~ Uegt, N g fo

B 2a-p/meix. Zkap/méx, (3_514)

n

Nessa expressao, aymsx. € a amplitude na condi¢do de ressonancia, como ilustra a Figu-
ra 3-5.4. Essa expressdo € a adotada em determinacdo da razdo de amortecimento, no chamado
método da amplifica¢do ressonante.

Contudo, o referido método nao € pratico de ser utilizado porque requer a prévia obtencao
do coeficiente de rigidez ou do deslocamento estatico. E melhor proceder com o denominado
método da largura de banda ou da meia poténcia, descrito a seguir.

A partir da amplitude na condicdo de ressonancia identificada em uma curva de amplitude
em regime permanente versus razio de frequéncia, identificam-se também as frequéncias
forcantes ®; e m, correspondentes a (p/max/ V2), respectivamente situadas abaixo e acima
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Amplitude em regime permanente
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Ap/mix. 1%
dp/miax / ‘\,/E K _-'_
0 ® =0, O
Frequéncia forcante
FIGURA 3-5.4 Amplitude em regime permanente versus frequéncia forgante.
sdo denominadas frequéncias de meia poténcia.”
Além disso, com base na Equagdo 3-5.14 escreve-se:

— fo
p/mix. =
1

f

2kE

da frequéncia natural do oscilador. Aquelas frequéncias estdo mostradas na figura anterior e
expressdo anterior sob a nova forma:

Assim, com a notacdo r; em referéncia as razdes (r; = ®/®,) e (r, = W/®,), obtém-se a
f,
que tem as solugdes:

V22KE kfi-r)+@2rE)

plificam-se para a forma:

-

(3-5.15)
r' —2(1-28")r’ +(1-88%)=0

12 =(1-28%) 281+ &

Na condigio de £< <1, desconsidera-se & frente & unidade e as solucdes anteriores sim-

2

(3-5.16)

L

n

1428

precisdo na determinacio das amplitudes préximas a condi¢io de ressonancia.

(3-5.17)

(3-5.18)

*' O nome meia poténcia é derivado de absorvedor de poténcia em circuito elétrico. Esse método requer grande
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que em expressdo binomial fornecem:

1
r15(1—§)1’2:1—§2§-~-

L=(1+&)" = 1+12§---
2 (3-5.19)

Logo, chega-se a:

&:wz—ml

n-r=28 — £=2701
2 20, (3-5.20)

Com base em diversos resultados experimentais de amplitudes em regime permanente,
pode-se ajustar uma curva de amplitude versus frequéncia e, a partir da mesma, obter as
frequéncias para a aplicacdo da férmula anterior. Também pode-se obter uma adequada es-
timativa da frequéncia natural do sistema, que € a correspondente ao angulo de fase de 90°.

3-5.4 Valores usuais de amortecimento viscoso

Devido a complexidade do fendmeno de dissipacdo de energia, o coeficiente de amorte-
cimento tem grande variabilidade. E necessario, contudo, buscar uma estimativa adequada,
principalmente em caso de estruturas muito suscetiveis a vibragcdes, como pontes suspensas
ou de grandes vaos, torres esbeltas, edificios muito altos e lajes de grandes vaos. Essa es-
timativa € importante nfo s6 para garantir a integridade da estrutura, como também para a
verifica¢do do conforto humano de seus usudrios.

O ideal € estimar o amortecimento com base em medi¢ao do comportamento da estrutura a
uma dada acdo. Contudo, em projeto de uma nova estrutura, por se tratar de um sistema fisico
ainda inexistente, ndo é possivel determinag@o experimental e, em estruturas existentes, essa
determinagdo costuma ser antiecondmica. Assim, o usual é adotar razdes de amortecimento
com base em valores disponibilizados na literatura e em c6digos normativos de projeto, como
os reproduzidos na Tabela 3-5.1 no caso da Engenharia Civil, que, com excec¢do de acdo

Tabela 3-5.1 Razdes de amortecimento viscoso.

Tipo de estrutura S

Edificio até cerca de 100 metros de altura sob acdes usuais:

— Em concreto armado 0,020 - 0,030
- Em aco 0,015 -0,025
Edificio acima de 100 metros de altura sob agdes usuais:

— Em concreto armado 0,010-0,020
- Em ago 0,007 - 0,013
Edificio sob agéo sismica:

— Até 6 graus na escala Richter 0,020 - 0,050
— A partir de 6 graus na escala Richter 0,050 - 0,100

(Os codigos sismicos costumam recomendar £=0,05 em caso
de edificagbes sem sistema de isolamento de vibracao)

(Continua)

I
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Tabela 3-5.1 Razdes de amortecimento viscoso. (cont.)

Tipo de estrutura g

Passarelas:

— Em concreto armado 0,008 - 0,020
— Em concreto protendido 0,005 -0,017
- Emago 0,002 - 0,004
Pontes de vaos maiores do que 20 metros:

— Em concreto armado 0,020

— Em concreto protendido 0,010

— Em ago/concreto 0,005

Pisos para atividades esportivas:

— Em concreto armado 0,014 - 0,035
— Em concreto protendido 0,010 - 0,030
— Mistos em aco e concreto 0,006 - 0,020
Chaminés:

— Com alvenaria 0,070-0,100
- Emago 0,015 -0,040

sismica, sdo valores para estruturas em condi¢des de servigco e sem dispositivos projetados
especificadamente para dissipar energia.”” Observa-se que esses valores situam-se na faixa
de 0,01 a 0,1 e que, para cada tipo de estrutura, tém grande dispersao.

3-5.5 Amortecimento viscoso equivalente

A resolugdo das equacdes de movimento com o amortecimento viscoso € mais simples
do que com outros amortecimentos, além de apresentar resultados satisfatérios na maioria
das aplicagdes. Justifica-se, assim, determinar um amortecimento viscoso equivalente a esses
outros. Para isso, tem-se que a energia dissipada é igual ao trabalho realizado pela forca de
amortecimento entre dois instantes:

o=l f(0du - Eg=J 0% de=[8 £t
dt (3-5.21)

e faz-se equivaléncia através da imposi¢do de idéntica dissipag@o por ciclo de oscilagdo
harmdnica em regime permanente.

A forca de amortecimento viscoso tem a forma (f,(t)=cu(t)), e a velocidade em regime
permanente sob a forca harmonica (f(t) = f,cos(wt)) € expressa por:

ﬁ(t)z—ﬂ)ap sin(wt—(b) (3_522)
onde a, € a amplitude da oscilagdo, que € igual a uey Ag.

Logo, como o angulo de fase € irrelevante quanto a energia dissipada em um ciclo de
oscilacdo, escreve-se essa energia como:

2 Vide Bachmann et al., 1995 e Chopra, A.K., 2007.
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n/o 5 2 o [2Me |, 5 3
Ed/viscosozcj.o u"dt=co apfo sin“(@t)dt = |Egjviscoso =TTCO ap

(3-5.23)

A Figura 3-5.5 mostra a representacdo de f(t)/f, versus u(t)/u., no caso de (§=0,1) e
(r =2,07). Trata-se de uma curva de forma eliptica que circunda drea numericamente igual
a energia dissipada, denominada ciclo de histerese.

f(t)/f,

0.6 //
: ////
P

-04 -0,2 0 0,2 0,4 u)/u

s

esl.

FIGURA 3-5.5 Curva de dissipacao de energia, com (£=0,1) e (r = 2,07).

A expressdo de energia anterior € dependente da frequéncia forgante, o que néo é con-
firmado por experimentos fisicos. Mesmo assim, devido a referida simplicidade e bons
resultados obtidos com o amortecimento viscoso, este € o mais utilizado. Para outro modelo
em que a energia dissipada em um ciclo de oscilagado seja designada por Eg, a partir daquela
expressdo escreve-se o coeficiente de amortecimento viscoso equivalente sob a forma:

Eq
- 2
Toa,

Ceq

(3-5.24)

Para o amortecimento de Coulomb, substitui-se a Equac¢do3-1.3 na Equacdo 3-5.21,
obtendo-se:

2n/o Ly .
Ed/Coulomb = HN.[() (Slnal de ll) udt (3—5 25)

Com esse modelo e em caso de reduzida dissipacdo de energia, admite-se vilida a ex-
pressao de velocidade expressa pela Equagdo 3-5.22 que implica:

2n/o . . 2n . .
Ed/coutoms = UNap, -[0 (sinal desin(® t))wsin(w t)dt=puNa, Io (sinal desiny)siny dy

T, 2n
Ed/coutomb = “‘N ap (J-O smy d'Y - -[n smy dY) - Ea/coutomb = 4HN ap

(3-5.26)

Vé-se que essa energia independe da frequéncia for¢ante. Com a sua substituicdo na
Equacdo 3-5.24, chega-se ao coeficiente de amortecimento viscoso equivalente:

_ 4uN

Ceq
Twa

’ (3-5.27)

I
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que corresponde a razdo de amortecimento equivalente:

_ 2uN
TME®,a,

Eeq

(3-5.28)

Para o amortecimento estrutural cuja forca foi expressa na Equagao 3-1.4, serd demons-
trado na Subsecdo 7-3.1.2 que a energia dissipada por ciclo de oscilagdo tem a forma:

2
Ed/es(rulural = Tcapkn

(3-5.29)

onde m € o coeficiente de amortecimento estrutural. Importa observar que essa dissipa¢do
¢ proporcional ao quadrado da amplitude e ¢ independente da frequéncia forgante.

Assim, com a substitui¢do dessa energia na Equagdo 3-5.24, obtém-se o coeficiente de
amortecimento viscoso equivalente:

Ceq =

s
)

(3-5.30)

~ . z ~ . . 23
Dessa expressdo de coeficiente obtém-se a razdo de amortecimento equivalente:

k ,
Ba=—t =% g, =1
2(1)1110.)n 2m 2r (3_531)

E com base nessa equivaléncia e na Equacdo 3-5.4, o coeficiente de amortecimento es-
trutural pode ser obtido com o método do decremento logaritmico sob a forma:

= In(u, /u,)

n (3-5.32)

As expressdes anteriores foram obtidas para regime permanente sob forca harmonica e,
portanto, se aplicam em movimentos oscilatérios proximos a harmonicos.

3-6 VIBRAGCAO AMORTECIDA SOB FORGA PERIODICA ARBITRARIA

Forgas periddicas sdo relevantes ndo sé porque ocorrem com grande frequéncia, como
também porque o tratamento dessas forcas é basico para a andlise no dominio da frequéncia
em caso de forgas aperiddicas, como sera apresentado no Capitulo 7. Para isso, considera-se
uma fung¢do real de uma varidvel independente, continua ou com um ntimero finito de des-
continuidades em qualquer intervalo fechado dessa varidvel. No contexto da presente andlise
dindmica, a varidvel independente € a varidvel tempo, e a fun¢do € dita periddica quando
atende a:

f(t+qT,)=1(t)

(3-6.1)

emque (q=0,1,2, ---), sendo T, uma constante positiva denominada periodo fundamental.
Assim, uma forca periddica é definida com um padrido que se repete indefinidamente no

* Como essa equivaléncia depende da frequéncia forgante (o que nio é comprovado experimentalmente), é usual
adotar a aproximac@o de equivaléncia na condi¢@o de ressonancia, isto €, (§.q=m/2).
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tempo, mesmo anteriormente ao instante considerado como origem. Consequentemente, a
resposta de um sistema mecanico sob uma agao periédica é em regime permanente. Essa forga
foi ilustrada na Figura 3-1.1, e o referido periodo se relaciona com a frequéncia fundamental
(®, = 21/ T,) dessa forga.

Uma funcio periddica, sob certas condi¢des, pode ser desenvolvida em série infinita
de funcdes harmonicas, denominada série de Fourier.” Pode-se adotar desenvolvimento
em notacdo trigonométrica e desenvolvimento em notagdo exponencial, ambos tteis em
diversas dreas de conhecimento. O primeiro desses desenvolvimentos ¢ o mais simples e
utilizado na determinagio da resposta for¢ada de oscilador simples (de comportamento
linear) no dominio do tempo, como esta apresentado nesta secdo. Ja o segundo tem dlgebra
complexa, € utilizado em determinacio dessa resposta através do dominio da frequéncia e
serd apresentado na Secdo 7-1.

3-6.1 Série de Fourier em notacao trigonométrica

A série de Fourier em notaco trigonométrica se escreve:

f(t)y=a,+ i (aq cos(qm,t) + by sin(q(oot))
q=1 (3-6.2)

Nesta série, t€m-se os coeficientes de Fourier:

1 4+Ty
a,=— | "o de
o [
a,= Ti [ f@cos(qo,ndt comq=1,2--
0

b, = Ti j“‘”“ f(t)sin(qo,t)dt com q=1,2---
0 1

(3-6.3)

em que t; € um instante qualquer, a, é o valor médio da func¢@o, e o primeiro harmoénico
da série tem a frequéncia fundamental de f(t).

No caso de (f(t) = f(-t)), diz-se que a fungdo € par e os coeficientes by sdo nulos, tendo
a série apenas cossenos. J4 no caso de (f(t)= —f(-t)), a funcao € dita impar e os coeficientes
a, € a4 sdo nulos, o que implica desenvolvimento em senos.

Para escrever essa série em forma mais compacta, adotam-se as notagoes:

Co=—

2

_ 2 2
Cq =q/ag + by

(3-6.4)

** Essa série foi batizada em homenagem ao fisico e matematico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-
1830), que apresentou os seus fundamentos em 1822. A condigdo para o seu desenvolvimento é que a fung¢io seja
continua ou tenha um ndmero finito de descontinuidades. Em caso de descontinuidades, o desenvolvimento da
série fornece valores médios nas descontinuidades, o que é conhecido como Fendmeno de Gibbs, em homenagem
ao cientista americano Josiah Willard Gibbs (1839-1903).
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Logo, o g-ésimo termo do somatorio da presente série escreve-se:

b
ay cos(qm, t)+ by sin(qm,t) = ¢, & cos(qm,t)+—- sin(qa)ot)J
Cq Cq
—  a, cos(qm,t)+ b, sin(qw,t) =c, cos(qu,t+d,) (3-6.5)

em que se tem o angulo de fase:

0, = arctg(b, /a,)

(3-6.6)
Assim, a série expressa na Equacdo 3-6.2 toma a forma mais compacta:
f(t) = 2 Cqcos(qm,t+dg)
q=0 (3-6.7)

A representagio grafica de cq versus q, € denominada espectro de amplitudes ou de
Fourier. Esse espectro evidencia o conteiido de frequéncia da funcao periédica ao mostrar
a importancia da participacdo de cada funcdo harménica no desenvolvimento em série, que
usualmente € tratada com um ndmero finito de fungdes. A representagio de O versus qw, é
chamada de espectro de dngulos de fases.

EXEMPLO 3-6.1

Faz-se a decomposicdo em série de Fourier da fungdo periodica representada na Figura E3-6.1a.

f(t) 4 (0 = [, com 0<1<T,/2
) —f, com -T,/2<t<0

fol—— T

12 121 T,

FIGURA E3-6.1a Funcao em pulsos retangulares.

Por se tratar de uma funcao impar, os coeficientes a, e a4 s&o nulos, e a terceira das expressoes
da Equacdo 3-6.3 fornece:

2
bq:g JO (-f,)sin 2nqt dt+fT°/2fosin 2nqt dt :ﬂsin 9
T, /e T, o T, T\ 2

o o nql,

Logo, chega-se ao resultado:

A 2 1 n_q)z. 2nq
f(t) = > sm(2 sin Tt

7Ty g=135q o
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A Figura E3-6.1b mostra as representacdes dessa série com 1, 3, 5, 7 e 23 termos, e a Figura
E3-6.1c, a representacdo com 99 termos. Observa-se que essas representacdes passam pelos pontos
médios das descontinuidades da funcdo, sem representagao perfeita dessas descontinuidades.

Os coeficientes a4 s@o nulos, por se tratar de fungao impar, e os coeficientes bq, com q par,
sdo nulos. A Figura E3-6.1d mostra o correspondente espectro de amplitudes, quanto aos onze

I temo 3 f’crmos Stermos 7 termos 23 termos
i

ro K : e

. . ~

/ '/, .
N
Y

0 0.2 04 T,

FIGURA E3-6.1b Representacdes da série com 1, 3, 5, 7 e 23 termos.

o .

£, " . ’ .

0 0,5 1,0 1,5 t/T,

FIGURA E3-6.1c Representacao da série com 99 termos.

qk

1273

E

24 0,255
| 082 0141 0 116
L

0o, 3o, So, 7o

0 8]

90, 1w

8] 0

FIGURA E3-6.1d Espectro de amplitudes.
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primeiros termos da série. Vé-se que os coeficientes b, decrescem de valor, o que expressa redugao
da participagdo dos componentes harménicos, a medida que cresce a ordem do coeficiente.

Observa-se que o espacamento entre as frequéncias de dois componentes harmonicos
sucessivos na série € a frequéncia fundamental da func@o periddica, Aw=w, = 2n/T,, e,
portanto, esse espacamento cresce com essa frequéncia. Essa é uma relevante interpretacio
porque, no Capitulo 7, fung¢des aperiddicas serdo consideradas como periddicas de periodos
que tendem ao infinito, quando entdo aquele espacamento tende a zero e a distribui¢ao dos
componentes harmdnicos tende a ser continua.

3-6.2 Resposta em regime permanente

Com o desenvolvimento de f(t) em série de Fourier, a equacao diferencial de movimento
toma a forma:”

mii(t) + cu(t) + ku(t) = a, + i (aq cos(qmot) + by sin(qot)) (3-6.8)

q=1
A solucdo particular dessa equagdo com 0s termos em cosseno se escreve com base na

Equacdo 3-4.8:

u(t)\cos = i i

cos(qmot—dg)
SxJa-12) + 28 ! (3-6.9)

em que se tem a razao de frequéncias:

p=9% - 9%
Yo, Y Jkm (3-6.10)
e o angulo de fase:
2Er,
=arctg ——
% 1 (3-6.11)

Com essa expressdo de angulo, a solucdo anterior tem o seguinte desenvolvimento:

sy = 3 B VIR Q)

Sk (- +28)

2
2
1+ rq%
> ay l—rq

u(t)cos = z ? m

q=1

U()cos = i 2 I+,
q=1

&k (I-12) +(2r,8)

_wag (- rq2 )cos(q,t) + 21, sin(qu,t)
U0 = 37 (1127 + (21,8

(cos(qa)ot) €08 (g +sin(qW,t) sin g )

((1 —13) cos(qWot) + 21,§ sin(qwot)) oS 0g

((1 - rq2 )cos(q,t) + 214 sin(qm(,t)) cos g

q=1

(3-6.12)

» A ideia de expressar pequenas oscilagdes como uma soma de movimentos harmonicos simples & atribuida ao
matematico e fisico holandés Daniel Bernoulli (1700-1782).
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Além disso, como a solugio do oscilador simples a cada termo em seno é defasada de 90°
em relacdo a solucdo quanto ao correspondente termo em cosseno, a solu¢do com os termos
em seno da equagdo de movimento anterior se escreve:

oo

o by (1- 17 ) sin(qw, t) — 2r,& cos(qo, t)
Uk qZ; Kk (1-12) +(2r,E) (3-6.13)

Logo, a solu¢do em regime permanente da equacao de movimento com a for¢a desenvol-
vida em série de Fourier € a solugcdo ao termo constante a,, mais a solu¢do para os termos
.. < ~ 2
em cosseno adicionada a solugio para os termos em seno, e tem a forma: ™

Wo-toaly L
Tk ke (-2 + (2,8’
((ag(1—13) = 2b,r,E) cos(q,t) + (b, (1 - 17) + 2a,1,E) sin(q, 1)) (3-6.14)

Diz-se que hd ressonancia em caso de um dos valores de qm, coincidir com a frequéncia
natural do sistema. Contudo, como 0s coeficientes de Fourier decrescem de valor com o
aumento da ordem desses coeficientes, essa coincidéncia s € relevante para um dos primeiros
harmonicos.

3-7 VIBRAGAO SOB FORGA APERIGDICA

Forcas aperiddicas sdo as mais gerais e as de maior ocorréncia na pratica da engenharia,
como também as que conduzem a andlises mais elaboradas.”” Com esse tipo de forca ndo h
solucdo em regime permanente porque a resposta do oscilador ndo tem um padrao definido,
embora permaneca indefinidamente no tempo.

Além disso, ndo € possivel obter, de forma analitica explicita, a solu¢do da equagdo de
movimento do oscilador simples sob forca aperiédica arbitréria. E preciso fazer simplificacdes
e resolucdes numéricas, com um dos seguintes encaminhamentos que fornecem soluc¢des
em sucessivos instantes:

1. Particularizag@o da agfo externa em uma sequéncia de leis simples e resolugio exata
da equacdo de movimento do oscilador subamortecido linear com cada uma dessas
leis. Isso a partir da chamada integral de Duhamel ou em resolu¢do direta da equacao
de movimento.

2. Integragdo numérica da equacdo de movimento de osciladores lineares ou ndo lineares,
subamortecidos ou ndo, com a acdo externa discretizada em uma sequéncia de instantes.

3. Discretizacdo da aciio em sequéncia de valores do tempo e uso da transformada de
Fourier discreta na equacido de movimento do oscilador linear com amortecimento
viscoso ou amortecimento estrutural.

* Embora essa solucdo tenha infinitos termos, na pratica considera-se apenas um grupamento dos primeiros
harmonicos. Em se tratando de sistema nio amortecido, basta fazer nessa solugdo (§=0).

¥’ Por essa razo, quando possivel, as forcas aperiédicas sio substituidas por periédicas arbitrarias ou harmdnicas
equivalentes, que conduzem a andlises mais simples.
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Os dois primeiros procedimentos sdo no dominio do tempo e recursivos, isto &, fornecem
a soluc@o em cada instante a partir da(s) solucio(Ses) de instante(s) anteriore(es), com base
em uma lei simples para a agdo externa em cada espacamento de tempo. J4 o terceiro proce-
dimento baseia-se em conversdo da equagao diferencial de movimento do dominio do tempo
ao dominio da frequéncia, em aplicagdo da transformada de Fourier, de maneira a recair na
resolucdo de uma simples equacao algébrica, e a conversao da solu¢do nesse dominio ao do
tempo, em aplicacdo da transforma de Fourier inversa. Aqueles dois primeiros procedimentos
sdo desenvolvidos a seguir, e o terceiro serda detalhado no Capitulo 7.

3-7.1 Integral de Duhamel

Uma resolucio cldssica da equacio de movimento do oscilador linear subamortecido sob
forca aperiddica € através da integral de Duhamel.” Para desenvolvé-la, considera-se uma
forca de lei arbitraria no tempo, f(t) como ilustra a parte esquerda da préxima figura, em que
T é um instante qualquer. A resultante de forca de intensidade

1=f(t)dt

(3-7.1)

representada em hachurado na Figura 3-7.1, é um impulso de duragdo infinitesimal,
também denominado fungdo pulso.”

f(t) 4 du(t) 4

f(x)

AW

- \J vV

Lei arbitrdria no tempo Resposta ao impulso f(1) dt

FIGURA 3-7.1 Identificagao de impulso em uma forga aperiddica.

Com a aplica¢do da forca f(T) a uma massa m, tem-se pela segunda lei de Newton:

0 . f
m d_ll = f(T) — du= M
drt m
Assim, para obter o deslocamento do oscilador simples em um instante genérico t,

devido a atuacdo do impulso f(T) dT em um instante T anterior a t, em caso de amortecimento

* Nome em homenagem ao fisico e matematico francés Jean Marie Constant Duhamel (1797-1872). E trata-se
de uma integral de convolugdo de duas fungdes, como serd esclarecido na Subsecao 7-2.1

*Na Secdo 1-2, 0 impulso de uma forga foi definido como a alteragio da quantidade de movimento entre dois ins-
tantes. Esse ¢ um impulso de durag@o finita que tem a mesma dimensao fisica que o presente impulso, kg.m/s=N.s.



3-7 Vibragéo sob forca aperiodica 105

ELSEVIER

subcritico, basta considerar (u,;=0) € (Vo =f(T) dT/m)) como condi¢des iniciais na Equagio
3-3.17 (que expressa a resposta de deslocamento em vibracao livre desse oscilador, como
ilustra a parte direita da figura anterior), juntamente com a troca da variavel t por (t — 1), de
maneira a escrever:”

du(t) = e 5 (-9 Msin(wa (t-1)),t>1
mQ, (3-7.2)

Logo, como toda for¢a aperiddica pode ser considerada como uma sucessao de impulsos
de curta duracdo e € vélido o principio da superposicdo (por se tratar de modelo linear), es-
creve-se a integral da solucdo elementar anterior a partir do inicio de atuacio dos impulsos
até o instante t, para obter a resposta de deslocamento aquela for¢ca, em condicdes nulas de
deslocamento e de velocidade no instante inicial,

1
mo;

t
ut) = Jof(r)e_g“’"(t_r) sin(, (t—1))dt

(3-7.3)

Essa expressao € conhecida como integral de Duhamel. Para considerar condi¢des iniciais
ndo nulas, a esse resultado deve ser acrescentada a solug@o de vibragao livre subamortecida
expressa na Equacdo 3-3.17. Naturalmente, com sistema ndo amortecido, a integral anterior
particulariza-se em:

ut) = 1 J‘ lf(a:) sin(®, (t—7))dt
mo,

(3-7.4)

Embora se tenha essa soluc@o conceitual para uma excitagdo aperiddica qualquer, a corres-
pondente integracdo analitica s6 € possivel em casos simples. Solu¢des em valores discretos
do tempo podem ser obtidas através de integracdo numérica, como a regra do trapézio ou a
regra de Simpson. Contudo, € mais conveniente efetuar analiticamente a integral de Duhamel
com expressdes simples de for¢a e combinar as correspondentes solugdes na construcdo de um
procedimento de resolucdo numérica, em que a solugdo em cada instante € obtida a partir da so-
Iucdo do instante anterior. Para isso, consideram-se as forcas de leis mostradas na Figura 3-7.2,
em que sdo adotadas notacdes que facilitam o desenvolvimento do referido procedimento.

fit) (1) f(t)
fig £
3 Af
f{z) f(7) .
t t ) i
T - T At T At :
f(x) = iy Af
['(T)*A—T , 0<t<AL f(t) = fy(1 —T/A) , D<t<AL
t

FIGURA 3-7.2 Forcas de leis simples.

—E&on (t-1)

% A parcela e sin(®, (t—7))/(mw,) € areposta a um impulso unitdrio atuante no instante T.
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Para a primeira representacio de forca mostrada na figura anterior e denominada funcdo
degrau, obtém-se, com a integral de Duhamel, as solucoes de deslocamento e de velocidade:”'

! I fi_le"im"(t"” sin(w, (t—1))dt
mo, (3-7.5)

ut)=

0]
)

B gt i
- lu= c [1 e (cos(mat)+ N Sm(“)at)D (3-7.6)

. fi_ _ o, . _ .
- )= T‘[&wne E""’“t(cos(ooat)+<E"—51n(ooat)j —e Sont (-, sin(w,t)+Ew, cos(wat))J (37.7)
Na Figura 3-7.3 estd representada a solucdo de deslocamento anterior, com trés valores
distintos de amortecimento. Observa-se que, nos casos amortecidos, hd uma amplificacdo
inicial de deslocamento, seguida de oscilacdes que decrescem ao longo do tempo, com o

sistema tendendo para a posicio de equilibrio estatico sob a atuagio da forga f,_|.”

u(t) k
f1 2

0 10 20 30 ot

FIGURA 3-7.3 Resposta normalizada no caso da primeira representacao de forca da Figura 3-7.2.

No caso de amortecimento nulo, a solu¢do anterior se particulariza em:

fiy
= 1—
u(t) X (1-cos(m,t)) 378)

o que implica deslocamento maximo igual a duas vezes o deslocamento estatico, f,_/k.

Para a segunda for¢a representada na Figura 3-7.2 e denominada fungdo rampa, obtém-se,
com a integral de Duhamel, a solu¢do de deslocamento:

*! Essa solugdo pode também ser obtida através da superposigdo da solucdo estdtica f;.,/k com a solugio de
vibracao livre amortecida expressa na Equacdo 3-3.17, particularizada a condig¢des iniciais nulas.

* O valor maximo da resposta menos o deslocamento estitico é denominado overshoot. A referida figura mostra
que a razdo de amortecimento tem influéncia relevante no overshoot e no decaimento das oscilagdes.
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t
u(t)= LJ ﬁre_&‘mn(t_n sin(@,(t—1))dt, 0 <t <At

m,”o At (3-7.9)
2 2 w,t) 28*—1
- |jul= arj_ % + L g ebont Scos(@,f) + 3 sin(®,t)

k o, At At o, At ,At (3-7.10)

2 [

u(t) = AfjL_ &wne_émnt 25 cos(@,1) + 26 -1 sin(m, t)
k | At o, At w,At
%
2 i . I
—e'&m“t(— So, 81250)“0 + ng 1cos(mat))}
(D“

(3-7.11)

Ja para a terceira forca representada na Figura 3-7.2 e denominada funcdo declive ob-
tém-se, com a integral de Duhamel.:

1
mo,

u(t)=

t
[fi (1 - i) e SO0 gin (@, (t-1))dT , 0<t<AL
0 At (3-7.12)

S out)= ( [ 5 gin (@, (1- ) e - J.OlfiA;t]’ce‘E.v(Dn(t—T) sin(@, (1) dr)

1
mo,

Logo, a partir das Equagdes 3-7.6 e 3-7.10, tem-se como resultado da expressao anterior

2
u(t)= %[l— L + A — bt [[l + %) cos(m,t)+ [M + %&J sin(coat)]]

At ©,At n 0,At o, (3-7.13)

Para utilizar as férmulas anteriores em caso de for¢a externa de lei ndo linear, faz-se
a discretizacdo dessa for¢ca em uma sequéncia de segmentos lineares, em espacamentos
(At = ti—t;_;) constantes, por simplicidade, como mostra a Figura 3-7.4.

ft) 4

y—

FIGURA 3-7.4 Forca discretizada e interpolada por segmentos lineares.

A solugdo no instante t, € a solucdo de vibracgdo livre devida as condicdes iniciais ao
movimento, mais a solug¢éo forgada sob a atuag@o do primeiro segmento de forca. A partir
do segundo instante, o deslocamento e a velocidade ao final do espagamento anterior sdo
considerados como condic¢des iniciais a uma nova vibragdo livre, que € adicionada a solucao

I
107
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for¢ada sob o novo segmento de for¢a. Assim, em um instante genérico, a parcela de influéncia
dessas condigoes € escrita com base na Equacdo 3-3.17, sob a forma:

u(t))=u; = e_éw“At [ui_l cos(m,At) + % sin((x)aAt))
: (3-7.14)
que corresponde a expressdo de velocidade:
u(t;) = —&mne_éw“m (ui_l cos(m, At) + % sin(muAt)J
+e SO Ly, sin(e, At + (£, + i, ) cos(, Ab)) 39.15)

Além disso, caso venha a ser de interesse determinar a aceleracao em cada instante, esta
pode ser obtida diretamente da equacdo de movimento no instante t;, sob a forma:

mii, +od +ku = = | i = (F —cd —ku;/m | (3-7.16)

Esse procedimento ¢ apresentado no Algoritmo 3-7.1, em que, para facilidade de enten-
dimento, ndo foram eliminados cédlculos repetitivos.

— Estabelecimento de k, m, &, u_, u,, At e f; em cada discretizagio do tempo.
w,=vk/m, o, = w,1-8, t=At
— i=1— niimero de pontos de discretizagdo

u; calculado com Equacdo 3-7.14

1, calculado com Equagdo 3-7.15

Se f., #0 |u;+(u; calculadocom Equagio 3-7.6)

1; +(1y; calculado com Equago 3-7.7)
Af =1, —f,

Se Af #0 | u; + (u; calculado com Equagiio 3-7.10)

1; +(1; calculado com Equagao 3-7.11)

ALGORITMO 3-7.1 Resolucao incremental com a integral de Duhamel.

EXEMPLO 3-7.1

Para exemplificar e comprovar o procedimento incremental anterior, utiliza-se a idealizagdo em
oscilador simples amortecido para o reservatério semiesférico cheio descrito no Exemplo 2-4.2,
que tem as caracteristicas reapresentadas na Figura E3-7.1a. Adota-se a razao de amortecimento
(£=0,03), condigbes iniciais nulas e dois casos de agdes externas, a saber: a forga harménica de
4,474-10°0s(10t) em newtons e a forca de impacto representada na parte direita da mesma figura.

Para o caso da forga harménica cossenoidal, na Figura E3-7.1b est&o representados os histéricos
de deslocamento obtidos com o espagamento (At = 0,05s=T,/23,5=T/12,6). O pontilhado representa
o resultado do presente procedimento, e a linha continua representa, com sinal contrario, a solucéo
exata expressa na Equagao 3-4.10. Isso porque a resposta com aquele procedimento inicia-se com
valores crescentes, devido a aplicac&o instantanea de forga com sinal positivo, e essa solugao exata
inicia-se com valores decrescentes devido a imposicao de condigdes iniciais nulas ao movimento
(como foi mostrado na Figura 3-4.1). Observa-se coincidéncia de representagoes.
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- k =130,46-10’N/m f(t) em N 4
m =456,05-10"kg
T.=1175s 4,474 -10°
..... i tems
= cC |m f(t
| £ ® 0 0,02 0,03 0,05

FIGURA E3-7.1a Idealizagao em oscilador simples e forca de impacto.

u(m)

JANAVNAVARADA
VAR

0 1 2 3 4 5s

0.2

i

FIGURA E3-7.1b Histéricos de deslocamento sob a forca harmdnica, com (At = 0,05s).

Quanto a for¢a de impacto, a Figura E3-7.1c mostra os histéricos de deslocamento obtidos com o
espacamento (At = 0,005s). Em pontilhado esté representado o resultado do presente procedimento,
e em linha continua esta mostrado o histérico obtido com a resolugao direta por segmentos lineares
da acdo externa que sera desenvolvida na préxima subsec&o. Vé-se coincidéncia gréfica. Nota-se que
0 maximo valor de deslocamento ocorreu pouco depois de cessar o impacto e antes de se evidenciar o
efeito do amortecimento, o que justifica desconsiderar dissipagédo de energia em analise de estruturas
sob forcas impulsivas.

u(m)

0,054

3

—0,05
0 5 10 15s

FIGURA E3-7.1c Histdricos de deslocamento sob a forga de impacto, com (At = 0,0055s).
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A Figura E3-7.1d realga o efeito do amortecimento em resposta de longa duragdo, no caso da
forca de impacto. Em linha continua estéa representada a resposta ndo amortecida e em linha ponti-
Ihada estd mostrada a resposta com o amortecimento (£=0,03), ambas obtidas com o espagamento
(At = 0,0055).

u (m)

15s

FIGURA E3-7.1d Histdricos de deslocamento, com e sem amortecimento e (At = 0,005s).

O oscilador do exemplo anterior tem periodo igual a 1,175s, e a duragcdo do impulso
¢ de (0,05s=T,/23). Experimentos numéricos evidenciam que, com 0s amortecimentos
usuais das estruturas e impulso de durag@o inferior a 1/5 do periodo natural, o deslocamento
maximo praticamente independe da lei de defini¢do do impulso e do amortecimento, sendo
essencialmente dependente da grandeza do impulso expressa por [f(t)dt.

3-7.2 Resolucao direta por segmentos lineares da acao externa

Na subsec¢do anterior, foi desenvolvida a integral de Duhamel com a qual, em casos
simples, € possivel a obten¢do de solugdes analiticas. Com base em solugdes dessa in-
tegral, foi desenvolvido um procedimento de resolugdo passo a passo com a a¢ao externa
representada por uma sucessao de segmentos lineares. Apds essa simplificacdo, excetuadas
as aproximagdes da aritmética em ponto-flutuante inerente aos computadores digitais, nao
h4 aproximacdes adicionais, e a acurdcia da solu¢cdo melhora a medida que se reduz o es-
pacamento de tempo adotado na defini¢io dos referidos segmentos. A seguir, com a mesma
representacdo, resolve-se exata e diretamente a equacdo de movimento. A vantagem € a
obtencao de um algoritmo mais simples e de menor volume de cdlculo que o anterior, com
a consideragio das condigdes iniciais a0 movimento.”

Com o presente desenvolvimento, diferentemente das resolugdes recursivas de integrac@o
numérica que serdo apresentadas na proxima subsecao, ndo ha acumulacdo de erros. Assim,
em andlise com qualquer a¢do externa e a ado¢do de um espacamento At suficientemente
pequeno, obtém-se solu¢do com a acurdcia que se desejar.

* Procedimento semelhante foi apresentado por Nigam, N.C. & Jennings, P.C., 1968, Digital Calculation of
Response Spectra from Strong-Motion Earthquake Records, Earthquake Engineering Research Laboratory,
California Institute of Technology, California.
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ft) 4
________ E S B
Afi‘
— f(r)
13
[ i Lty

1AL
1
>

FIGURA 3-7.5 Forca definida por segmentos lineares.

A Figura 3-7.5 mostra representacdo de valores discretos de forca e o espagamento At,
em que se adota a lei linear:

Af,
f(t)=f_,+—1, 0<T<At=t;—t;_,
At (3-7.17)

Logo, como (¢ = 2&m,), a equacdo diferencial do movimento subamortecido toma a
forma:

mii(t)+2Em,u(t)+ku(t)=f;_, +A—fi T
A (3-7.18)
Pode-se verificar que essa equacao tem a solucdo particular:
fi 2EAf; Af;
u, (1) = 12 - E"3 + 2
mo, mo,At mo,At (3-7.19)

Logo, a solucdo completa € a solu¢do complementar (obtida a partir da Equacao 3-3.15
com a troca de t por T) mais a solucao anterior, o que se escreve:

fo _ 2EAL A

2

~Eont .
u(t)=e a, cos(w,T)+a, sin(w, 1))+
(@ : ) mo: moAt moiAt

(3-7.20)

- u(t)= —&mne_é‘”"T (a, cos(®, T)+a, sin(®, 1))
+ e_gm“T ( Af;

mo; At (3-7.21)

—a,0, sin(m,T)+a,m, cos(®,T))+

Além disso, com as condigdes iniciais referentes a atuacdo de Af;, que sdo u;; e Ui,
obtém-se (das duas equagdes anteriores) as constantes:

fiy I 2EAf;

mo. mo)At

nt ox)
ay =—| Uy +&w,a; ————

2
a ma, Al (3-7.22)

111



112 CAPITULO 3 Oscilador Simples Amortecido

ELSEVIER

Em continuidade de resolugdo, com a substitui¢do dessas constantes nas Equagdes 3-7.20
e 3-7.21, com (T=At), obtém-se, respectivamente, o deslocamento e a velocidade no instante

t;, em termos do deslocamento e da velocidade no instante anterior:

u; =a; U +apl — by fi —bpf;
U; = ayU;; +ay,l; — by fi ) —byf;

Nessas solugdes, tém-se os coeficientes:

a; = e Sondt (cos((y)Zl At)+ Son sin((oaAt)j

a
e—&mnAt

ap = sin(w, At)
a

2 —EmnAt

m,e .

2y = ——————sin(w, At)

a

a

ay =e SonM (cos((oaAt)— S, sin((uaAt)j
o

(3-7.23)

(3-7.24)

28

—Em, At 2 _
by = ¢ [(%+ 2;: J cos(ooaAt)+[i+ 2 lj
m O; O,At

sin(maAt)j B

W,

mmiAt

28

3 o, (,oﬁAt
_etond (o 282 —1 sin(, At) 1
=———| > cos(, At) + =5 -
o, At oy At ©,

—&w, At

e
o

m O,

O T3
- 7t
m O, oAt

_a—o,At 2 X
by = 67[ 2% 1j [cos(mam)_ w)

m ®2At

mo;,

. 262 _ 1] (COS (©,A0 Ewy sin(coaAt))
2 a

o, At o,

a

2 e—éo),,At

- R
mm;, At

1

o, cos(m,At) + m, sin(®w,At))— ———
(& (0, At) (0,A) —yy

](&mn cos(@, AL + @, sin(®,At))+

mszt

mm2At

(3-7.25)

Assim, para o instante t;, a solug¢@o é determinada com base no conhecimento dos valores
de deslocamento, velocidade e forga ao final do espacamento anterior, t;_;, € com base na
forca de intensidade f;. Isso é mostrado no Algoritmo 3-7.2, em que o espacamento At é
considerado constante, por facilidade, e em que esta incluida a determinag@o da aceleragéo,

de acordo com a Equacdo 3-7.16."

* Esse algoritmo é indicado para a resolugio das equacdes diferenciais desacopladas obtidas no método de
superposi¢do modal de andlise de modelos de multigraus de liberdade, como serd mostrado na Se¢do 6.2.
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— Estabelecimento de k, m, &, u,, 0, , At ¢ f em cada discretizagdo do tempo.
o,=vk/m, o,=_1-&
— Cilculo dos coeficientes a;, --»a,, e by, ==+ b,, , com as Equag¢des 3-7.24 ¢ 3-7.25.

i=1,2, --- até o nimero total de instantes de discretizagio
w=a,u,+a;u,-b,f,-b,f

U =ay U +ay, U —byfi —byf

i, =(f, - 2&mo, 0, —ku,)/m

ALGORITMO 3-7.2 Resolucao direta por segmentos lineares da acao externa.

3-7.3 Integracao numérica em caso linear

Os procedimentos de resolucio incremental apresentados anteriormente restringem-se
as equacgdes de movimento de osciladores subamortecidos de comportamento linear. Em
resolucdo de equagdo ndo linear com amortecimento viscoso, ndo necessariamente sub-
critico, e em resolucdo de sistemas de equagdes de movimento, lineares ou nao, com o
amortecimento proporcional ou o amortecimento ndo proporcional (que serdo apresentados
no Capitulo 6), os métodos de integracdo numérica sao os mais gerais. Contudo, como em
cada um desses métodos se arbitra uma lei de deslocamento, velocidade e/ou aceleracao
(em cada espacamento At) aproximativa a solugc@o exata, tem-se acumulacao de aproximagdes
que pode provocar inconvenientes de instabilidade numérica, de amortecimento numérico e/
ou de alongamento de periodo.” O primeiro inconveniente se caracteriza pela amplificaco
artificial da amplitude da oscilag@o ao longo do procedimento incremental, até que a solucio
passa a nao ter significado fisico. O segundo € o inverso do primeiro, trata-se de reducdo da
amplitude sem correlagdo com o amortecimento estabelecido para o sistema. O terceiro
inconveniente tem nome autoexplicativo. Naturalmente, com a redu¢@o do espacamento At,
esses inconvenientes sao evitados.

Os métodos de integragdo numérica podem ser explicitos ou implicitos. Nos primeiros, a
solugdo referente a cada instante € obtida com a condicao de equilibrio do instante anterior
e, portanto, a resolu¢io em determinado instante ndo requer valores do mesmo instante. Nos
métodos implicitos, a condi¢do de equilibrio em cada instante fornece a solucdo referente ao
mesmo instante e, portanto, a resolucdo requer um ou mais valores referentes a esse instante.
Entre os primeiros, destaca-se o método por diferenca finita central e, entre os ultimos, so-
bressaem-se 0 método de Newmark de aceleracdo constante e o método de Wilson 6, todos
detalhados a seguir para o caso do oscilador simples.

3-7.3.1 Método por Diferenca Finita Central

Diferenca finita € um classico método numérico de resolucdo de equagdes diferenciais
que se baseia em substituicdo dos operadores de derivacio por expressdes algébricas com
valores discretos da(s) varidvel(eis) dependente(s).

* Como esses métodos sio baseados em distintas leis de aproximacio, cada método tem peculiaridades proprias,
e o sucesso de um método depende de sua simplicidade e de aplicabilidade segura, principalmente em modelos
de multigraus de liberdade, como serd tratado na Secao 6-4.
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Um caso particular € a resolugdo por diferenca finita central, que utiliza a aproximacdo
de derivada primeira ilustrada na Figura 3-7.6 e que se escreve para o instante t;:

Wi — Ui
' 2At (3-7.26)
u(t) 4 Ea U =lga
i —’/'__.--langcmc
t
[ Lt tis1 -
LAt At |t

FIGURA 3-7.6 Aproximacao da derivada primeira no instante t;.

A derivada segunda é determinada com base na aproximacao anterior, como se segue:

= U2 — Uiy S o= (Ui = /At —(u; —u; /At S i = Uiy —20; + U

At At A (3-7.27)

Com a substituicdo das duas udltimas aproximagdes na equagdao de movimento particu-
larizada ao instante t;

mi; +cu; +ku; =1 (3-7.28)
e ap6s a organizacgdo das diversas parcelas, obtém-se a expressdo algébrica
m'u, =1 (3-7.29)

Nessa expressdo, tem-se:

fi=f; _(k_Z_Hzl)ui _(ﬂz—i)uiq
At A" 2At

onde m' e f; sdo chamados, respectivamente, de pseudomassa e de pseudoforca estdtica.

(3-7.30)

Logo, a partir da Equacao 3-7.29, obtém-se a solucdo de deslocamento referente ao instante t;, ;:

fi
Uiy = o

(3-7.31)
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Essa solucdo € obtida com resultados de dois instantes anteriores, o que caracteriza
integragdo explicita. Requer, portanto, para inicio do procedimento de integracdo, o des-
locamento inicial e um deslocamento ficticio em (t = —At). Esse tltimo é obtido com base
nas condig¢des iniciais u, e 1u,, € na equacdo de equilibrio dindmico no instante inicial, o
que permite escrever a aceleragdo inicial

ﬁo = (fo - Cﬁu - kuu )/m (3-732)

Além disso, com a particularizacdo das aproximagdes expressas nas Equacdes 3-7.26 e
3-7.27 ao instante inicial e a correspondente resolu¢do em termos do deslocamento em —At,
obtém-se:

u = u, - 8,At+ ,AC /2 (3-7.33)

Com as férmulas anteriores, constréi-se o Algoritmo 3-7.3:

— Especificacio de k,m, &, u_, u,, At e f;em cada discretizagio do tempo.
Seu,=0 e u,=0 — i,=0
Seu,#0 ou u,#0 — i,=(f,—cu,—ku,)/m
o,=vk/m , c=2Emao,
. .2 ,_ m c
aux =u, —u At+i At"/2 , m_F+E
— i=0,1,--- até o nimero total de instantes de discretizacio

PO (S ) M T
At At™ 2At

Uy =

aux =

5
m'
y;

— Além disso, caso seja de interesse determinar a velocidade e a aceleracdo:

— i=1,2, - até o nimero total de instantes de discretizagdo

5 o i — Ul
: 2At
£ At?

ALGORITMO 3-7.3 Método de integracao por diferenca finita central.

Como todos os métodos explicitos, o por diferenca finita central é condicionalmente
estavel, cuja estabilidade numérica € garantida com espacamento de integracio que atenda

a condicao:
73

Essa condicao, contudo, ndo coloca o presente método em desvantagem frente aos
métodos implicitos no presente caso de osciladores simples, porque, com qualquer que seja
o método, € necessario adotar:

115
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6139

para se obter uma razodvel representacdo de histérico de deslocamento.

3-7.3.2 Método de Newmark
Newmark apresentou uma familia de métodos de integragdo numérica das equagdes de
movimento de modelos estruturais, com as seguintes expressoes: 3(’

{ U=, + ((1 =Yy +y i )At
u;=uy, + 0, At+((1 /2 - B, +Bii; ) At
LU At+((1/ 2= By, +Bii ) (3-736)
onde os parametros y e 3 s@o estabelecidos com o objetivo de influir na estabilidade
numérica e na precisao da solucdo. Com (y=1/2) e (3 =1/6), recai-se em aceleracdo linear em
cada espacamento de tempo. Com (y=1/2) e (B =1/4), tem-se aceleracdo média (constante)
nesse espagamento, que é o caso detalhado a seguir, referido simplesmente como método de
Newmark. Esse método se mostra vantajoso porque € simples, incondicionalmente estavel
e ndo introduz amortecimento numérico.

Para o espacamento (At = t;—t;_;), arbitra-se a aceleragao:

(1) =%<ﬁi i)

(3-7.37)

em que (0<t<At), como ilustra a Figura 3-7.7.

fi(t) 4
rall
ii(t) //
__—/ e
. WG+, )2
Ui
L
A tp b -
T
At

FIGURA 3-7.7 Média da aceleragao no espacamento de tempo.

* Newmark, N.M., 1959, “A Method of Computation for Structural Dynamics”, ASCE, Journal of the Enginee-
ring Mechanics Division, vol. 44, pp. 67-94.
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A integracgdo analitica da equagao anterior fornece as seguintes expressoes de velocidade
., . . . 37
e de deslocamento, em termos da varidvel T medida a partir do instante t;_;:

. . u; +U;_
ut)=u_, +——=L1
2
. U; +U;_
w(t)=u, +0,,T+———L1°
4
. .. U + U
Ueop =0; =0, +—— LAt
U+,

e =U; = U, + 0 At+——— L At?
4 (3-7.38)

Com base nesses resultados, obtém-se as seguintes expressdes de aceleragdo e de velo-
cidade, correspondentes ao i-€simo instante:

4
O; =—1i;_, (u; —u_y — 0 At)

+ [R—
At?

2
U =—0 +—(u; — i)
At

(3-7.39)

Logo, com a substituicio dessas expressdes na condi¢do de equilibrio no referido instante
(vide Equacdo 3-7.28), obtém-se a equacao algébrica:

(3-7.40)
Nessa equagdo, tem-se:
k'=k+ o 2¢
At” At
. 4u,, 4u;_ . 2u;_
f, :fi+m(ij-l_1+ Sty u21)+c(ui_1+ ° 1)
At At At
(3-7.41)

onde k' e f;' sdo denominados, respectivamente, pseudorrigidez e pseudoforca estdtica.

Assim, com a Equagdo 3-7.40, obtém-se a solucdo de deslocamento correspondente ao
i-ésimo instante:

i
Kk’ (3-7.42)

u;

que, juntamente com as solugdes do instante anterior, u;_j, U;_; e li;_j, fornece através da
Equagdo 3-7.39 a velocidade u; e a aceleragao ii;.

z : z: . 38
Logo, com base nas férmulas anteriores, constrdi-se o Algoritmo 3-7.4 que se segue.

*7 Pode-se verificar que essas expressdes sio também obtidas com o estabelecimento dos valores (y=1/2) e
(B=1/4) na Equagao 3-7.36.

* Relembra-se que, para se obter boa representacio da resposta de deslocamento, deve ser atendida a condigdo
estabelecida na Equacao 3-7.35.
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— Especificagio de k, m, &, u,, u,, At e f;em cada discretizagio do tempo.
Seu,=0 e o0,=0 — i, =0

Seu,#0 ou u,#0 — i, =(f,-cu,—ku,)/m

4m 2c

_2 + S

At At

—= i=1,2, --- até o nimero total de instantes de discretizacdo

f'=f +m [ii,-, +m+4—“iij+c [uil + 2‘“-‘]

o, =+vk/m, c=2&mao, k'=k+

At At? At
u, =f/k'
ul = _ui—] + t (ui _u]—l)
i, =—i, ,+ (0, —u;_, —1u,  At)

ALGORITMO 3-7.4 Meétodo de Integracao de Newmark.

3-7.3.3 Método de Wilson 6

O método de integragdo de Wilson 6 é uma generalizacdo da integracdo de Newmark de
aceleragdo linear, porque adota essa lei no espacamento estendido de tempo (t_; < t <t,_| + 0 At),
como esclarece a préxima figura.” O valor de 0 & estabelecido com o objetivo de se obter
estabilidade numérica e, portanto, se diz que esse método é condicionalmente estdvel. Ex-
perimentos numéricos mostram que, em caso de sistemas de equagdes de movimento, o método
é estavel com 6> 1,37, sendo usualmente utilizado (§=1,4) por sugestio de Bathe & Wilson."

ii(t) 4
,1\
1i(7) A
#, p )
. Up
ul
i
t
t, i1 -
; T i
L to=1,10At
i At ¢
FIGURA 3-7.8 Aceleracao linear em espacamento estendido de tempo.
Para 0 < 1T < 0 At, escreve-se a lei de aceleracdo linear:
() = i,y + (g — iy ) —
— Ui-1 o Yia ) ——
At (3-7.43)

¥ Wilson, E.L., Farhoomand, 1. & Bathe, K.J., 1973, Nonlinear Dynamic Analysis of Complex Structures, Earth-
quake Engineering and Structural Dynamics, vol. 1, pp. 241-252.

“ Bathe, K.J. & Wilson, E.L., 1973, Stability and Accuracy Analysis of Direct Integration Methods, Earthquake
Engineering and Structural Dynamics, vol. 1, pp. 283-291.
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Com a integracdo dessa lei, obtém-se:

2
U(T) = Uiy + U T+ (lip — Uiy ) ——

20 At
7? T’
U(T) =u;;+ fli,lT+ﬁi,| ?‘l‘(ije _ﬁi—l ) 66—A
t (3-7.44)
e =il = 1, + (i i) 02
- ’ At?
Uqgga = Ug = Uy +1U; O At+ (g +2iii,1)92 —
(3-7.45)
A resolugio do sistema anterior fornece as seguintes solugdes do instante (tg =t;_; +OAt ):
6 6
Ug=——(u —U;_ ——lli_ —2i.ii_
0 = giar (e T U T gy e '
. 3 . OAt ..
Ug=—(ug—u;)—20,,, ———U;_
) O AL ( 0 1) 1 ) 1
(3-7.46)

Por outro lado, com (fy=fi_; + 0(f;—f,_;)), escreve-se a condi¢do de equilibrio referente
ao instante ty:

| milg +citg +kug =iy +6(f, —fi_)) | (3-7.47)

Logo, com a substitui¢do, nessa equagao, da velocidade e da aceleracio expressas ante-
riormente, chega-se a equacao algébrica:

(3748)

em que ocorrem a pseudorrigidez e a pseudoforca estatica:

K=kt oy 3¢
0°AC  BAC
£ =f +O(F —fi)+om| ety Doty Ui | [ OAy oy 3%
3 BAC BAC 2 B AC
(3-7.49)

A ssim, a partir da Equacdo 3-7.48, obtém-se a solugdo de deslocamento correspondente
ao instante ty:

fil
Uy :l:

(3-7.50)

Resta determinar as solucdes de deslocamento, velocidade e aceleragdo referentes ao
instante t;. Para isso, faz-se (t=At) nas Equacdes 3-7.44 e 3-7.43, de maneira a obter:

U = Uy +(lg — ﬁi—l)6

. . . R At
U; =Wy + U At+ (g — Uiy ) 20

2 2
Uy = 0+ At A7t+(iie —ﬁi,,)A—te
6 (3-7.51)

119
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e dessas expressdes obtém-se as solugdes procuradas para o i-€simo instante:

L B S +(1—§)ﬁ.
i G3A[2 0 i-1 ezAt i-1 e i-1

. At .. .
0 =0, +7(ui +1;)

A
u; =u;_ +Atu, +?(ui +21i;)

(3-7.52)

Com base nas solucdes correspondentes ao instante t;_; € com o deslocamento uy, obtém-se
as solugdes para o instante t;. Assim, semelhantemente ao mérodo de integragcdo de Newmark,
constréi-se o Algoritmo 3-7.5.

— Especificagio de k, m, &, u,, 0, , At e f;em cada discretizacio do tempo.
Seu,=0 e u,=0 — ii,=0
Seu,#z0 ou u,#0 — i, =(f, —cu,—ku,)/m

6m 56
o =+k/m, c=2&fmw, k'=k+——+—
" ma, 0’At° QAL
— i1=1,2, - até o nimero total de instantes de discretizagio
= ij'i— l-li7 u; O AL . . 3“;,
£ =f,_ +0(f, —f_ )+ 6m[—3—‘+e—A‘t+ BzAlz ] +c [Tui'l +210,, +EELJ
i
Ug=—
0T

ii——6 (ug—u )——6 u +(1—£]ii
i 63 At2 0 i-1 92 At i-1 9 i-1

. At
uizui—1+?(ui+ui-l)
2

u, =u,_ +At ﬁi_l+—6"(ﬁi +2ﬁi-1)

ALGORITMO 3-7.5 Meétodo de integracao de Wilson 6.

EXEMPLO 3-7.2

Para verificar o desempenho dos métodos de integracdo apresentados anteriormente, obtém-se
as respostas do deslocamento do oscilador simples utilizado no Exemplo 3-7.1, sob a forga har-
ménica (f(t) = 4,474-10°o0s(10t)) em newtons e, separadamente, sob a forca de impacto que
foi representada na Figura E3-7.1a. Esse oscilador tem as caracteristicas (k = 130,46-10°N/m),
(m = 456,05-10%kg), (¢=0,03) e (T, = 1,175s). E para quantificar a precisdo das solugdes dos
referidos métodos em relacé@o a uma solugao de referéncia, define-se a norma

o 1/2

n’pontos )

Il dif ll= ( z (ui—dc referéncia ui—aproximado) J
i=0

Quanto a anélise com a for¢ca harmodnica, adotou-se inicialmente o espagcamento
(At=0,1s=T,/10) . Na Figura E3-7.2a estao representados os correspondentes histéricos de des-
locamento nos dois primeiros segundos, obtidos com a solugédo exata expressa na Equagdo 3-4.10
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FIGURA E3-7.2a Histéricos de deslocamento sob a forca harmdnica, com At = 0,1s.
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FIGURA E3-7.2b Histéricos de deslocamento sob a forca harmdnica, com (At = 0,01s).

(em linha continua e representa apds a troca de sinal), com a integragdo por diferenga finita cen-
tral (em trago-ponto), com a integragdo de Newmark (em linha pontilhada) e com a integragéo de
Wilson 6 =1,4 (em linha tracejada). Quanto a norma de diferenga em relagdo a solugdo exata, foram
obtidos os valores 0,245, 0,340 e 0,478, respectivamente, para as integragdes por diferencga finita
central, de Newmark e de Wilson 6 =1,4. Com a adogao de (6=1,0), obteve-se 0,209 para a norma
de diferenga, valor este que é menor do que no caso das duas outras resolu¢des numeéricas, o que
é natural, dado que a lei de aceleragao € linear.

Para evidenciar a influéncia do espagcamento de tempo, a seguir esté@o representados os histéricos
de deslocamento com a mesma forca harmonica, mas agora com o espacamento (At = 0,01s=
T,./100). Esses histéricos sdo graficamente coincidentes e foram obtidos os valores 2,096-107,
4,149-10° e 4,865-107 para a norma de diferencas em relagéo a solucdo exata, respectivamente,
com as resolugdes por diferenca finita central, de Newmark e de Wilson 6 =1,4.

Essas diferencas e as obtidas com o espagamento (At = T,/10) comprovam que a acuracia dos

diversos métodos depende do espacamento de tempo adotado.
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Quanto a forca de impacto, a Figura E3-7.2c mostra os histéricos de deslocamento nos dois
primeiros segundos, obtidos com a adocédo do espacamento (At = 0,005s) na resolugéo direta
por segmentos lineares da excitagdo e nos métodos por diferenga finita central, de Newmark e de
Wilson 6 =1,4. Vé-se que ocorreu coincidéncia de representagdes, o que confirma a adequagao das
integracdes numéricas utilizadas.

u(t) m
0,05

0 N\

—0,05

0 0,5 1 1,5 2s

El

FIGURA E3-7.2c Histéricos de deslocamento sob a forga de impacto, com (At = 0,005s).

Além disso, tendo-se como referéncia a resolugado direta por segmentos lineares, foram obtidos,
para as normas de diferenca, os valores 8,284-10%, 1,420-107 e 3,052-10°, respectivamente, com
os métodos por diferenca finita central, de Newmark e de Wilson 6=1,4.

EXEMPLO 3-7.3

Na idealizagao da viga em balango do Exemplo Proposto 2-6.5 em oscilador simples obtém-se as
propriedades (keq = 388,89kN/m) e (meq = 360,42 kg). Agora, com o amortecimento de (§=0,02)
e sob a forca externa esquematizada na Figura E3-7.3a nos casos de (t4 = 0,45s) e (ty = 0,045s), sao
determinados os histéricos de deslocamento da extremidade livre.

f{t) em kN
fit)
l 10

T, =0,191s

t 2 5 tem s

FIGURA E3-7.3a Viga em balanco sob forca em rampa e em degrau.

No caso de (t3 = 0,4s), adotou-se inicialmente o espagamento (At = 0,01s=T,/19,1). Foram
obtidos os histéricos mostrados na Figura E3-7.3b, em que as representacdes em linha continua,
em trago-ponto e em pontilhado se referem as solugdes obtidas, respectivamente, com a resolucéo
direta por segmentos lineares, com a integracdo por diferenga finita central, com a integragcdo de
Newmark e com a integragdo de Wilson 0 =1,4.

Observa-se, na figura anterior, que, embora as amplitudes méximas de oscilagéo fornecidas pelas
integracdes numéricas sejam praticamente coincidentes com as da resolucéo direta, os histéricos
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obtidos com essas integracoes tém alongamento de periodo. Com o espacamento (At = 0,001s=T,/191),
todas as solucdes passaram a ser graficamente coincidentes, como representado na Figura E3-7.3c.

u(t) m
0,02
L R AR R e e
' | | f\l\;mi‘i ;ﬁ\[]\“f’i‘//‘vf’%
|
0,02 ;
0 ] . 3 4 58

FIGURA E3-7.3b Histéricos de deslocamento no caso de (t; = 0,04s) e (At = 0,01s).

u(t) m
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0,02 y

0 1 2 3 4 58

FIGURA E3-7.3c Historicos de deslocamento no caso de (t; = 0,04s) e (At = 0,001s).

As figuras E3-7.3b e E3-7.3c mostram que o deslocamento aumenta continuadamente com o
trecho da forga em rampa, até permanecer praticamente com o valor do deslocamento pseudoestatico,
u=10/388,89=0,026m, durante a atuagao do patamar da forca. Esse aumento evidencia aplicacéo
lenta de forca em relac&o a capacidade de oscilagéo do sistema. No caso de (ty = 0,04 s), que corres-
ponde a uma maior inclinagao da forgca em rampa, recai-se em forca de impacto, e o sistema oscila
em torno da configuracdo estética até o final da atuacgéo da for¢a, quando entdo passa a oscilar em
torno da configuragdo neutra, como mostra a Figura E3-7.3d.

u(t) m
0,04

0,02 NWW
0 N\/\/\J\

0,02

>

~0,04

0 1 2 3 4 5s

FIGURA E3-7.3d Histéricos de deslocamento no caso de (t; = 0,04s) e (At = 0,001s).
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Os algoritmos de Newmark e de Wilson 6 t€ém a mesma estruturagdo, o que permite
tratamento uniforme em uma mesma programacgdo. Com esse objetivo, para a integrag¢do
de Newmark definem-se as variaveis:

0=1 , a,=4/AC , a,=2/At
a,=1 , a;=2a,
2:=0 . 2=l (3-7.53)

Ja para a integracdo de Wilson 6, estabelecem-se as varidveis:

0=14 , a,=6/OAt)? , a, =3/(0At)

a,=2 , a;=2a,

a,=0At/2 , as=a, (3-7.54)
Com as varidveis anteriores, t€ém-se para ambos os métodos a pseudorrigidez e a pseu-

dofor¢a estética:

{k'=k+a0m+alc

£ =0f +f_,(1-0)+m(a,ii;_; +a;0;_; +agu;_;)+c(a,ii_, +asi;_; +a;u;_) (3-7.55)

com validade das Equagdes 3-7.40 e 3-7.39 da integracdo de Newmark, e das Equagdes
3-7.48 e 3-7.52 da integrac@o de Wilson 6.

3-7.4 Integracao numérica em caso nao linear

Como ilustra¢@o de ndo linearidade, considera-se inicialmente o péndulo simples mostrado
na Figura 3-7.9, cuja equagdo de movimento foi expressa na Equagdo 1-5.1 e que se repete:

mé*0+mglsin6=0 (3-7.56)

Forga restitutiva/(mg €)

1,5 T T T ]
1,0 e e
t’ oo-"“"-
05+~ _
0 | | |
0° 20° 40° 60° 80°

FIGURA 3-7.9 Forca restitutiva gravitacional versus angulo de inclinacao do péndulo simples.

A equag@o anterior € ndo linear e foi linearizada na Subsec@o 1-5.1 com a aproximagao
(sinf=0). Alternativamente, com o desenvolvimento em série de poténcias:
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315 7 (3-7.57)

e, considerando apenas os trés primeiros termos dessa série, a referida equagdo toma a
forma:

3 5
m?*0+mgl 0-2+9 Lo
6 120

(3-7.58)
em que o segundo termo do primeiro membro é a forca restitutiva gravitacional.”'

Essa forca, em normalizacdo com respeito a mg¢, estd mostrada na parte direita da figura
anterior. A representacdo em pontilhado diz respeito a parte linear. A em linha continua é
a da parcela de dois termos, que € do terceiro grau, e a em tracejado, a da parcela de trés
termos, que € do quinto grau. Nota-se que o comportamento ndo linear comega a se exibir
aproximadamente a partir de 20°, com a redug¢io da forga restitutiva comparativamente a
do comportamento linear. Portanto, com oscila¢des maiores do que 20°, o péndulo nao é
iscrono.

Considera-se, agora, o oscilador simples representado na parte esquerda da Figura 3-7.10,
em que atua, sobre a massa e a partir de u(t) > u', a mola de constante k,. A correspondente
forga restitutiva eldstica estd representada na parte direita da mesma figura, em caracterizacio
de comportamento ndo linear por modificacdo de contato.

Forca elastica
A

FIGURA 3-7.10 Enrijecimento de oscilador simples por modificacao de contato.

Até a presente subse¢do, as forcas de inércia, de amortecimento e eldstica foram con-
sideradas proporcionais, respectivamente, a massa, ao coeficiente de amortecimento vis-
coso e a constante de mola, o que caracteriza material de comportamento linear. Contudo,
comportamentos ndo lineares podem ocorrer em estruturas.

A seguir, sdo detalhados métodos de integragdo numérica da equacio de movimento do
oscilador simples, no que concerne a ndo linearidade da forca restitutiva eldstica, inicialmente

! Observa-se que o procedimento de lineariza¢io corresponde a reter apenas o termo linear da expansdo em
série e se aplica em caso de os termos de ordem superior terem influéncia desprezivel no fendmeno fisico.

I
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apenas através de modificacio da rigidez e, posteriormente, com um procedimento iterativo
de corre¢do da condigdo de equilibrio em cada instante de integragdo.

3-7.4.1 Método por diferenca finita central

Pelo fato de o método de integracdo por diferenga finita central ser explicito, a solu¢do
referente ao instante t;,; ¢ obtida com a condic¢ao de equilibrio do instante anterior em que
se tem a rigidez tangente k; dependente do deslocamento u(t;), como ilustra a Figura 3-7.11.

Forca elastica

A ,_Ikll

—

ye

FIGURA 3-7.11 Forca elastica versus deslocamento, em comportamento nao linear.

Com essa rigidez, a pseudoforca estdtica expressa na Equacao 3-7.30 modifica-se para
a forma:

fi=f - (k‘. _2—n21)ui - (%—L)ui—l
At At™ 2At (3-7.59)

E como ndo h4 alteracdo da pseudomassa, mantém-se a Equacao 3-7.31 da solucdo de
deslocamento referente ao instante t;,;, Equacdo 3-7.31, que se repete:

fi
Ui =—

m' (3-7.60)

Naturalmente, a acuracia do método aumenta com a reducéo do espacamento de tempo
adotado.

3-7.4.2 Método de Newmark

No método de integragdo de Newmark, por se tratar de um método implicito, a solu¢do
referente ao instante t; € obtida com a condic@o de equilibrio desse mesmo instante, o que
requer coeficiente de rigidez dependente do deslocamento desconhecido u(t;). Por essa razao,
opera-se com incrementos de deslocamento. Para isso, escreve-se a equagdo de movimento
referente ao instante t;_;:

fifiot + it + fegin = finy (3-7.61)
e a equacdo referente ao instante t;:

fi + i +fegi =16 (3-7.62)
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Com a subtragdo dessa tltima equacéo pela peniltima, obtém-se os incrementos de forca:

Afin\i +Afa\i +Afel\i = Afl

(3-7.63)
onde
Afin\i = Linji _fin\H
Afa\i = fa\i _fa\i—l
Afd\i =L _fe€|i—l
Ay =fi ~fi- (3-7.64)

Assim, com a aproximacgdo de que o coeficiente de rigidez k;_; se mantenha constante
durante o espagamento (At = ti—t;_;), escreve-se:

Afin|i =mAl;
Afy; =c Al
Al =l A (3-7.65)
onde
Al; =1; — U, U; =u;, + Ay
Au =10, -0, o )0 =u +AG
Au; =u; —u;, u; = U, +Auy; (3-7.66)
Chega-se, assim, a equa¢do de movimento incremental:
m Aii; +c AU, +k,_ Au; = Af; (3-7.67)

Para a resolucdo dessa equag@o, tem-se com base na primeira das expressdes da Equagio
3-7.39:

i Ay =i (Aw, — 0 A) > Al =2+ (Au, — A
At At (3-7.68)

De forma semelhante, a partir da segunda das expressdes da Equagdo 3-7.39, tem-se:

1‘1;,,+A1’1i=—i1i,1+—2—Aui - Aui=—2akr+££Am
At At (3-7.69)

Logo, com a substitui¢do das Equacdes 3-7.68 e 3-7.69 na equagc@o de movimento in-
cremental que antecede a essas expressoes, obtém-se:

| <2 (Au, — i, A0 [+ 20, + = Au, |k, Au, = Af
At At

- (3-7.70)

onde

k, =k, +—+—

Af; = Af + m(Z Ui+ % U J+ 2 cuy,

(3-7.71)

127
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A resolug@o da Equagdo 3-7.70 fornece o incremento de deslocamento:

I

Au; =—
ky

(3-7.72)

Assim, com as férmulas anteriores, constréi-se o Algoritmo 3-7.6:

— Especificacio de k, m, &, u_, a,, At e fjem cada discretizacio do tempo.
Seu,=0 e u,=0 — i,=0
Seu,#0 ou u,#0 — ii,=(f,—ci,-ku,)/m

o, =vk/m, c=2Emw,

— 1=1,2, --- até o niimero total de instantes de discretizacio
! 4m 2c
Afi :fi_fi—l‘ k[i =kli—1 +A—tl+E
T (€ T RO I D S
At : k,
X . 2 " - 4 X
Al =-=-21, +EAui . All, =21, +F(Aui -1, , At)
W= A, u; =1, + Ay, , i =, + A

ALGORITMO 3-7.6 Meétodo de integracao de Newmark com incrementos de deslocamento.

3-7.4.3 Método de Wilson 0

O método de integracdo de Wilson 0 € também implicito, para o qual, de forma semelhante
a expressdo da Equagdo 3-7.67, escreve-se a equacdo de movimento incremental:

m Aﬁgi SEC Al’lei TF k‘i—l AUQi = Afgi

(3-7.73)
em que se considera:

U roac = Ug = lij_; + Alig

U, oAt = Ug = Uj_1 + Alg

U, +0ac = Ug = Uj_1 + Aug;

fi . roat = fo =iy + Afp; (3-7.74)

Para a resolucdo da equac@o de movimento anterior, tem-se, com base na segunda das
expressoes da Equacdo 3-7.45:

0> At*

Ui + Aug =y + 0 0 A+ (i, + Al +21;)

0% At? 0% At?
— Aug =0AtG;,_ + — U + — Aliy;

.. 6 . 0°AL
— Alig =W (Auei —0Atu,_, — 5 uilj

(3-7.75)

De forma semelhante, com base na primeira das expressoes da Equacdo 3-7.45 tem-se:



I
3-7 Vibragéo sob forca aperiddica 129

ELSEVIER

. . . .. . . LOAt . .. OAt | ..
Uiy +Alg =0 + (Ui +Alig +1i ) —  — Aug =0Atl;, —TAuei

(3-7.76)
Além disso, com a substitui¢do da Equacao 3-7.75 nessa tltima expressao, obtém-se:

2 2
Aty =0 A, +— | Aug —0 At — 2§
Al 2

— Aug = iAuei =30, —% Uiy
oA 2 (3-7.77)
Logo, com a substitui¢do das Equacdes 3-7.75 e 3-7.77 na Equacdo de movimento 3-7.73,
obtém-se:

6 0’ At? 3 0 At
m——| Aug —OAtU,_, ————U,_; | +c| — Aug — 30, ——— U, | +k, , Aug = Afy;
UV (P

> [fdne =0

(3-7.78)
onde
k‘li =K %+3_C
0°At" OAt
Af) = Afy +m| =i, +36, re[30,,+2%%,, )
0 At 2
(3-7.79)
A resolugdo da Equagdo 3-7.78 fornece o incremento de deslocamento:
Aug = A—f‘
i (3-7.80)

Com as férmulas anteriores, constréi-se o Algoritmo 3-7.7:

— Especificacdo de k, m, &, u_, 0, , At e f;em cada discretizacdo do tempo.
Seu,=0 e u,=0 — U, =0
Seu,#0 ou u,#0 — i, =(f, —cu,—ku,)/m
o,=vk/m , c=2fmaw,
— i=1,2, --- até¢ o numero total de instantes de discretizagéo
| 6m 3c
Afg, =0(f, —f,_)) , k. =k, +—=—+—
Bi ( i 1—1) 4 Li—1 B'ZAtZ 0 At
Af = Afy; +m iﬁi_l +3ii, , [+e| 30, +%ﬁi_, . Aug = Afi
B At 2 k.
. 6 R VN
Alig, =———| Aug, —0Atu,_, — u;_
oy

R 3 . At ..
Auy =—Aug —30,_ ——1i.
Bi e Bi i-1 2

At

Aug o 5 Aug, w e
991 5 = 0’ w =0+

Al
o
U, =u, + !

(]

ALGORITMO 3-7.7 Meétodo de integracio de Wilson 6 com incrementos de deslocamento.
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3-7.4.4 Procedimentos iterativos

Nas trés resolugdes incrementais anteriores, a solugdo referente a cada instante de in-
tegracdo foi obtida com a rigidez tangente do instante anterior, o que acarreta acumulagdo
de aproximacdes ao longo da determinag@o de histérico de resposta. Correcio ao equilibrio
em cada instante pode ser feita em procedimento iterativo, como o de Newton-Raphson"
que, na chamada forma modificada, € ilustrado na Figura 3-7.12.

For¢a restitutiva

—_

Y=

NI I )
A AW A

1 ! ii &

Au.

FIGURA 3-7.12 Procedimento iterativo de Newton-Raphson modificado.

Para o instante t; e no método de integracdo de Newmark, obtém-se, como primeira etapa
de procedimento iterativo, o incremento de deslocamento:

k Au’ =Af, - Au” _ah
Ky (3-7.81)
com ki, e Af; definidos na Equagdo 3-7.71.

No método de integragdo de Wilson 6 e em determinacao do incremento de deslocamento
0Au;", utilizam-se as Equagdes 3-7.78 e 3-7.79.

Com o incremento anterior e a lei da forga restitutiva versus deslocamento, como mostra
a referida figura, identifica-se a forca desequilibrada:

AE = Af, - AR (3-7.82)

Com essa for¢a, obtém-se um novo incremento de deslocamento:

* Denominagio em homenagem ao matemdtico inglés Joseph Raphson (1648-1715) e a Isaac Newton, que
utilizaram esse método em determinag@o de raizes de fungdes de valores reais.
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K Au® ALD 5 Au® = AT
K (3-7.83)
ao qual se associa a nova forca desequilibrada:
AR = AR — AF® (3-7.84)

E com essa forca, obtém-se outro incremento de deslocamento:

AP =Af) - au® =2
K (3-7.85)
e assim por diante.

Dessa maneira, na I-ésima iterag@o tem-se o incremento de deslocamento referente ao
instante t;:

1
Au; = 2 Au?
= (3-7.86)

e o procedimento deve ser interrompido ao se atingir uma certa tolerancia de convergéncia,
como por exemplo:

Au

i

Au

< tolerincia

(3-7.87)

Chega-se, assim, ao deslocamento, que diz respeito ao instante t;:

a7s8)

E simples incluir esse procedimento iterativo nos dois dltimos algoritmos e estendé-lo a
modelos com diversos graus de liberdade. Contudo, em se tratando do oscilador simples, o
presente procedimento € indicado apenas em caso de nao linearidade moderada. Isso porque,
com ndo linearidade severa, a convergéncia pode ser lenta ou ndo ocorrer. A alternativa &,
entdo, utilizar o procedimento de Newton-Raphson ndo modificado, que se caracteriza pela
atualizacdo do coeficiente de rigidez em cada iteracdo, como ilustra a Figura 3-7.13.

Através da observacdo das Figuras 3-7.12 e 3-7.13, evidencia-se a superioridade de
convergéncia do procedimento de Newton-Raphson ndo modificado. Contudo, a extensdo
desse procedimento a modelos de muitos graus de liberdade requer volume de cdlculo muito
mais elevado do que com o procedimento modificado, o que pode vir a oferecer dificuldade
de processamento computacional.

Ja com o método por diferenca finita central, uma vez que a solu¢do em cada instante
¢ obtida com a condicao de equilibrio do instante anterior, ¢ mais indicado utilizar apenas
iteragdes em cada instante de integracdo. Para isso, a partir da segunda iteracao, substitui-se
arigidez tangente pela rigidez secante, como ilustra a Figura 3-7.14. O procedimento deve
ser interrompido na iteragdo em que seja atingida uma tolerancia de convergéncia. Essa

I
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tolerancia pode ser em termos do incremento de deslocamento, do deslocamento total ou da
forga restitutiva. Para o caso do deslocamento total, por exemplo, estabelece-se se a condicao:

’ [0))
i+l

< tolerancia

W]
(3-7.89)
Forga restitutiva
A
] S B
Af(z) r /-"‘ R Afdi
di : FR T AF®
Afi ," ! E E | 1
(1) . ' , : 1
Af; y | ; o
i1 5 F
| 5 E
' : ' P u
] u; -

Ui n i 9 3!
- Au(l-) A ;Au(i)j

1

Au.

1

FIGURA 3-7.13 Procedimento iterativo de Newton-Raphson nao modificado.

Forca restitutiva
'y
_lk(l) ,.ﬂk(iz).r—'lkﬁ)
1 ot '1“,-’ 1™
Y Rt AT
= '
: ' ]
% SR B
7 Sl o '
o ! o '
£ P '
| i !
1 | ] i '
] il ' ] ]
1 ' i ! "
1 : : 1
1 \ ] ' !
] . ] 1
| : ! : u
(1) 2 "
uj u o ugh ) ue

FIGURA 3-7.14 Procedimento iterativo com modificacao da rigidez.

Assim, a eficdcia e a acurdcia de cada procedimento iterativo dependem da ndo linearidade
e do espagamento de integracao.
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3-8 CONTROLE DE TRANSMISSAO DE VIBRAGCAO

Estruturas podem ser excitadas através do movimento de suas bases ou suportes, como
devido a terremotos, explosdes subterraneas e trafego, assim como estruturas veiculares sdo
excitadas ao se deslocarem em pisos irregulares. De forma inversa, vibragcdes provenientes
de equipamentos instalados em estruturas podem ser transmitidas as correspondentes bases
e se propagar no meio exterior. Em ambas as circunstancias, as vibragcdes devem ser con-
troladas para se evitar dano nas estruturas e correspondentes bases, como também para ndao
afetar a utilizac8o das mesmas, que € o caso do conforto de seus usudrios e/ou do desgaste
de pecas e mau funcionamento de equipamentos sensiveis a vibragdes. Em resumo, esse con-
trole objetiva reduzir a transmissdo, eliminando-se efeitos indesejaveis. E isso pode ser feito
através de modificagdo da fonte excitadora, de alteracdes da estrutura, como também através
de isoladores de base ou com a adi¢@o de dispositivos especiais que absorvam vibragdes.

Os isoladores de vibracdo sao usualmente molas metélicas, suportes constituidos de elas-
tomeros (naturais ou sintéticos) ou dispositivos metdlicos com partes que se deslocam entre
si. E esses isoladores sdo classificados como passivos ou ativos. Os primeiros convertem
energia cinética em calor, absorvem vibracdes ou transferem energia entre modos naturais de
vibracdo." J4 os dispositivos ativos sdo os de atuacio em tempo real, constituidos de sensores
e controle digital, que ativam equipamentos hidraulicos que movimentam massas que ‘““‘con-
trabalancam” as oscilagdes da estrutura. Dessa forma, o estudo do controle de transmissdao
de vibrag@o tem diversas vertentes, e um amplo estudo estd além do escopo deste livro, que
apresenta uma introducdo ao tema.

Seguidamente aborda-se o caso do oscilador subamortecido sob aceleracio em sua base e, pos-
teriormente, ser4 tratada a questiio em que uma forga externa é aplicada 2 massa desse oscilador.*

Esse oscilador estd esquematizado na Figura 3-8.1, em que uy(t) é o deslocamento da base,
w(t) € o deslocamento da massa em relacdo a base, denominado deslocamento relativo, e u(t)

mg
w

m

k(w + quL)T T cw

kw+ mg cw

Configuragio Configuracio Conliguragdo com Diagrama de
ndo deformada neutra deslocamento da base corpo livre

FIGURA 3-8.1 Oscilador simples com movimento da hase.

3 - o - P .
* Os modos naturais de vibragio serdo apresentados no préximo capitulo.

* 0 controle de vibragdo através de absorvedor de vibragdo serd apresentado na Segdo 4-5, em aplicagio do
estudo de modelo de dois graus de liberdade, e o estudo de estruturas submetidas a terremotos serd desenvolvido
no Capitulo 8.



134 CAPITULO 3 Oscilador Simples Amortecido ELSEVIER

¢ o deslocamento dindmico (absoluto) ou deslocamento total, medido a partir da configuracio
neutra (em relagdo a um referencial inercial). Esses deslocamentos se relacionam sob a forma:

u(t)=w(t)+u,(t)

(3-8.1)

Para o descrito oscilador, escreve-se a forca de inércia:
£, ()= m(W(t) + i, (1)) (3-8.2)

Com a consideracdo da forga estdtica (ku., = mg), em que u € o deslocamento devido ao
peso da massa e em relacdo a base do oscilador, a forga transmitida a base esta representada
na parte direita da figura anterior e se escreve:

fy () =mg+kw(t)+cw(t) (3-8.3)

Nessa figura estd também representado o diagrama de corpo livre da massa do oscilador,
que facilita escrever a equagdo de equilibrio dindmico:

m (W(t)+ U, (1)) —mg+cw(t)+k (W(t)+ U )=0

= [mW(t)+cw (1) +kw(t) =—mi, ()] (3-8.4)

Essa equacdo evidencia equivaléncia entre a aceleracio da base, iiy(t), e a aplicagdo da
forga ficticia —mii,(t) suposta aplicada a massa. Consequentemente, os métodos de resolucéo
da equagdo de movimento do oscilador simples desenvolvidos nas secdes precedentes se
adéquam a equacdo anterior, qualquer que seja a lei daquela aceleracéo.

Devido a grande importancia de a¢cdes harmdnicas, considera-se o movimento harmdnico
cossenoidal da base:

U () = Uy, cOS(@1) (3-8.5)
que tem como forca dindmica equivalente:
£(t) =—mii, (t) = mu,,* cos(wt) (3-8.6)

Com essa for¢a, a equacdio de movimento anterior particulariza-se em:

mw(t)+cw(t) + kw(t) = mu,, o> cos(mt) (3-8.7)

Logo, com base na Equacio 3-4.16, escreve-se a resposta em regime permanente do
oscilador:

2
w(t) = %Ad cos(@t—d)

— (WD) = upAur’ cos(@t—0)] (3-8.8)

Nessa expressao, Aq € o fator de amplificacdo dindmica definido na Equacao 3-4.15,
¢ ¢ o Angulo de fase expresso na Equagio 3-4.9 e r é a razdo de frequéncias definida na
Equacdo 3-4.5.

A partir dessa expressdo define-se o fator de amplificacdo do deslocamento relativo
como a razao entre a amplitude desse deslocamento e a amplitude do deslocamento da base,
0 que se escreve:
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2
WmészrZ: r

Uo  JA-r)+@2rE) (3.89)

A Figura 3-8.2 mostra representacdes desse fator versus razido de frequéncias, para
diversos valores da razdo de amortecimento.

Fator de amplificag¢do do deslocamento relativo

5
£=0
4 £=0,12
=0,15
3 A\
£=02

£=03 £=05 £=10

0 1,0 2,0 3,0
Razdo de frequéncias r = o/w,

FIGURA 3-8.2 Fator de amplificacao do deslocamento relativo versus razao de frequéncias.

Por observagao da figura anterior, conclui-se que, em regime permanente:

1. Com (0 << ®, — r << 1), que é condicdo que expressa movimento de base muito
lento em relag@o a capacidade de oscilag@o do sistema, a massa praticamente acompanha
esse movimento. Assim, o deslocamento relativo é muito pequeno, com consequente
geragdo de forcas eldsticas e de inércia despreziveis. Ou seja, em caso de rigidez muito
grande relativamente a massa, o oscilador acompanha o movimento da base.

2. Com (=, — r= 1), ocorre o fendmeno de quase ressonancia no qual pequenos
movimentos da base provocam grandes deslocamentos relativos e elevadas forcas
elasticas. Esses deslocamentos e forgas se reduzem a medida que se aumenta o
amortecimento do sistema.

3. Com (® >> ®, — r >> 1), que é condigdo que expressa movimento de base
muito rdpido em relag@o a capacidade de oscilagdo do sistema, os deslocamentos
relativos s@o praticamente iguais aos deslocamentos da base, com o consequente
desenvolvimento de grandes forgas de inércia.” Isto é, em caso de rigidez muito
pequena em relacdo a massa, esta permanece praticamente estaciondria.

* O fato de que, com razdes de frequéncia bem maiores do que a unidade, o deslocamento relativo praticamente
iguala o deslocamento da base ¢ utilizado em equipamentos registradores de deslocamentos.
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Em continuidade do estudo de transmissao de vibracdo, a equagido de movimento apre-
sentada na Equagdo 3-8.4 se modifica para a seguinte forma em termos do deslocamento
absoluto:

mii(t) +c (a(t) — i, (1)) +k (u(t) —u, (1)) =0 (3-8.10)

que, com o movimento harmonico da base expresso na Equacdo 3-8.5, se escreve:

|mii(t) + cu(t) + ku(t) = Kuy, cos(@t) — cup,msin(t) | (3-8.11)

Pode-se verificar que essa equacdo tem a solugdo particular:

‘u(t)zuboAm/1+(2r )’ cos(u)t+B—(]))‘ (3-8.12)
em que:
B=arctg(2r&) (3-8.13)

Logo, obtém-se o deslocamento absoluto maximo:

Upgx, =Upo A g4/ 1+ (21 E)°
NIRE
NES ) +(2r<";) (3-8.14)

A partir da expressdo anterior, define-se o fator de amplificacdo do deslocamento absoluto
como a razao entre a amplitude desse deslocamento e a amplitude do deslocamento da base,
0 que se escreve:

> Upge = Upo

2
Unse _ 5 @rE) = V1+(@2r)
Uy, JaA-1*)*+(2r&)? (3.8.15)

A préxima figura mostra representagdes desse fator versus razdo de frequéncias, com
diversos valores de razdo de amortecimento. Observa-se que todas as curvas passam por
um mesmo correspondente & razéo de frequéncias igual a /2 , e conclui-se que, em regime
permanente:

1. Com (0 << ®, — r << 1), o deslocamento absoluto é muito préximo ao
deslocamento da base, o que significa que a massa praticamente acompanha
0 movimento basal.

2. Com (®/®, >v2 — 1 >+/2), o deslocamento absoluto é menor
do que o deslocamento da base, mas aumenta com o amortecimento.

3. Com (® >> m, — r >>+/2), 0 deslocamento absoluto é muito menor do que
o deslocamento da base. O deslocamento relativo tem sinal contrario ao basal,
com valor absoluto préximo ao desse ultimo.
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Fator de amplificacdo do deslocamento absoluto

5

£=0
" A\ £=0,12

£=0,15
3 Wé = 0’2
2
1 E=03

=05 &=10 e

% 1,0 2 2,0 3,0

Razdo de frequéncias r = o/ o,

FIGURA 3-8.3 Fator de amplificacao do deslocamento absoluto versus razao de frequéncias.

EXEMPLO 3-8.1

Um veiculo idealizado como oscilador simples subamortecido desloca-se com velocidade horizontal
constante v, em um piso irregular idealizado em forma cossenoidal, como esquematizado na

Figura E3-8.1. Obtém-se a equacao de movimento desse oscilador e o esforco maximo na mola.

uh.ﬂ
-l’I'l
k c —
u, (x) = u,, cos(2mx/€)
Upg / >
X
¢

FIGURA E3-8.1 Oscilador simples em deslocamento sobre base cossenoidal.

A frequéncia natural do oscilador é (o, = (k/m)*?), e a distancia percorrida é (x = vt). Logo,
tém-se o periodo (T = ¢/v) e o deslocamento imposto pela base (up(t) = up,cos(mt)), onde (w=2mrv/e).
Assim, a partir da Equacdo 3-8.7 chega-se a equacdo do movimento do oscilador em termos do
deslocamento relativo:

.. . 2mv\* 21y
mw(t)+cw(t) + kw(t) = muy, 7 cos Tt

Com base na Equagao 3-8.9 tem-se o deslocamento relativo méximo:

2
Uy I'

JA-1)? +(2r&)?

Wi, =

I
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Logo, o encurtamento maximo da mola é:

mg Upol”
kK Ja-1?)+(2r&)?

Esse encurtamento fornece a forga elastica compressiva maxima:

Ui, +wméx. =

kub0r2

Ja=12)? +(2r&)?

fer = K(Uest. + Wmax.) —>  |fee =mg+

em que:

Considera-se, agora, o amortecedor simples subamortecido sob a forca harmodnica

(f(t) = f,cos(mt)), como representado na Figura 3-8.4, em que o deslocamento dindmico u(t)
46

é medido a partir da configuracdo neutra.

lfu cos(mt)

FIGURA 3-8.4 Oscilador sob for¢ca harménica.

Esse oscilador tem a seguinte resposta em regime permanente:

u(t)= f—" Ay cos(wt—0d)
k (3-8.16)

Assim, a correspondente forca eldstica exercida sobre a base é:
fer (t) =ku(t) =f, Aq cos(@t—0) (3-8.17)

que tem como valor maximo:

(3-8.18)

* Esse pode ser o caso da excitagio de um equipamento e que se deseje reduzir a vibragdo transmitida
a base através da insercdo, entre o equipamento e a base, de um componente resiliente de rigidez k e de
um dissipador de energia de razdo de amortecimento &, em constitui¢do de um isolamento passivo de vi-
bragado. Alternativamente, pode-se alterar a frequéncia natural do sistema através de acréscimo de massa
ao equipamento.
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A partir da Equacdo 3-8.16, escreve-se a velocidade da massa em relagdo a base, que no
presente caso ¢ indeslocavel:

u(t)= K A0 sin(ot—0)
k (3-8.19)

Assim, a forca de amortecimento (cu(t) =2mm,&u(t)) exercida sobre a base tem a ex-

pressdo:

fa(t)=—2mu)“<“,f—°Adm sinlwt—¢) — f,(t)=-2f&r A, sin(@t— )
k (3-8.20)

que corresponde ao valor maximo:

farmax. = 2f6E TA4 (3-8.21)

Logo, como a for¢a dindmica transmitida a base € (f.,(t) + f,(t)) e a forca de amortecimento
¢ defasada de m/2 em relagdo a forga eldstica, a amplitude daquela for¢a tem a forma:

fgr. = Vidmax. + fomix. = | . = foAd J1+@ré) (3-8.22)

A razdo entre essa forca maxima e a amplitude da for¢ca harmdnica excitadora é chamada
de fator de transmissibilidade ou, simplesmente, transmissibilidade, e se escreve:

2
TR = mee lezzxm/lﬁu(zrg)zz#g)2
f, (1-17)"+(2r&) (3-8.23)

Vé-se que esse resultado é idéntico ao fator de amplificagcdo do deslocamento absoluto
que foi expresso na Equag@o 3-8.15. Assim, a Figura 3-8.3 representa também o fator de
transmissibilidade versus razio de frequéncias.

Conclui-se que, em regime permanente:

1. Com w/®, < /2, a forca transmitida A base é maior do que a amplitude da forca
excitadora, embora aquela forca diminua a medida que se aumenta o amortecimento.
Assim, essa ndo ¢ a condicio desejavel quando o objetivo é proteger a base quanto
a vibracdes. E ndo sendo possivel modificar essa condicdo, € indicada a utilizag@o
de isoladores elastopldsticos, que t&ém elevado amortecimento.

2. Com w/®, > +/2, a for¢a transmitida 4 base é menor do que a forca excitadora.
E essa a condigdo desejavel em isolamento de vibragdo harmdnica proveniente
de uma estrutura, o que costuma requerer reduzido coeficiente de rigidez. No caso,
como o amortecimento tem influéncia pequena (com muito pouco crescimento da forca
transmitida a medida que se aumenta o amortecimento), € indicado o uso de isoladores
constituidos por molas metdlicas, que tém amortecimento muito pequeno.

Em caso de @/®, > /2 , pode parecer conveniente eliminar o amortecimento para reduzir
o referido fator de transmissibilidade que, entdo, se particulariza em:
1
-1 (3-8.24)

TR =

com a utilizagdo do sinal negativo na Equagdo 3-8.23 para se ter esse fator com sinal
positivo. Contudo, como a for¢a harmdnica proveniente de equipamento rotativo passa pela

I
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condigdo de ressondncia durante a partida e a parada do equipamento, € importante algum
amortecimento para que sejam limitadas as amplitudes durante o regime transiente.

Além disso, para avaliar a transmissdo de vibragio na condigdo de ®/w, > /2, a partir
da Equacgdo 3-8.24 define-se a eficiéncia de um isolamento de vibragdo como:

2_
EIS=1-TR=""2

r-1 (3-8.25)

Um perfeito isolamento, que € hipotético, corresponde a (EIS = 1) e nenhum isolamento
é expresso por (EIS = 0).

O estudo da transmissao de vibracdo € bdsico ao projeto de instrumentos de medi¢ao
de vibracgdes que consistem em um oscilador simples amortecido instalado em uma capsula
rigida a ser fixada a superficie em que se deseja mensurar a vibrag@o. A grandeza medida é
o deslocamento relativo entre essa cdpsula e a massa do oscilador, deslocamento este que
€ amplificado por dispositivo mecanico, elétrico ou 6tico. E dependendo da aplicacio, esse
deslocamento € relacionado com a aceleragcdo da base.

Este é um dos mais relevantes capitulos deste livro. As informacdes de amortecimento apresentadas
sdo essenciais em andlise dinamica de estrutura. As resolucdes desenvolvidas para o oscilador
simples amortecido séo fundamentais ao importante método de superposi¢cdo modal de analise de
modelo de multigraus de liberdade, que recai em resolucdes de equagdes diferenciais desacopladas
analogas as desse oscilador, como serd mostrado no Capitulo 6. Também os métodos de integracao
numeérica apresentados constituem a base para o desenvolvimento de métodos de integragao direta
das equacoes diferenciais de movimento daqueles modelos. As curvas de resposta em frequéncia
obtidas para o oscilador simples sdo orientadoras em anélise daqueles modelos. Além disso, a
analise do oscilador simples por movimento da base sera estendida e aplicada ao estudo dos sismos
no Capitulo 8.

3-9 EXERCICIOS PROPOSTOS

3-9.1 Em vibrag@o livre, um oscilador simples de (m = 10kg) e (k = 5000 N/m) tem, em
10 ciclos, reducio de 60% de amplitude. Pede-se determinar ®,, &, ®, € c.

3-9.2 Um oscilador simples de (m = 10kg), (k = 10000N/m) e (c = 20N.s/m) é colocado
a vibrar com as condi¢des iniciais (u, = 0,05m) e (v, = 10m/s). Pede-se obter a
amplitude de oscilagdo maxima.

3-9.3 Em experimento de vibrag@o livre de uma estrutura, obteve-se o registro mostrado
na Figura 3-9.3. Com o uso de uma escala, pede-se determinar o periodo natural
amortecido. A partir desse periodo, calcule a razdo de amortecimento. No caso de
(m =200kg), calcule o coeficiente de rigidez do oscilador simples correspondente.
E com base em equivaléncia desenvolvida na Subsecdo 3-5.5 e frequéncia forgante
igual a 20 Hz, qual € o coeficiente de amortecimento estrutural equivalente?
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FIGURA 3-9.3 Registro de vibracao livre amortecida.

3-9.4 Também em experimento de uma estrutura obteve-se a curva de amplitude em
regime permanente versus frequéncia forcante mostrada na Figura 3-9.4. A partir
dessa curva, pede-se determinar a razao de amortecimento da estrutura. Além
disso, considerando uma rigidez equivalente de S0kN/m, determine a massa do
oscilador simples equivalente.

Amplitude em regime permanente em m
0,1

0,8 /\
0,6
0,4 \

0,2

>

0

0,9 1,0 1,1 1,2
Frequéncia forcante em Hz

FIGURA 3-9.4 Amplitude em regime permanente versus frequéncia forgante.

3-9.5 O sistema do Exemplo 1-5.2 € agora alterado pela inclusdo de um amortecedor
viscoso, como mostra a Figura 3-9.5. Pede-se o coeficiente desse amortecedor para
que o sistema seja criticamente amortecido.
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FIGURA 3-9.5 Viga apoiada em flutuador.

3-9.6 As vigas do Exemplo Proposto 2-6.5 sdo agora consideradas com a razio de
amortecimento de 0,02 e sob a forca harmdnica (f(t) = 10000 cos(mt)) em newtons
e nos casos de (w=10rad/s) e (v=18,5rad/s), como esquematizado na Figura 3-9.6.
Determine a frequéncia natural amortecida, os fatores de amplifica¢do dindmica e
as amplitudes das respostas em regime permanente, para essas vigas.

ft) f(v)
| ' :
6 m g 10m =
k., = 388,89 kN/m keq = 1344,0 kN/m
m,, = 360,42 kg e = 1237,8 kg

(a) (b)
FIGURA 3-9.6 Vigas simples sob forca harménica.

3-9.7 A viga biapoiada de médulo de elasticidade igual a 21GPa representada na
Figura 3-9.7 suporta em seu meio um equipamento rotativo. Em varredura com
a velocidade angular desse equipamento, identificou-se que foi alcancada a
amplitude de oscilagdo maxima de 6,0 mm quando a amplitude da for¢a harmonica
de desbalanceamento foi de 500 N. Pede-se determinar o amortecimento do
sistema.

Secdo transversal

ZS Zé |:| 40 cm
] 9 .5 :

1 m 25 cm

FIGURA 3-9.7 Viga hiapoiada suporte de equipamento.
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3-9.8 Obtenha a expressdo do nimero de ciclos para que se tenha a redu¢do mais

proxima de 50% da amplitude em oscilag@o livre amortecida de oscilador simples.

3-9.9 Para a fung@o representada na Figura 3-9.9, faca a decomposi¢éo em série de
Fourier e as correspondentes representagdes graficas com 1, 3 e 20 termos.

fit)

f(lty=sin() com 0O0<t<=n

Y-

0 T 2n 3‘rr

FIGURA 3-9.9 Forca em pulsos senoidais.

3-9.10 Com a integral de Duhamel ¢ através de um programa de linguagem simbdlica,
obtenha a solucao de deslocamento do oscilador simples subamortecido sob a
forca (f(t) =f,e ). Particularize a solugdo obtida ao caso ndo amortecido.

3-9.11 Um oscilador simples de (k = 710*N/m), (m = 10’kg), e (£=0,04) é submetido a

forca de impacto (f(t) = 104(eflm—ef7m) em newtons. Pede-se:

a. A representacdo grafica dessa forca.

b. Os histéricos de deslocamento com base na solugdo do exercicio anterior,
na resolucdo direta por segmentos lineares da excitacao desenvolvida na
Subsecdo 3-7.2 e nos métodos de integracdo de Newmark e de Wilson 6 =1,4
detalhados na Subsecdo 3-7.3. Adote o espacamento (At = 0,01s).

¢. A comprovacdo grifica de que a influéncia do amortecimento é muito pequena
quanto ao deslocamento maximo.

3-9.12 O oscilador simples do Exercicio Proposto 3-9.2 é considerado agora com
o movimento de base de 0,01cos(25t) em metros. Pede-se determinar o
deslocamento relativo maximo da massa em relacdo a base. Além disso, de
quanto deve ser alterada a massa do oscilador para que o fator de amplificagdo do
deslocamento relativo seja unitario?

3-9.13 Quanto ao oscilador simples representado na Figura 3-8.4, qual deve ser a
expressio do amortecimento para que a amplitude da forga transmitida a base seja
um ter¢o da amplitude da forca externa harmonica aplicada a massa? Qual € a
condig¢do a ser atendida pela razdo de frequéncias para se ter essa expressao?

3-9.14 Um equipamento rotativo de 300kg estd instalado em uma base eléstica
de (k =0,2:10'N/m) e (c = 500 N*s/m). Verificou-se que a operagio desse
equipamento com a velocidade de (w=70rad/s) provoca a amplitude de
deslocamento de 2mm. Pede-se determinar a forca centrifuga associada a esse
equipamento e a forca maxima transmitida a base.

I
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3-10
3-10.1
3-10.2

3-10.3

3-10.4

3-10.5

3-10.6

3-10.7

QUESTOES PARA REFLEXAO

O que € um oscilador simples amortecido? Qual ¢ a utilidade desse modelo?

Por que propriedade de amortecimento em estrutura envolve grande incerteza?
Como explicar as concepg¢des dos amortecimentos: viscoso (linear), de Coulomb
e estrutural?

Qual € a vantagem de se utilizar o amortecimento viscoso em analise dindmica
das estruturas? Por que essa concepgdo ¢ uma idealiza¢@o ndo realistica dos reais
mecanismos de dissipacdo de energia em estruturas?

Em que consistem o amortecimento viscoso critico € a razdo de amortecimento?
Quais sdo os valores usualmente adotados para essa razdo em andlise dindmica de
estrutura?

O que diferencia uma resposta em vibragdo livre de uma resposta em vibragdo
forcada?

O que € uma fungdo periodica? Toda oscilacio periddica é harmonica? E toda
oscilagdo harmonica € periodica? Como explicar? E por que o periodo é uma
grandeza conceitual em caso de vibragéo livre amortecida?

A seguir, estdo relacionadas diversas caracteristicas de oscilador simples e

de suas respostas. Quais ocorrem em vibragdes livre ndo amortecida, livre
subamortecida, subamortecida sob forca harménica, subamortecida sob forca
periodica e subamortecida sob for¢a aperiodica? Além disso, quais ocorrem
em movimento livre superamortecido e em movimento livre com amortecimento
critico?

a. Frequéncia natural ou periodo natural.

b. Frequéncia amortecida ou periodo amortecido.

¢. Regime transiente.

d. Regime permanente.

e. Resposta periddica harmdnica.

f. Resposta periddica.

g. Resposta aperiddica.

h. Resposta com decaimento total da amplitude.

i. Resposta sem oscilacdo.

3-10.8 Quais sdo as diferengas entre frequéncia natural, frequéncia amortecida e

[frequéncia for¢ante? Como as duas primeiras se relacionam entre si? Em
vibragao livre amortecida, o que sdo amplitude e dngulo de fase?

3-10.9 O que € o fator de amplificacédo dindmica? Qual é a importancia desse fator? Por

que a concepcao desse fator pressupde o principio da superposicdo dos efeitos?

3-10.10 Como determinar experimentalmente o amortecimento viscoso?

3-10.11 O que é amortecimento viscoso equivalente? Como e por que determind-lo? Por

que a equivaléncia de amortecimento apresentada na Subsegdo 5-5.5 sé se aplica
a movimentos oscilatérios préximos de harmdnicos?
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3-10.12 Por que a ressonancia em sistema amortecido ocorre apenas em regime
permanente? Qual é a diferenga quanto a ressondncia em sistema ndo
amortecido e em sistema subamortecido? Por que se deve evitar a ocorréncia de
ressondncia? Como evita-la?

3-10.13 Em que circunstincias o amortecimento se torna relevante?

3-10.14 Por que a determinagdo de resposta através do desenvolvimento em série de
Fourier se aplica apenas a sistema de comportamento linear? Qual € a vantagem
de se utilizar essa série?

3-10.15 O que é uma resolugdo incremental recursiva em andlise dindmica das
estruturas? Que tipos de aproximagdes ou erros podem ocorrer nesse tipo de
resolugcdo?

3-10.16 O que € a integral de Duhamel? Quais sdo as hipdteses que embasam essa
integral? Qual € a principal vantagem dessa integral?

3-10.17 Qual € a diferenga entre a resolu¢do numérica desenvolvida na Subse¢io 3-7.1
com base na integral de Duhamel e a resolugao direta por segmentos lineares
da ac@o externa tratada na Subsec@o 3-7.2? Como as condigdes iniciais sdo
consideradas em cada caso?

3-10.18 Em que se baseia a integragdo numérica de equacdo de movimento? Nessa
integragdo, qual € a diferenca entre os métodos explicitos e os métodos
implicitos?

3-10.19 O que significam instabilidade numérica e amortecimento numérico
em integragcdo numérica de equag@o de movimento? Como evitar esses
inconvenientes?

3-10.20 Quais séo as diferentes aproximagdes consideradas nas integragdes por diferenca
finita central, de Newmark e de Wilson 6? Esses métodos convergem para a
mesma solucdo a medida que se reduz o espagamento de tempo?

3-10.21 Qual € a diferenca entre os procedimentos iterativos de Newton-Raphson e de
Newton-Raphson modificado?

3-10.22 Como efetuar o controle de transmissdo de vibracdo em estrutura? Como sdo os
isoladores de vibragao?

3-10.23 Por que a aceleragio da gravidade ndo aparece no equacionamento do oscilador
simples sob movimento de base?

3-10.24 Um dissipador viscoso na base de um equipamento indutor de a¢&o harmdnica
sempre reduz a vibracdo transmitida a base? Por qué?

3-10.25 O que € o fator de transmissibilidade em oscilador simples sob for¢a harmonica?
Esse fator inclui o efeito do peso do oscilador? Como utilizar adequadamente
esse fator no controle de vibragoes?

3-10.26 Como é definida a eficiéncia de um isolamento de vibra¢do em oscilador simples
sob for¢a harmonica?



CAPITULO

Modelo de Dois Graus
de Liberdade

POR QUE ESTUDAR MODELO DE DOIS GRAUS DE LIBERDADE?

O modelo de um grau de liberdade foi o tema dos capitulos anteriores, quando entio
foram apresentados conceitos e desenvolvidas formulas fundamentais para a préxima
determinagio do comportamento de modelo com vérios graus. Uma particularizagdo
deste dltimo € o de dois graus, estudado neste capitulo pelo fato de permitir a apresen-
tacdo de importantes propriedades que ndo ocorrem em caso de um grau, de ser qtil
em andlise preliminar de diversos sistemas estruturais e de facilitar o entendimento
da andlise de modelo com um maior nimero de graus de liberdade. Contudo, faz-se
uma apresentacdo resumida do tema, uma vez que, com vdarios graus, os métodos de
andlise serdo desenvolvidos de forma ampla em capitulos subsequentes. Além disso, no
presente tratamento, inicia-se a ado¢ao da notac@o matricial, adequada a programacdes
automaticas de andlise de modelo com vdrios graus, embora nio seja de utilizagdo pratica
em procedimento manual.

Assim, as se¢des deste capitulo detalham os seguintes tépicos em caso de modelos de
dois graus de liberdade:

4-1 Obtengdo das equacdes de movimento e correspondentes identificages dos
significados fisicos dos coeficientes de rigidez e de massa.

4-2 Andlise da vibragdo livre e correspondente apresentacdo dos conceitos de frequéncias
naturais e de modos naturais, de vibragdo.

4-3 Caracterizag@o do fendmeno de batimento.

4-4 Tratamento da vibragdo nao amortecida sob for¢a harmdnica, com a apresentagao
das fungées de resposta em frequéncia em que sdo identificadas as frequéncias de
ressondncia.

4-5 Apresentacdo do amortecedor de massa sintonizada, que permite reduzir vibra¢des
indesejadas através de um oscilador simples adicionado a estrutura.

4-6 Sugestdo de exercicios.

4-7 Proposicdo de questdes para reflexdo.
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4-1 EQUAGOES DE MOVIMENTO

Um modelo discreto de configurag@o geométrica caracterizada, em cada instante, por duas
varidveis independentes entre si € denominado oscilador duplo ou modelo de dois graus de
liberdade. Esse € o caso dos modelos representados na Figura 4-1.1, em que foi incluido
amortecimento viscoso apenas no da esquerda, por simplicidade.

a b
bl
vr!‘-'-vvr-v my m 'r-"u-v"-v 1 mg kz

Ol | o e G
‘i mg ' mzg
‘ fi(t)
i@ g f(t)
(1) £2(0

ki ko (u;—u2) ™ k3up
o mytly[«— —= ppi™ .
ciil === |c(u—u)l=== | c3ip
—] | =5 | |z

tmg tm

1 g

Configuragio neutra

FIGURA 4-1.1 Modelos de dois graus de liberdade.

No primeiro desses modelos, t&ém-se as transla¢des horizontais u;(t) e u,(t) das massas m;
e my, respectivamente, sob ac@o das forcas externas f(t) e f5(t). E, pois, um oscilador duplo
de vibragdo de translacoes. E para uma configuracio de tracdo na mola k; e compressao nas
molas k; e ks, tém-se os diagramas de corpo livre mostrados na parte inferior do oscilador.
Logo, a partir desses diagramas, obtém-se as equagdes diferenciais de equilibrio:

myii; +c0y +6, (0 — ) Ky + Ky (u —uy) =1(0)
myli, — ¢, (0 — ) +¢3U; — Ky (U —uy) + ksu, =1,(0)

mli; +(c; +¢) 0y — U, +(ky + k) uy —kpu, =1 (0)
m,li; — €Uy +(Cy +¢3) Uy —kouy +(Ky +k3) uy =6,(1) (4-1.1)

Esse sistema escreve-se sob a forma matricial:
I A el il [
Lot bt =
0 m, ||, —C, Cy+cy||u, -k, k, +k; | |u, f, (4.1.2)

- [Mi+Cu+Ku=f]| (4-13)

onde M, C e K sido, respectivamente, as matrizes de massa (diagonal), de amortecimento
(simétrica) e de rigidez (simétrica, em atendimento ao teorema de reciprocidade de
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Betti-Maxwell); e U, U, u e f sdo os vetores, respectivamente, das aceleracdes, das velocida-
des, dos deslocamentos e das forgas externas.'

O sistema com a notacao anterior caracteriza as equagdes de movimento de um modelo
amortecido sob vibracéo forgada, equacdes essas lineares, pelo fato de as matrizes K, Ce M
serem de coeficientes constantes. Trata-se de duas equagdes diferenciais acopladas através
das matrizes de rigidez e de amortecimento, porque cada equagdo envolve os dois graus de
liberdade.

Ja no modelo representado na parte direita da figura anterior, tem-se um corpo rigido de
massa m e momento de inércia de massa Ig, suportado por duas molas de coeficientes k; e
k,. Supde-se que esse modelo esteja em vibragcdo descrita pelo deslocamento vertical u(t) e
pela rotacdo 6(t), chamados genericamente de deslocamentos. E, pois, um oscilador duplo
de vibragdo de translacdo e de rotagcdo. O diagrama de corpo livre desse modelo, para uma
configuragdo de tracdo nas molas e rotagdo pequena (de maneira a poder considerar tg6=0),
estd mostrado na parte inferior da mesma figura. Logo, escrevem-se as correspondentes
equacdes diferenciais de equilibrio:

I66— ki (u—aB)a+k,(u+bO)b=1f(t)

mii + (k; + k) u+ (kob— k)0 =1£,(t)
I8+ (k;b—kja)u + (kja’+ k,b*)0 =1, (1)

{mij+k](u—ae)+k2(u+b9)=ﬂ(t)

(4-1.4)

Essas sdo equagdes de movimento de um modelo ndo amortecido sob vibragao forcada,
que estdo acopladas através de rigidez, o que é denominado acoplamento eldstico ou estdtico.
O sistema formado por essas equacdes se escreve com a nota¢ado matricial:

R [m OHﬁ}J{ k,.+k, k,b-k,a ]{u}_{f]}
0 I []16] |k.b—k,a ka’+k,b* |8 |f (4-1.5)

A solucgdo geral desse sistema € a soma da solu¢do complementar (que serd detalhada
na préxima se¢do) com uma solucdo particular (que serd desenvolvida na Se¢do 4-4 para o
caso de uma for¢a harmonica).

E oportuno identificar o significado fisico dos coeficientes da matriz de rigidez. Para isso,
particulariza-se o sistema anterior ao caso estitico, que se escreve:

e
ky ky [|6] |E 4-1.7)

Dessa particularizag¢@o e com a configuracdo de (u#0) e (6=0), obtém-se:

{kll =fi/u
ky =f/u (4-1.8)

' A inversa da matriz de rigidez é a denominada matriz de flexibilidade.

I
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Logo, identifica-se que o coeficiente k;; é numericamente igual a for¢a necessdria para
impor (u = 1) e manter (6 = 0). Para essa mesma configuragao, o coeficiente k,; € numerica-
mente igual a0 momento restritivo segundo o grau de liberdade 6. Assim, em generalizag@o
dessa interpretacdo, diz-se que o coeficiente k;; de um modelo discreto de vdrios graus
de liberdade € numericamente igual a forga restritiva (ou momento restritivo) na direcdo do
i-ésimo grau de liberdade, quando se impde, de forma estatica, um valor unitdrio segundo
0 j-ésimo grau e se mantém nulos todos os demais graus.”

De forma semelhante a interpretagdo do significado fisico de coeficiente de rigidez, o
coeficiente m;; de uma matriz de massa é numericamente igual a forca de inércia segundo
o0 i-ésimo grau de liberdade devido a uma aceleragdo unitaria segundo o j-ésimo grau de
liberdade, quando se mantém os demais graus com aceleragdes nulas.

4-2 VIBRAGAO LIVRE NAO AMORTECIDA

Em caso de vibracdo livre ndo amortecida, o sistema de equacdes de movimento do
oscilador duplo particulariza-se na forma homogénea:

1)
m, 0[] [k ki |Ju]_[0
- [0 mz}{ﬁ2}+[k21 kn}{“z}_{o} (4-2.2)

Essa forma admite solu¢do andloga a expressa na Equagdo 2-2.10 para o oscilador sim-
ples ndo amortecido, que se escreve:

(w1 _JPup e -6 t—0.
u(t)_{uZ(t)}_{(qu)}COS(mJt b = [HOZ Py cos@iEmd)

(4-2.3)

em que o; é frequéncia natural e ¢;, angulo de fase. Essa solu¢io é um vetor de am-
plitudes de deslocamentos multiplicado por uma func¢io no tempo, que expressa oscilagdes
harmonicas e em fase.

Tal solugdo fornece (li(t) = —@;mjcos(w;t — ¢;)), que substituido na Equagdo 4-2.1, conduz a:

(-M o} +K) ¢; cos(®;t—0;)=0 (4-2.4)

Essa equag@o s6 € satisfeita, para qualquer valor de t, com o seguinte sistema de equacdes

algébricas lineares homogéneas:
(K-Mo}) ;=0 (4-2.5)

que caracteriza um problema de autovalor.

* Essa interpretagdo facilitard a construgio da matriz de rigidez de sistemas com multigraus de liberdade, que
serd um dos temas do proximo capitulo.
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Esse sistema tem a solug@o trivial (¢;= 0) que corresponde 2 auséncia de movimento. Solugoes
n3o triviais sdo obtidas com a condicdo de o determinante da matriz dos coeficientes ser nulo, isto é:

det (K—M(Djz): 0 (4-2.6)

A expansio dessa expressdo é uma equagdo polinomial do segundo grau em j,

denominada equacdo caracteristica ou equagdo de frequéncias, que fornece as solugdes ®F e
3. Essas solugdes sdo os autovalores, quadrados das frequéncias naturais de vibragdo m, € o,.
Logo, com a substituicdo de cada uma dessas solugdes na Equacdo 4-2.5 e a resolugao do
consequente sistema de equagdes algébricas homogéneas, obtém-se os autovetores @, e 9.,
que sdo os vetores das amplitudes do movimento, chamados de modos naturais de vibragdo ou
formas modais. Além disso, com a ordenacdo ®; < ,, disse que ®; € a primeira frequéncia
natural de vibragio ou frequéncia fundamental e que ©; é o primeiro modo natural de
vibracdo ou modo fundamental.’ Caso se considere matriz de rigidez niio restringida obtém-se
modos de corpo rigido correspondentes a “frequéncias’ nulas.

Em resolu¢do do problema de autovalor anterior, escreve-se:

ki ki m; 0 2 | A
— ®° =0
([klz kzz} [ 0 mz] J)(pj 4-2.7)
onde foi considerada a simetria da matriz de rigidez. Logo, deve-se ter:
det |:k11 Ky, :|_|:m1 0 :lcojz -0
ki, ko 0 m, (4-2.8)

que fornece a seguinte equacdo caracteristica e respectivas solugoes:

2
(D? _ kyym, +kpm, o + ki ky —kis

=0
m;m, ! m,;m, (4-2.9)

m;m,

2
0)12} _ kym, +k,m, = l\/(kumz +kypm, ) 4 ki ky — kb
o) 2 mm, 2 m,m, (4-2.10)

. . ~ ~ 2
Em continuidade de resolucdo, com base na solucdo ®; busca-se 0 modo natural de
vibragdo ¢:. Para isso, reescreve-se a Equacdo 4-2.7 nas formas:

T e o Jot e b6

|:k11 -m,0; Ky, :H(pl.l }:{0}
ki, Ky —m,of || @2 0 (4-2.11)

em que o primeiro indice do modo de vibragao se refere a ordem do coeficiente.

Devido ao fato de esse sistema ser homogéneo, a resolugio requer o estabelecimento de um
dos coeficientes do autovetor @, e, portanto, qualquer miltiplo escalar desse vetor é soluco e

151

* A palavra fundamental nesses nomes advém do fato de que a primeira frequéncia e o primeiro modo natural
de vibragdo tém influéncia primordial no comportamento dinadmico.
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tem o mesmo significado matematico. Em determinago tinica a menos de sinal, normaliza-se
o referido vetor, o que pode ser feito, entre outros procedimentos, com a imposi¢ao de que o
seu primeiro coeficiente seja nulo. Para isso, a partir do sistema anterior, determina-se a razao:

2
m;m; —k k
r = D2 ] no_ 12

(%} ki, - m,o; —ky, (4-2.12)

que conduz A seguinte expressdo para o primeiro modo natural de vibracdo:"

(i’l = i{l }
I
(4-2.13)

De maneira semelhante a obten¢ao do autovetor ¢; em forma normalizada, para a solucio
2 ~
®; escreve-se a razao:

2
0y mo; —ky Ky,

n =

(OJ%3 ki, m,®; — ks, (4-2.14)

com a qual se tem o segundo modo natural de vibragdo:

=
L (4-2.15)

E oportuno observar que as frequéncias naturais e os correspondentes modos naturais de
vibracdo dependem exclusivamente da geometria, das propriedades dos materiais e das condicdes
de apoio do modelo. Além do que, o fato de se ter as solugdes (U(t) = @1 cos(w;t—0;)) e (u(t) = ¢,
cos(m,t — ¢,)) significa que, com perturbagdes iniciais adequadas, o modelo vibra com a forma
de cada um dos autovetores @; e @, respectivamente, com as frequéncias o, e ®,, 0 que jus-
tifica 0 nome modos naturais de vibragdo. Assim, uma vez que seja imposta a um modelo ndo
amortecido a configura¢do de um de seus modos naturais de vibragdo e se retirem as restricdes
externas que imponham essa configurac@o, esse modelo passa a vibrar em movimento harmonico
simples, com a frequéncia associada a0 modo em questdo e em torno de sua configuragao neutra.

2
ofy2]
0 o

w2

o problema de autovalor expresso na Equag@o 4-2.5 toma a forma:

(4218

A resolucao computacional desse problema, em caso de modelo com multiplos graus de
liberdade, serd detalhada no Capitulo 9.

Com a notagdo de matriz espectral:

(4-2.16)

e a notacao de matriz modal:

* A partir do préximo capitulo serd adotada normalizacio em relagio A matriz de massa, quando entio o j-ésimo
autovetor serd denotado por @;.
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EXEMPLO 4-2.1

O shear building é um modelo simples destinado a analise de edificios de andares multiplos sob
agao sismica e que também tem a vantagem de ser muito Gtil em exercicio de construgao das
equacdes de movimento de estruturas aporticadas, em treinamento da resolugao dessas equagdes e
em interpretacédo das correspondentes solugdes. Nesse modelo, as lajes e vigas séo idealizadas
como indeformaveis (de maneira que as colunas fiquem inextensiveis), e as massas sao supostas
concentradas nos niveis das diversas lajes. Com essa concepcao, os graus de liberdade da es-
trutura se reduzem aos deslocamentos horizontais de suas lajes, como ilustra a Figura E4-2.1a
em particularizagao de um pértico plano a um modelo shear building de dois niveis. Nessa
representacdo, m; € a massa ao nivel da i-ésima viga, e k é o coeficiente de rigidez de flexdo de
cada uma das colunas.

A seguir, s@o obtidas as equagdes de movimento do shear building e, com os valores apresentados
na Figura E4-2.1a, sdo determinados os periodos naturais de vibragcao e os respectivos modos
naturais de vibragao.

f(t) m?2 ux(t) B (1) u(t)
—» 71— » >
my
k k u=1 , 2k
fi(t m uy(t _1ory 3§ we~OEVE ul(t
1(0) Lol 1t k=12El/ ¢ — f1(t) .m 1(t)
1 1
k k EI| 2%
—

k=0,5- 10''N/m
m, = m,=10%kg

FIGURA E4-2.1a Shear building de dois graus de liberdade e correspondente idealizagao.

Esse shear building é equivalente ao modelo de dois graus de liberdade mostrado na parte direita
da figura anterior. Em comportamento estatico linear, as equagdes de equilibrio desse modelo podem
ser obtidas com a combinacéo linear dos estados de deformagao representados na Figura E4-2.1b,
em que se impde deslocamento unitario segundo cada um dos graus. E a utilizagdo de conclus3o
anterior de que o coeficiente kj; € numericamente igual a forca restritiva na dire¢do do i-ésimo grau
de liberdade, quando se impde, de forma estatica, um valor unitario segundo o j-ésimo grau e se
mantém nulos todos os demais graus.

Por observacao das forgas atuantes nas massas, escreve-se o sistema de equilibrio estatico:

2k + 2k)u, — 2ku, =1 N 4k =2k | Ju | _Jf
—2ku, +2ku, =1, -2k 2k ||u, [ |f

Logo, com a inclusao das forgas de inércia no sistema anterior, obtém-se as equagdes de

movimento:
m;, 0 |]|i, + 4k =2k | fu; | _Jfi(D)
0 m,| |, -2k 2k ||u, [ |6(D)
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que, com os valores de rigidez e de massa especificados na figura anterior, essas equagdes se

particularizam em:
u | _ fi
u, - f,

FIGURA E4-2.1b Combinacao linear de configuragdes do modelo.

Além disso, o problema de autovalor expresso na Equagao 4-2.5 toma a forma:

200 -1001 1 0] .Y _g
~100 100| |0 1|®|Pi=

que, de acordo com a Equagao 4-2.10, fornece as frequéncias naturais:

) +
[O% 2 2 1 1

N o; _ ) 38,197 N o, | _]6,1804 rad/
o2 [~ ]261,80 o, [ 716,180 [
a partir dessas frequéncias, obtém-se os periodos naturais:

T,)_[ 10166
T~ 10,38833(°

mf}_zoouoo _ l\/(zoouoo)z_4200-100—1002
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Além disso, as Equacdes 4-2.12 e Eq.4-2.14 fornecem, respectivamente, as razdes:

R0 68
1-38,197-100

I - 100 _ g8
1-261,80— 100

que conduzem aos seguintes modos naturais de vibragao:

(1
2 J—’{Lms}

. 1
‘Pzi{— 0,618}

A Figura E4-2.1c mostra as representacdes desses modos.

1,618

e O

1°modo ¢ C_) 22 modo

FIGURA E4-2.1c Modos naturais de vibragao do shear building.

EXEMPLO 4-2.2

A Figura E4-2.2a apresenta a esquematizagao da suspensdo de um automével em que o chassi é
idealizado como rigido e a flexibilidade dos pneus é desconsiderada, assim como o amortecimento.
A seguir, sao obtidos os periodos naturais de vibracéo e os correspondentes modos de vibragao, em
caso de pequenas rotacgoes.

. gf( :;,AW i} ::%W\ a8 k; =29,0kN/m
_ )

ky =31,7kN/m

v mg Q m = 1200kg

= 4 600kg -m?

1,8m | 22m

FIGURA E4-2.2a Idealizacao da suspensao de um automovel.
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O presente modelo é semelhante ao representado na parte direita da Figura 4-1.1, agora com
as dimensoes (a=1,8m) e (b = 2,2m). Logo, tem-se a matriz de rigidez (nas unidades N e m):

| [ }

29000-1,8% +31700-2,2"
Tem-se, também, a matriz de massa (na unidade kg):

S

Com essas matrizes e a Equacao 4-2.10 sao obtidos os autovalores ((1)12 =44,918) e
(035 = 60,640), que correspondem as seguintes frequéncias naturais e respectivos periodos:

o (n}=losor)

Além disso, com base nas Equagdes 4-2.12 e 4-2.14, calculam-se as razdes (r;=-0,430) e (r,=
0,556), que correspondem, respectivamente, aos seguintes modos naturais de vibragao:

60700 17540
17540 247388

29000+ 31700
31700-2,2-29000-1,8

31700-2,2-29000-1,8

1200
0

0
4600

6,702
7,787

T
T,

0,937
0,807

©,
®,

}rad/s -

A Im ~ Im
¢ =+ {— 0,430 rad} == {—24,65"}
6 :+{ Im } . {1m }
27710,556 rad 92=%137 g5

FIGURA E4-2.2h Primeiro modo natural de vibracao.

EXEMPLO 4-2.3

Considera-se o péndulo duplo esquematizado na parte esquerda da Figura E4-2.3, em que as hastes
estdo ligadas por uma mola que supde-se exercer apenas esfor¢o horizontal e ser de massa des-
prezivel. Para o caso de pequenas oscilagdes e hastes rigidas de massas despreziveis, obtém-se as
correspondentes equagdes de movimento.

Com o arbitrio de 6, > 6,, na parte direita da mesma figura estéo representadas as forgas in-
tervenientes em cada uma das partes do péndulo. Logo, as equagdes de momentos nulos em relagdo
as rétulas sao as equagdes de equilibrio dinamico:

m,e6,¢+ m,;g¢ sin®, —k a(sin, —sinB;) a cosd, =0
m,0,¢+ m,g¢ sinB, +k a(sin®, —sinB,) a cosB, =0
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Csin®,  (sin@,

FIGURA E4-2.3 Péndulo duplo acoplado por mola horizontal.

Com rotagdes pequenas, as equagdes anteriores simplificam-se para a forma:

m, ¢*6, + m,g¢ 0, + ka’ 6, —ka’0, =0
m, ¢%6, + m,g¢ 0, +ka’ 0, —ka’0, =0

m¢® 0 6, m,gé+ka® —ka’ {91} {0}
- L s b+ ) ) =
0 m,¢> |0, —ka® m,g¢+ka® [|0.] |0

Em continuidade de resolugéo do sistema de equagdes de movimento expresso na
Equagdo 4-2.2, a combinagdo linear das solugdes parciais (U(t) = @, cos(®;t—0,)) e (U(t) = ¢,
cos (M, t—0,)) € a solucdo completa de deslocamentos:

{ul (t)

! 1
u, (t)} =¢ {rl }cos((olt —0)+c, {rz }COS(wzt — )

(4-2.19)

Nessa expressdo, ¢, ¢, ¢1 e ¢, sdo constantes a serem determinadas com as condi-
¢des iniciais a0 movimento, U, Uy, Vo1 € V. E dessa expressdo, obtém-se a solucdo de
velocidades:

{ﬁl (t)

u, (t)} S Tao {i } sin(e,t =)= c,0, {12 }sin(mzt -0,)

(4-2.20)

Logo, com as referidas condicdes, chega-se ao sistema de equacdes algébricas:

U, =¢; cosd, +c¢, cosd,

Vo1 =€, Sind; + ¢, M, sin @,

U,y = C I} COS Q) +C,1; COS

Vo2 = C ;17 SIN Q) + L0, 15 Sin O, (4-2.21)
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cuja resolug@o fornece as constantes:

1 2 2,2
C = \/(rZuol —Up)" +(BVe — Vo) / @)
L1
1 2 2, 2
Cy = \/(u02 —TUy)” + (Voo —=11Vey) /)
L1
HLVy —V
q)l — aICtg 2 Vol 02
(U — Ue) O
Ve —V
¢2 — arctg 1Yol 02
(fuy —ugn) O, (4-2.22)

Fica, assim, determinada a solucdo expressa na Equacgao 4-2.19, que, com as condi¢des
iniciais uy; # 0, ug, # 0, vo; = 0 e vy = 0, se particulariza em:

{ul(t)} =M{: } (:os(o)lt)+u°Lrlu01 {1 } cos(m;t)
; 2

u, (t) L -1

2~

(4-2.23)

Esse resultado mostra que com condig¢des iniciais de deslocamentos ndo nulos, a de-
formada em cada instante é realmente uma combinagdo linear dos dois modos naturais de
vibragdo.

Para apresentar uma importante propriedade desses modos, considera-se o sistema de
equagdes da Equacdo 4-2.2 escrito sob a forma:

m, i, +k;u, +k,u, =0
m,U, +kju; +kpu, =0

(4-2.24)
além da transformacao de coordenadas:
Lof=#l2) ~ [lmolls sl
u, (1) 4, u, (1) L 5L |4 (4-2.25)
Essa é a transformagdo modal, que também se escreve sob a forma:
{u. (O=d +d,
WL()=nd +nd, (4-2.26)
em que 4 € &, sao as coordenadas modais.
Com a substitui¢do dessa expressao na Equagdo 4-2.24, obtém-se:
{ml (¢1+ ) + ki (4 +dy) +kp (nd) +1,4,) =0
m, (hdy +5dy) +kiy (4 + &) + Ky, (1) +1,d5) =0 (4-2.27)

Com a multiplica¢do da primeira dessas equacdes por m,r,, a multiplicacdo da segunda
por my, e a subtracdo da segunda a partir da primeira, obtém-se:

mym, (5, — 1) &) +(m,nk;; + monnk, —mk, —miky,rn) 4 +
2
+(m,nk;; +mynk;, —mky, —mikyn)d, =0
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Também, com a multiplicacdo da primeira daquelas equag¢des por mor;, a multiplicagdo
da segunda por my, e a subtra¢do da segunda a partir da primeira, obtém-se:

. )
mym, (1, — 1), + (my1Ky; +mor Ky, —myky, —mikon)d; +
+ (myrky + mynnky; —mik; —mky,n)d, =0

Além disso, com a consideracdo das Equacdes 4-2.10, 4-2.12 e 4-2.14 nas duas tdltimas
expressdes, chega-se ao seguinte sistema de equagdes diferenciais desacopladas:

dy+ id, = 0

{JI +0id, =0

(4-2.28)

Cada uma dessas equagdes pode ser resolvida separadamente, com a determinacgio de
41(t) e 4)(t), para entdo retornar as coordenadas fisicas u;(t) e uy(t) através da transformacio
modal.’ E diz-se que a matriz modal é ortogonal com respeito as matrizes de massa e de
rigidez, isto é, que os produtos matriciais ®*M® e d” K & fornecem matrizes diagonais.

4-3 BATIMENTO

A solugdo de deslocamento expressa na Equacdo 4-2.23 evidencia que o movimento de
cada um dos graus de liberdade € a superposi¢do de dois movimentos harmonicos simples,
o que se escreve de forma compacta como:

‘ u(t)=acos(m;t)+bcos(m,t) (4-3.1)

Como mostrado na Figura 4-3.1, a representagdo grafica dessa soluciao pode ser obtida
com a proje¢ao horizontal da extremidade final de um vetor ¢, resultante dos vetores a e b.
Observa-se que o médulo daquele vetor se altera entre um valor maximo igual a soma dos
modulos de a e b (o que ocorre quando esses vetores estdo em fase) e um valor minimo
igual a diferenca entre esses modulos (o que acontece quando esses mesmos vetores estdo
defasados de 180°).

27;/((0270)1)

beos(at)

acos(yt)
a+b s
/\ / “\
K \ !I.;t
/f\ \/'
_)\ / ¥:’ \ \[ &/ \J Y \/\_’/
a-b

;4n/(m1+m2)

FIGURA 4-3.1 Superposicao de duas oscilagdes harmdnicas simples.

* Essa transformacio é a base do método de superposicio modal que seré detalhado na Secéo 6-2.
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Também € imediato identificar que o periodo entre dois picos consecutivos do movimento
composto € igual a 2n/((0; + 0,)/2) = 41/(®; + 1)), indicado na figura anterior, e que o
periodo desse movimento é a duragdo de tempo em que o vetor b gira em relagdo ao vetor
a de 360°, o que é igual a 21/(w,—®;), com W, > ®;.

Em caso de os médulos dos vetores a e b serem préximos entre si, ocorre alternancia
entre grandes e pequenas amplitudes, circunstincia em que a amplitude da superposi¢do
se alterna de forma periédica entre valor préximo a zero e o valor (a + b). E o denominado
fendmeno de batimento, ilustrado na Figura 4-3.2 para o caso de (a = b), (®w; = 6rad/s)
e (0w, = 7rad/s), cujo intervalo de tempo 27/(®,—®;) de repeticio do movimento
composto recebe o nome de periodo de batimento, e em que 2a é a amplitude de batimen-
to. Na mesma figura estdo também representadas isoladamente as fungdes harmonicas,
assim como estdo mostradas as envoltérias da superposicdo dessas fungdes. Pode-se
verificar que, a medida que as frequéncias forcantes se aproximam uma da outra, o
batimento se torna cada vez mais lento, até que desaparece quando da coincidéncia de
frequéncias.

acos(mnt)

AT AN AW AAT AR AW AW AW
WVVVVVVUVVYVV VY

0

acos(mat)

M NANNAAA A AN AN
BUVRVAVRVARRVAVAVAVRVIVATAVAVAVRY

2/, — )
2a cos((my — 1) /2) t

58

(=]

S5s

acos(w)UHacos(mat)

2a

T

0 5 10 158
—2a cos((wz — ) /2) t

FIGURA 4-3.2 Representacao da composicao do fendmeno de hatimento.
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A ocorréncia de batimento nfo é exclusiva de modelos estruturais de dois graus de
liberdade. Esse fendmeno pode acontecer quando da soma de duas fungdes harmonicas
simples quaisquer, como em vibracdo forcada de modelo de um grau de liberdade
ndo amortecido sob forca harmdnica, em caso da frequéncia forcante ser préxima
da frequéncia natural do sistema. Ele pode ocorrer também em outros fendmenos
fisicos, como em superposicdo de duas notas musicais de frequéncias ligeiramente
diferentes.

4-4 VIBRAGAO NAO AMORTECIDA SOB FORGA HARMONICA

Para interpretar importante comportamento de modelo de dois graus de liberdade sob
vibracdo for¢ada, considera-se o sistema de equagdes de movimento:

|:m1 0 :Hﬁl }+|:k11 k|2:|{u1 }—{fO}COS(O)t)
0 m, ||t,] [ kip koo [|us] ™ |O (4-4.1)

que diz respeito ao caso da for¢a harmonica de intensidade f, cos(mt) aplicada a primeira
massa.

De forma semelhante a solucdo parcial do oscilador simples tratado no Capitulo 2, o
sistema anterior admite a solucdo particular:

w0 _Ja
{uz(t)} - {az} — (4-4.2)

Com a substituicdo dessa solu¢do no referido sistema, obtém-se:

(_(02 |:g11 0 :l_'_l:in llzlz:D{al }z{g} N |:k11 —ml(’)2 ki, 2:|{31 }z{(f;}
m; 12 Kn a, ki, Kk, —m,m” |22 (4-4.3)

Esse é um sistema de equacdes algébricas lineares de solugdes:

(ko — mz(’)2 o,
(ki — m,»’ )k — mzﬂ)z)— ki,
_ _kl2fo
(kyy — mlwz ) (ky, — mz(’)2 )— k122

a; =

as

(4-4.4)

que substituidas na Equagdo 4-4.2 define a resposta do modelo com base nas condi¢des
iniciais.
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EXEMPLO 4-4.1
Considera-se 0 modelo mostrado na Figura E4-4.1, em que (m; = 2m), (m, = m), (k; = 2k), (ko = k)
e (k3 = k).

—focos(ot)

—suy(t) —>ux(t)

: ka 3 k3

m; PWWWWWAA I

FIGURA E4-4.1 Modelo nao amortecido de dois graus de liberdade.

No caso, o sistema de equagdes de movimento expresso na Equagéo 4-4.1 toma a forma:

om0 fii ] [3k —Kk]fw]_[f
0 m ||tk 2k |ufT]0[ON@Y

para o qual se tém, com base na Equacdo 4-4.4, as amplitudes de deslocamento:

2k — mo*)f,
a = 2 2 2
Bk -2mw” )2k —mw~) -k
kf,
a,

T Bk—2me’)2k—me’) -k

Com a Equacdo 4-2.10 obtém-se os quadrados das frequéncias naturais:

©=—
m

w;=2,5 %:2,50)5

Logo, em termos da primeira dessas frequéncias, as amplitudes anteriores se escrevem:

(2-(@/0))f,
k((3-2@/0,)) (2= (@/0)*)-1)
fo
E k(20100 (2= @10, -1)

a; =

A seguir, essas amplitudes sdo normalizadas nas formas:

ak 2— (/)
f,  (3-2/0)*)(2-(@/0,)?)-1
a,k 1

f,  (3-20/0))2-(/0))-1

Esses resultados sdo fungdes adimensionais da frequéncia forgante, denominadas fungées de

resposta em frequéncia, e representadas na Figura E4-4.2.

Observa-se que as funcdes anteriores trocam de sinal quando a frequéncia forcante passa pelas
frequéncias naturais, o que permite a identificagdo das frequéncias ressonantes (o = 1) e (® = ®,),
como indicado. Além disso, nota-se que, entre a primeira e a segunda frequéncias naturais, existe
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um valor de frequéncia forcante para o qual é nula a amplitude da massa em que a for¢a harménica
é aplicada, o que significa que essa massa nado oscila. Essa identificacdo constitui a base do
desenvolvimento do amortecedor tratado na préxima secgéo.

ak/f, axk/f,

10 10

5 — 5 1 -+

=01 0= = A\ o=

0 < —t f 0 A ;

-5 : -5
10 10

0,5 1,0 1,5 2,0 0,5 1,0 1.5 2,0

a;=0 /) o/m]

FIGURA E4-4.2 Funcdes de resposta em frequéncia.

4-5 AMORTECEDOR NAO AMORTECIDO DE MASSA SINTONIZADA

Uma das maneiras de reduzir a vibracdo de uma estrutura é utilizar amortecedor de massa
sintonizada, também denominado atenuador de massa sintonizada. No caso, a estrutura é
modelada como um oscilador simples equivalente constituido por uma massa m; € por uma cons-
tante de mola k;, denominado sistema principal. A esse oscilador se conecta em série um sistema
secunddrio composto de uma mola k,, que sustenta uma massa m,, em formacao do sistema
composto ilustrado em configurac@o neutra na Figura 4-5.1 e que tem dois graus de liberdade.

lfocos(cot)

w®] [

ki/2
w®]

ki/2

FIGURA 4-5.1 Oscilador de massa sintonizada.

Esse amortecedor costuma ser utilizado principalmente em estruturas ja existentes, que,
sob agdes criticas, oferecam dificuldades de modificacdo de suas caracteristicas dindmicas
e/ou da fonte de excitagdo. Busca-se, entdo, determinar as caracteristicas do sistema secun-
dédrio de maneira a reduzir a vibragc@o do sistema principal quando este € submetido a forca
harmonica f,cos(mwt). Consequentemente obtém-se a reducao da a¢do dindmica transmitida
ao suporte desse tltimo sistema.’

% Esse pode ser o caso de uma méquina rotativa fixada a uma estrutura e que opera em regime permanente em
faixa de frequéncias que inclui a frequéncia fundamental da estrutura.
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O sistema composto tem as equagdes de movimento:

l:m1 0 iHﬁl }+ |:k1 +k, —kziHul }= {fo }cos(cot)
0 m,||i, -k, k; |luz] |0 (4-5.1)

de solugdo particular expressa na Equacdo 4-4.2, que se repete por conveniéncia:

{E;((tt))} = {Z;} cos(mt)

Essa solucdo tem amplitudes que se escrevem com base na Equagao 4-4.4:

_ (kz - msz )fo
(ki +k, —m,0%)(k, - m,0”) -k}
_ k,f,
(k; +k, —m0°) (k, - m,0%) - k3 (4-5.2)

a;

a

Além disso, com as notacgdes:

o7 =k, /m,
0 =k,/m,

=1, /m, (4-5.3)

as referidas amplitudes tomam as novas formas:

. 1-(0/03)
K (13 /01~ (@7 07 )(1— @/ ©3)° ) - (03 /0 )
f, 1

a,=— 2
Ki (14 m(w3 / 07)* = (0/ 0)?)(1-(@/ 03)*)- (03 / of)
(4-5.4)
A primeira expressdo do par anterior mostra que, com (,* = ®), a amplitude do sistema
principal se anula. Isto é, esse sistema fica imével, o que ocorre na condicio de:

@ (4-5.5)

Diz-se, entdo, que o sistema secunddrio estd em sintonia com o principal, condicdo em
que a segunda das expressdes da Equagao Eq.4-5.4 fornece:

f, 1 fo

= — " ; 2 az = —_——
Ky —a(w} / @) ky (4-5.6)

as

Logo, obtém-se a for¢a atuante na massa do sistema secunddrio:

f,(t) =kou, (t)=k,a, cos(wt) — ‘ f, (t) = —f, cos(wt ‘ (4-5.7)

Assim, na referida condi¢@o, o sistema secundario exerce sobre o principal uma forca
igual e contraria a forca externa aplicada a massa m;, o que explica o fato de essa ficar imével.
Contudo, aquela for¢a provoca oscilagdo do sistema secundario, o que requer adequado
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dimensionamento desse sistema. Para isso, em atendimento a imposi¢des de espago para essa
oscilagdo, arbitra-se um valor para a amplitude a,, e determina-se o coeficiente de rigidez:

@5

Em complemento da caracterizagdo do sistema secundario, pode-se utilizar a Equag@o 4-5.5
para obter a massa m,. Contudo, o sistema composto tem duas frequéncias naturais que nao devem
estar proximas da frequéncia forcante. Assim, € necessdrio estabelecer uma faixa de operacio-
nalidade, o que tem como consequéncia a nao eliminacao total da vibra¢ao do sistema principal.

Como ilustragc@o, com (m;* = ,*), a primeira das expressdes da Equacgado 4-5.4 fornece
a funcdo de resposta em frequéncia:

ak, 1-(0/ o))
f, 1-Q+m)o/0)’+@/ o) (4-5.9)

A Figura 4-5.2 mostra, em linha continua, as representacdes dessa fung@o nos casos
de (m=0,1) e (% =0,3). Também mostra, em pontilhado, as representacdes da amplitude
normalizada do sistema principal na auséncia do secunddrio, o que € obtido com base na
Equacdo 2-3.4 e que, com as notagdes atuais, se escreve:

ak, 1
£, 1-(o/0}) (4-5.10)
slE Faixa de operacio el Faixa de operacio
100 20 ;
50 \ ‘ 10 ol
et o=of
0 --T o /
50 10 H- W
100 20 :
0,5 ; 1,5 w/ay 0,5 1,0 1,5 /oy

we=0,1 =03
FIGURA 4-5.2 Funcdes de resposta em frequéncia do amortecedor.

Por observagdo da figura anterior, identifica-se que a primeira frequéncia do sistema
composto ¢ menor do que a frequéncia natural do sistema primdrio e que a segunda frequéncia
daquele sistema é maior do que essa frequéncia. Em ambos os casos ilustrados nessa figura,
escolhe-se uma faixa entre as frequéncias naturais do sistema composto, em que possa
ocorrer a frequéncia forcante. Essa faixa situa-se em torno da frequéncia natural do sistema
principal e pode ser mais larga 2 medida que se aumenta a razio entre as massas m, e m;.’

" Backmann et al (1995) sugere adotar m,/m; entre 1/45 e 1/50, e apresenta resultados do absorvedor amortecido
de massa sintonizada. O sistema secundario pode também ser instalado sobre a estrutura, de maneira que a(s)
sua(s) mola(s) fiquem sob compressdo quando em configuracio neutra.
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Na pritica, toda maquina rotativa inicia rotagcdo a partir do repouso e, portanto, a
frequéncia forcante passa pela primeira frequéncia do sistema composto. Contudo, a
frequéncia forcante de regime permanente é atingida com grande rapidez e sempre ha
amortecimento, o que costuma resguardar o sistema composto quanto a ressonincia em
sua primeira frequéncia.

A importancia deste capitulo reside principalmente nos conceitos de frequéncias e modos naturais de
vibragao de osciladores duplos, como introdugdo ao amplo tratamento dessas propriedades dinamicas
que sera desenvolvido no proximo capitulo. Tem também relevancia pelo treinamento de obtencao das
equacdes de movimento, detalhamento do fenémeno de batimento e apresentacdo do amortecedor
de massa sintonizada.

4-6 EXERCICIOS PROPOSTOS

4-6.1 Considerando pequenos deslocamentos medidos a partir da configuragio neutra,
obtenha as equagdes de movimento dos sistemas mostrados na Figura 4-6.1.
O da parte esquerda tem barra rigida de massa total m e o sistema da parte
direita tem barra de mddulo de rigidez a flexdo EI e de massa por unidade
de comprimento m’.

m
Py | iul(t)
ko
luz(t)
¢ f(t)
(@) (®)

FIGURA 4-6.1 Sistemas de dois graus de liberdade.

4-6.2 Considerando pequenas oscilagdes e hastes rigidas de massas despreziveis,
obtenha as equacdes de movimento dos péndulos duplos representados na
Figura 4-6.2.
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FIGURA 4-6.2 Péndulos duplos de rotacao.

4-6.3 Idem para o péndulo da Figura 4-6.3, em que a extremidade rotulada est4 fixada
a massa m; que pode se deslocar, sem atrito, ao longo de um cursor horizontal
indeformdvel. O deslocamento u(t) é em relacdo a um referencial absoluto, as
oscilagdes sdo pequenas e a haste do péndulo € indeformdvel e sem massa.

FIGURA 4-6.3 Oscilador duplo de translacao e rotagao.

4-6.4 A suspensio de um veiculo tem chassi rigido, massa m, momento de inércia de
massa I em relacdo ao eixo horizontal que passa pelo CG e ¢ idealizado como
esquematizado na Figura 4-6.4, em que a flexibilidade dos pneus ndo € levada em
conta e o deslocamento u(t) € medido a partir da configuragao neutra. Para o caso
de deslocamento angular pequeno, pedem-se as equacgdes de movimento e a soma
dos coeficientes de amortecimento ¢, e ¢, correspondente a0 movimento vertical
criticamente amortecido.

/N . N
o 4u0 i

ky €1 ) k2lc,

a b

FIGURA 4-6.4 Suspensao veicular com translacao vertical e rotagao.
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4-6.5 Para o oscilador duplo representado na Figura 4-6.5, pede-se:
* Sistema de equacdes de movimento.
e Matriz espectral e matriz modal.
e Verificar que a matriz modal € ortogonal com respeito as matrizes de massa e de
rigidez.

—>u(t) —u(t)
2k ] k é
A
2c 2m o m [—fcos(wt)

FIGURA 4-6.5 Oscilador duplo de translacdes.

4-6.6 A Figura 4-6.6 mostra um oscilador simples suspenso na extremidade de uma viga

em balango, de médulo de rigidez a flexdo EI e massa por unidade de comprimento
m’. Em idealizacio com os dois graus de liberdade indicados, a suposi¢io de
validade da massa equivalente expressa na Equacao 2-4.9 e que os deslocamentos
indicados estejam medidos a partir da configuracdo neutra, pede-se:

» Sistema de equacdes de movimento.

* Matriz espectral e matriz modal.

e Verificar que a matriz modal € ortogonal com respeito as matrizes de massa e de
rigidez.

(m'=150kg/m
EI= 9450kN - m?

Juio k = 140kN/m
m =200kg
£=4m

qu(t)

FIGURA 4-6.6 Modelo de dois graus de liberdade.

4-6.7 Um oscilador duplo se desloca com a velocidade constante v, em trajetéria
cossenoidal, como mostra a Figura 4-6.7, em que u; e u, sdo deslocamentos
absolutos. Escreva os sistemas de equagdes de movimento em termos dos
deslocamentos relativos a base, de notagao w;, e em termos dos deslocamentos
absolutos, de notacdo u;.
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FIGURA 4-6.7 Oscilador duplo em deslocamento horizontal constante.

4-7 QUESTOES PARA REFLEXAO

4-7.1 O que é um sistema de equacdes diferenciais acopladas? Por que as equagdes
de movimento dos modelos de dois graus de liberdade sdo usualmente equacdes
diferenciais acopladas? Como desacoplar essas equagdes em caso de modelo ndo
amortecido? Qual € a vantagem desse desacoplamento?

4-7.2 Por que toda matriz de rigidez é simétrica? Qual o significado fisico do coeficiente
de rigidez k;;? E por que o coeficiente k;; tem dimensao fisica distinta do seu
simétrico, kj;, embora sejam numericamente iguais?

4-7.3 Como explicar a obtengdo do problema de autovalor em vibracéo livre néo
amortecida? Qual € a relacdo entre os correspondentes autovalores e as frequéncias
naturais? Por que, para um sistema estrutural adequadamente vinculado, os
autovalores sdo sempre positivos?

4-7.4 O que sio frequéncias naturais e modos naturais de vibragdo de um modelo
discreto? E o que sdo frequéncia fundamental e modo fundamental de vibracdo?

4-1.5 O que sdo modos naturais de vibragdo? Por que as amplitudes em cada um desses
modos ndo tém valores Unicos, apenas tém uma relagdo linear entre si? Como
estabelecer procedimento para se ter determinacao Unica desses modos?

4-7.6 O que é o modelo shear building? Quais sdo as hipéteses que embasam esse
modelo? Qual é a importancia desse modelo?

4-7.7 Em que consiste o fendmeno de batimento? E em que circunstincia ocorre esse
fendmeno?

4-7.8 Qual é a diferenga entre isolador de vibracdo e absorvedor de vibracdo?

4-7.9 O que é um amortecedor de massa sintonizada? Como funciona e quais séo as
limitagdes de uso desse amortecedor?
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0 QUE SIGNIFICA E COMO SAO CONSTRUIDOS 0S MODELOS
DE MULTIGRAUS DE LIBERDADE?

Conforme foi esclarecido em capitulos anteriores, os modelos de estruturas podem ser
continuos ou discretos. Um modelo continuo tem equagdes diferenciais de movimento com
fungdes continuas de posicdo e do tempo, equacdes estas que sé admitem resolucdo analitica
em casos muito simples. J4 um modelo discreto é baseado em configuragdo geométrica
especificada por um nimero finito de parametros independentes entre si, tem equagdes
diferenciais apenas na varidvel temporal, o que facilita a resolu¢do numérica, e ¢é dito de
multigraus de liberdade ou de n graus de liberdade.

Modelos discretos constituidos de elementos de barra e em comportamento estitico sao
tratados na Andlise Matricial de Estruturas, e modelos discretos formados por componentes
bi e tridimensionais sdo analisados com o Método dos Elementos Finitos. As equacgdes de
movimento desses modelos sdo ampliagdes das equacdes de equilibrio estdtico, através da
inclusao de forgas de inércia e de amortecimento, além da considerag@o das acdes externas
como fungdes do tempo. Assim, os métodos de andlise da Dindmica das Estruturas sao in-
dependentes da forma em que sdo obtidas as equacdes de movimento, embora aquele método
seja o mais pratico para fornecer essas equacdes.

Este capitulo apresenta a obtencdo das equagdes de movimento dos modelos de multi-
graus, a partir de um resumo de conhecimentos basicos, para o desenvolvimento posterior
da Dinamica das Estruturas. Maior detalhamento dessa obtencao pode ser encontrado em
literatura especifica, como em Soriano (2003, 2005 e 2009). Apresenta, também, as carac-
teristicas dinamicas daqueles modelos, por serem necessdrias a determinacdo da resposta
dindmica pelo método de superposicdo modal, que € um dos tépicos do préximo capitulo.
Neste contexto, as se¢des deste capitulo tratam os seguintes temas:

5-1 Apresentagdo de informagdes bdsicas dos modelos discretos de estruturas reticuladas
e estruturas continuas, e das correspondentes equagdes de movimento.

5-2 Desenvolvimento das equagdes de movimento dos elementos de barra.
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5-3 Formulagéo das equagdes de movimento dos elementos finitos bi e tridimensionais.

5-4 Obtengao do sistema das equagdes de movimento dos modelos discretos, a partir das
correspondentes equacdes de seus elementos constituintes.

5-5 Determinacao das frequéncias e modos naturais de vibragdo dos referidos modelos.

5-6 Reducdo de graus de liberdade, em obtengdo de um menor nimero de equagdes de
movimento.

5-7 Sugestio de exercicios.

5-8 Proposicdo de questdes para reflexdo.

5-1 CONSIDERAGOES INICIAIS

A andlise de uma estrutura requer a constru¢do de um modelo matematico e, para facilitar
essa andlise, as estruturas sao classificadas em reticuladas e continuas. As reticuladas sdo cons-
tituidas de barras que sdo componentes com uma dimensao preponderante em relagao as suas
demais dimensdes, idealizadas em forma unidimensional, com a hipdtese da se¢do plana.' Ja as
estruturas continuas sdo formadas por componente(s) idealizado(s) com duas coordenadas es-
paciais independentes entre si, como 0s estados planos (de tensdo e de deformagio), membranas,
placas e cascas, ou idealizado(s) com trés coordenadas espaciais, como os sdlidos deformdveis.

Assim, a barra é idealizada no lugar geométrico dos centroides de suas se¢des trans-
versais, denominado eixo geométrico (reto ou curvo). Para essa idealizagdo, considera-se
um referencial cartesiano local xyz, em que x é dirigido de uma extremidade desse eixo
(denominado ponto nodal inicial e numerado como 1) em sentido a sua outra extremidade
(chamado de ponto nodal final e numerado como 2), e em que y e z sdo escolhidos coinci-
dentes com os eixos principais de inércia da seciio transversal inicial.” Em caso de barra reta
de secdo transversal constante, isto € ilustrado na Figura 5-1.1 juntamente com o sistema

Eixo gecométrico

Secdo transversal K‘ T
i

X
M)"
2
V}’
e e
™ v

z

Idealizacdo unidimensional

FIGURA 5-1.1 Barra reta de secao transversal constante.

" As estruturas em barras de nés rigidos sdo também denominadas estruturas reticuladas continuas.

> Em barra de trelica sdo irrelevantes as direcdes dos eixos y e z.
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de referéncia XYZ qualificado como global e utilizado na especificagdo da posi¢ao dos
pontos nodais do modelo.’ E em cada secdo transversal de uma barra, de forma mais geral,
sdo definidos os esforgos seccionais: normal N, cortantes V, e V,, momento de tor¢do T e
momentos fletores My e M,.

As estruturas reticuladas sdo classificadas em vigas, trelicas (planas e espaciais), pdrticos
(planos e espaciais) e grelhas, conforme os esfor¢os seccionais que venham a ocorrer. As
reticuladas planas sdo usualmente consideradas em um plano XY, com o eixo local z de
cada barra escolhido de mesmo sentido que o eixo global Z. E pelo fato de as barras serem
idealizadas em seus eixos geométricos, as estruturas reticuladas sdo discretizadas de forma
natural pelos pontos extremos desses eixos, denominados pontos nodais e que definem os
elementos de barra constituintes do modelo. Em caso do pértico plano, o modelo € ilustrado
na Figura 5-1.2 na qual os pontos nodais e os elementos de barra estdo numerados separados
e sequencialmente a partir de 1. Os demais modelos reticulados recebem numeragoes seme-
lhantes.

LY

1 2 .
2 3

4

= 3 4
5 6
. S (3 .. -
No referencial global Pontos nodais Elementos

FIGURA 5-1.2 Discretizagao de portico plano.

O termo deslocamento referente a um ponto nodal diz respeito, em um determinado
referencial, a um componente de deslocamento de translacdo ou de rotacio, da se¢do
transversal representada por esse ponto. Portanto, os deslocamentos de um ponto no-
dal s3o em ndmero de seis em caso tridimensional, trés de translagdo e trés de rotagcdo
da se¢do. E como hé casos de modelos em que alguns desses componentes sdo nulos,
os deslocamentos nodais relevantes de cada elemento de barra dependem do modelo. Tais
deslocamentos descrevem de forma completa a configuracdo de deformacgao do elemento
sem agdes externas ao longo do mesmo e estdo mostrados na Figura 5-1.3 em termos do
referencial local.* Observa-se que, em cada ponto nodal, estdo inicialmente numerados
os deslocamentos translacionais que ocorrem nas dire¢des X, y € z, seguidos das rotagcdes
segundo essas mesmas direcoes.

* Barra curva e/ou de segio transversal varidvel costuma ser considerada, de forma simplista e aproximada,
através de um conjunto de segmentos retos de se¢do constante.

* Embora momento fletor, esforgo cortante e, eventualmente, esforco normal possam ocorrer em viga, optou-se
por denominar elemento de viga aquele em que hd apenas os dois primeiros desses esforgos, para diferencia-lo
do elemento de portico plano.
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Portico plano Grelha Portico espacial

FIGURA 5-1.3 Deslocamentos nodais dos elementos de barra reta no referencial local.

Ja em modelo continuo, faz-se a divisdo do dominio geométrico em subdominios deno-
minados elementos finitos, em constituicdo de uma malha de elementos finitos, como a chapa
mostrada na Figura 5-1.4 em que a for¢a externa aplicada em parte do contorno e a restri¢do
em outra parte do contorno sdo discretizadas em pontos nodais. Em cada elemento é imposto
o cumprimento de equacdes de equilibrio local e a interagdo dos elementos entre si e com o
meio exterior através de pontos nodais, de maneira a se obter um equilibrio global. Assim,
a complexidade da geometria e das condi¢des de contorno do modelo continuo original se
reduz basicamente ao se construir uma malha a partir de formas simples de elementos finitos
e de restrigdes e forcas nodais. E tal como nos modelos reticulados, os pontos nodais, 0s
elementos e os deslocamentos nodais sao numerados, separados e sequencialmente, a partir

Apoio  Elemento  Ponto Forga
discreto finito nodal nodal

1 2 (3456/789

ol 112 [3]4]5]6]7]8]9 [10] ",
1112

| 1

I
{

‘ 115116
111112 113

E

FIGURA 5-1.4 Discretizacao em elementos finitos, de uma chapa tracionada.
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de 1. O indice superior entre paréntesis denota o elemento e os indices inferiores L e G
designam, respectivamente, o referencial local e referencial global. Outros indices inferiores
dizem respeito a componentes de vetor ou de matriz.

Os elementos finitos de modelos estruturais sdo formulados a partir do arbitrio de um campo
de deslocamentos por interpolacdo dos deslocamentos nodais do elemento. Esses deslocamentos
estdo ilustrados na Figura 5-1.5 nos casos de elementos triangulares de estado plano e de flexdo
de placa, considerados no referencial global.” O campo de deslocamentos é aproximativo ao
modelo matemdtico original e dependente dos deslocamentos nodais considerados.” Contudo,
as aproximacdes introduzidas pela discretizagdo se reduzem com o refinamento da malha de
elementos finitos. E com os modernos sistemas computacionais de andlise podem ser cons-
truidos modelos com grande refinamento, com a consideragio de detalhes do sistema fisico.

(e)

u
) T ul®
Y3 P
ute)
¥ g T u®
u® 2 Y
s (e)
X W
X
Estados planos de tensdo Flexdo de placa,
e de deformagio no plano XY

FIGURA 5-1.5 Deslocamentos nodais de elementos finitos triangulares.

Em estruturas constituidas de barras, ha uma natural defini¢do minima de pontos nodais
que sdo as extremidades das idealiza¢des das barras. Pontos adicionais costumam ser utili-
zados para substituir uma barra curva por trechos lineares, ou aproximar uma barra de se¢do
transversal varidvel por trechos de secdo constante, por exemplo. J4 em discretizacio de
modelos continuos, ndo existe um procedimento geral de definicdo dos pontos nodais e dos
elementos finitos, e a discretizacio pode ser detalhada o quanto for necessdria para reduzir os
erros de discretizacdo a um nivel aceitdvel. As propriedades de material e as a¢des externas
podem variar de elemento a elemento.

Assim, com o aumento da discretizacdo, a solugdo numérica converge para a solugdo do
modelo continuo original.” Refinamento de discretizacio implica mais trabalho de geragio

* Elemento de barra pode ser formulado a partir de campo de deslocamentos, mas nio é um elemento finito
verdadeiro porque esse campo ndo acrescenta aproximacao a idealizagdo unidimensional de teorias classicas
de barra. Contudo, em generalidade de denominacdo, os elementos de barra costumam também ser referidos
como elementos finitos.

% Referencial local é utilizado em formulago de elemento de casca.

7 Convergéncia a menos das aproximacdes da aritmética de ponto flutuante inerentes aos computadores, de
eventuais aproximacdes de discretizagdo no tempo das a¢des externas, de aproximagdes de integracdes numéricas
e de aproximacdes em transformacdo modal de coordenadas, que ¢ apresentada no préximo capitulo.
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do modelo discreto, em extensdao do processamento automatico e em maior quantidade de
resultados a interpretar e validar. Assim, nem sempre € indicado efetuar muito refinamento,
ainda mais devido ao fato de o modelo continuo ja conter aproximagdes em rela¢do ao sistema
fisico cujo comportamento busca-se prever. Somente a experiéncia desenvolve a habilidade
de discretizar adequadamente, que pode ser adquirida através de sucessivas discretizacdes de
modelos matematicos de solugdes conhecidas e comparagao dessas solugdes com as corres-
pondentes solu¢des numéricas.

Quanto ao sistema das equacdes de movimento de cada elemento, este tem forma seme-
lhante ao do oscilador duplo e, sem indicaga@o a referencial, se escreve:

MG () +Cu” () +Ku (1) =1 (1) (5-1.1)

Nesse sistema, U, U e u® sio, respectivamente, os vetores das aceleracdes,
velocidades e deslocamentos, todos nodais; M, C e K sio, respectivamente, as
matrizes de massa, de amortecimento viscoso e de rigidez; M®UG®, CU® ¢ K“u®
sdo, respectivamente, as forcas de inércia, de amortecimento e restitutivas eldsticas;
assim como f é o vetor das forcas nodais equivalentes s a¢des externas aplicadas ao
elemento. No caso de elemento de barra, essas matrizes e vetor sao obtidos no referencial
local do elemento, para posterior transformagéo ao referencial global, como serd mos-
trado na préxima secao.

Em capitulos anteriores, as equagdes de movimento foram construidas com a aplicagdo
do principio de d’Alembert. Em discretizagdes com o Método dos Elementos Finitos, que
inclui as estruturas constituidas de barras como caso particular, faz-se essa construgdo a
partir das equacgdes de movimento dos diversos elementos do modelo, através da soma das
contribui¢des das forcas de inércia, de amortecimento, de rigidez e das forcas externas,
que dizem respeito a cada um dos deslocamentos nodais. E o que se diz agrupamento das
equagoes de movimento dos elementos, de maneira a obter o sisterma global das equagdes de
movimento, como serd mostrado na Sec¢do 5-4. A partir desse sistema e com a consideracio
das restri¢des de contorno, chega-se ao sistema global restringido cuja resolugdo fornece a
solugdo numérica referente aos pontos nodais.

Esse contexto de andlise estd esquematizado na Figura 5-1.6, que esclarece o encami-
nhamento de obten¢do das frequéncias e dos modos naturais de vibragdo, assim como ilustra
as etapas de obtencio da resposta de um modelo de estrutura.”

A seguir, considera-se material eldstico linear (linearidade fisica), assim como deforma-
coes e deslocamentos pequenos (linearidade geométrica), para que seja valido o principio
da superposigdo dos esforcos segundo o qual o comportamento de um modelo sob varias
acdes externas € igual a superposi¢cdo de seus comportamentos sob cada uma dessas acdes
separadamente. As andlises de comportamentos ndo lineares s@o realizadas através de
procedimentos de linearizagdes, como serd descrito no préximo capitulo.

8 Z . £ . ~

Essa resposta ¢ um conjunto de resultados numéricos de deslocamentos, velocidades, aceleragdes, esfor¢os
internos e/ou tensoes, resultados estes que podem ser em uma sequéncia de valores discretos do tempo ou, sim-
plesmente, valores maximos sem a identificagdo dos correspondentes instantes de ocorréncia.
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FIGURA 5-1.6 Esquema da analise de um modelo de estrutura de multigraus de liberdade.

5-2 EQUAGOES DE MOVIMENTO DOS ELEMENTOS DE BARRA

As equacgdes de equilibrio estatico dos elementos de barra podem ser obtidas com as
teorias cldssicas de tragdo/compressao, flexdo e tor¢ao, ou através de formulagao do Método
dos Elementos Finitos. O primeiro encaminhamento é vantajoso em obtenc@o de matriz de
rigidez, pelo fato de facilitar a consideragdo do efeito das deformagdes dos esforgos cortantes
e a obtencdo do vetor das forgas nodais equivalentes a qualquer ag¢do externa, assim como
por permitir acurada determinacdo dos esforgos seccionais. Ja o segundo encaminhamento
¢ essencial na obtengdo de matriz de massa consistente e na obtengao tedrica de matriz de
amortecimento, para complementar as equagdes de movimento dos elementos.

Seguidamente, serdo apresentados os procedimentos de obteng@o das referidas matrizes,
inicialmente pelo procedimento classico e, posteriormente, pelo Método dos Elementos
Finitos.

5-2.1 Matriz de rigidez

Como foi esclarecido no capitulo anterior, o coeficiente de rigidez k;; de um modelo com
varios graus de liberdade € numericamente igual a forga restritiva (ou momento restritivo)
na direcdo do i-ésimo deslocamento, quando se impde, de forma estdtica, valor unitario ao
j-ésimo grau e se mantém com valores nulos os demais graus. Assim, os coeficientes de
rigidez de um elemento de barra podem ser obtidos diretamente por imposi¢do sucessiva de
valor unitdrio para cada um dos seus deslocamentos nodais, mantidos nulos os demais, com
os correspondentes esforcos de extremidade obtidos pelo Método das Forcas de andlise de
estruturas hiperestaticas.
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No caso de barra reta biengastada de se¢io transversal constante, por exemplo, sdo obtidos
os esforcos mostrados na Figura 5-2.1, sem interacgdo entre esfor¢o normal e deformacao de
~_ 9 ~ ~
flexdo.” A notagdo ¢ assume as expressoes:

_12ELf, . _12ELf,
¥ =Gac ? = Gac (5-2.1)

em que f, e f, 0s denominados fatores de cisalhamento que levam em consideragdo as
deformagdes dos esforgos cortantes V, e V,, respectivamente.'’ O efeito dessas deformagdes
¢ relevante em barras de grande altura e na medida em que sdo necessarios modos naturais
de vibragdo de ordens elevadas.

) _12E1
| 3
%—-v-"l—_l.“_E 2y
o] 7 _T6EL
o) Tm e1+9)
B-1rad e
/ l (1 +0¢) f=1Irad
R e - o | e
%Q} 6ET (2-9)EL a1 ¢ T
Cll+e) dil e e

Figura 5-2.1 Esforcos correspondentes a deslocamento unitario.

A partir dos esforgos anteriores, identificam-se os coeficientes de rigidez do elemento
de viga mostrados na Figura 5-2.2, que atendem a convencdo de sinais dos deslocamentos
nodais.

Para desconsiderar o efeito das deformagdes dos esforcos cortantes, o que é usual em
barra longa comparativamente com suas dimensdes transversais, basta atribuir valor nulo
a @y (e/ou @,). Assim, com as numeragdes de deslocamentos mostradas na Figura 5-1.3 e
coeficientes positivos nos sentidos positivos desses deslocamentos, escrevem-se as seguintes

° Com o mesmo método, podem ser obtidos os coeficientes de rigidez de barra com articulagdes em suas ex-
tremidades, assim como de barras curvas e/ou de seco transversal varidvel. J é a constante de tor¢do que, no
caso de secdo transversal circular, € igual a0 momento de inércia polar, e I ¢ momento de inércia da se¢do trans-
versal. Em andlise dindmica de estruturas em concreto considera-se médulo de elasticidade dindmico até 15%
a mais do que o médulo de elasticidade estatico. As dreas e os momentos de inércia das se¢des transversais sao
usualmente determinados sem considerar fissurac@o, e os momentos de inércia de tor¢io sdo calculados com a
consideracdo de redu¢do da secdo integral, por fissuracdo, em até 90%.

' Em secio retangular, fy =1, =6/5; em secio circular, f, =f, = 10/9 e em secio circular de parede fina, f, =1, =2,
por exemplo. Para a especificagdo de fatores de outras formas de se¢@o transversal, vide Roark, R.J, 1975,
Formulas for Stress and Strain, McGraw-Hill.
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Figura 5-2.2 Coeficientes de rigidez do elemento da viga.

matrizes de rigidez dos elementos de barra biengastada de sec@o transversal constante, em

seus referenciais locais:

a) Trelica plana:

1 0 -1 0
EA 0 0 O
(e) _ =44
K™= ¢ 1 0
sim. 0 (52.2)
b) Trelica espacial:
1 0 -1 0 O
0O 0 0 O
Ke - EA 0 0 00
L ¢ 1 0 O
. 0 0
S1m. 0 (5_2.3)
¢) Viga:
26 12 6 |
A
6
o EI, 4 —— 2
Ko === ¢
‘ [ER
¢ ¢
| sim. . 4 | (5-2.4)
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d) Portico plano:

EA v o _EA 0
¢ ¢
12EI, 6EI 12EI, 6EIL
A ¢ 0 - A ¢
4EI,  GEL  2EI,
K© = ¢ s ¢
¢
12EI,  6EI,
A 7
. 4EI,
sim. - (5-2.5)
e) Grelha:
[ 1281, o _GEL _12EL 6L |
£3 62 €3 eZ
Gl o 9
¢ ¢
4EI,  6EL, . 2EIL
K© = ¢ I 4
. 12EI, 6EI,
Z3 £2
a
¢
: 4EI,
sim. Ely
¢
- - (5-2.6)
f) Pértico espacial:
% 0 0 0 0 0 —% 0 0 0 0 0
12;:11 i . 0 61;2212 o 12;;1‘ . . . 6I;L
12€I§Iy Q _61;:21y 0 7 0 _12;:1y 7 _6];:21y 7
gl 0 0 0 0 g 0 0
¢ ¢
4EL, . 0 6E21y o ZEL .
¢ ¢ ¢
4EL _6E211 Q 0 i 2EI,
K® = (4 ¢ l
. . . . . . EA 0 0 0 0 0
12{]3,17 0 0 0 _6];1,
12§1y 0 6];Iy 0
9 0 0
¢
4EL,
¢
: 4EIL,
S1m. o o 0 o o o o . . 5 e
L ¢

(5-2.7)
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Observa-se que o elemento de portico plano € a combinagdo do elemento de treliga plana
com o de viga, e que o elemento de pdrtico espacial € a unido do de pértico plano como o
de grelha.

5-2.2 Matriz de massa

Uma matriz de massa pode ser discreta ou consistente. E qualificada como discreta
quando se adota procedimento simplificado de consideracdo de massa concentrada nos
pontos nodais, o que tem a vantagem de fornecer matriz diagonal, simplificando o tratamento
numérico. E qualificada como consistente quando obtida com a formulagio do Método dos
Elementos Finitos.

Com a notagdo (m’ = pA) designativa de massa por unidade de comprimento de barra
reta de secdo transversal constante, seguem as matrizes de massa discretas mais usuais, no
referencial local. As correspondentes matrizes consistentes serdo detalhadas na Secdo 5-3
que também apresentard uma expressdo para a matriz de amortecimento.

a) Trelica plana: Considera-se que a metade da massa do elemento esteja concentrada
em cada um dos seus pontos nodais, de maneira a obter:

M(Le)zmT,Zdiag[l 11 1]

(5-2.8)

onde o simbolo diag[...] representa matriz diagonal com os coeficientes diagonais
mostrados.
b) Trelica espacial: Idem a consideracéo anterior, obtendo-se:

M(f):mTlédiag[l 1111 1]

(5-2.9)

¢) Viga: Para os deslocamentos nodais lineares, considera-se o mesmo que em elemento
de trelica. Quanto aos deslocamentos de rotacdo, desconsidera-se inércia rotacional ou
adota-se a inércia rotacional de até metade do elemento, em relacao a cada um de seus
pontos nodais.
Momento de inércia de massa de barra foi obtida como resultado intermediério no
Exemplo 1-5.1, que para a metade de uma barra se escreve:

- (m’0/2)(¢/2° m't’
¢ 3 24 (5-2.10)

Logo, tem-se a matriz de massa discreta com essa inércia de rotacdo:

’ 2 2
Mf’:ngdiag[l £y f—}

12 12

(5-2.11)

. . c L. 1
Contudo, é usual desconsiderar essa inércia e adotar:

I
181

" A inclusdo do referido momento, como é sugerido em parte da literatura, ndo conduz a resultados mais acurados.
Contudo, uma pequena fragdo dessa inércia € ttil para evitar coeficientes diagonais nulos na matriz de massa.
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Mf>=m7"’diag[1 01 0]

(5-2.12)

d) Poértico plano: Por ser a combinagio do elemento de treli¢a plana com o elemento de
viga, chega-se a matriz de massa sem a considerag@o de inércia de rotagdo:

M‘L”:mT,ediag[l 10110 ]

(5-2.13)

e) Grelha: Para os deslocamentos nodais transversais adota-se 0 mesmo que em elemento
de trelica. Quanto aos deslocamentos de flexdo, faz-se o mesmo que no elemento de
pértico plano e, para os deslocamentos de tor¢do, considera-se, em cada ponto nodal,

a inércia de rotacdo de metade da barra em torno de seu eixo. Logo, em caso de secdo
transversal circular, escreve-se a inércia:

L= mpr'(¢/2) _ped _m’]
’ 4 4 4A (5-2.14)
em que J € o momento de inércia polar. E por se tratar de procedimento aproximativo,

substitui-se, no caso de se¢ao transversal nao circular, J pelo momento de inércia de torgao.
Assim, chega-se a matriz de massa discreta:

M(f)=m—€diag{1 J oo L o}
D 2A 2A

(5-2.15)

f) Pértico espacial: A matriz de massa discreta de pértico espacial é obtida por
combinacdo adequada dos coeficientes da correspondente matriz do elemento de
pértico plano com os da matriz do elemento de grelha, e se escreve:

Mf)=m—édiag|:111i00111L00}
2 2A 2A

(5-2.16)

5-2.3 Vetor das forcas nodais equivalentes

As acdes externas podem ser aplicadas nos pontos nodais e ao longo dos elementos. As
primeiras sao diretamente consideradas quando da formagao do sistema global das equacdes
de movimento, e as segundas sdo tratadas através de forcas nodais equivalentes. O vetor
dessas tltimas forcas é designado por f,© e constituido pelos esfor¢os de engastamento
perfeito do elemento (reacdes nas extremidades restringidas, no referencial local), com
sinais contrdrios. E assim como os coeficientes de rigidez de barra, esses esfor¢os podem
ser determinados através do Método das Forgas.

Como ilustracdo, os casos de forca concentrada e de for¢a uniformemente transversal
distribuida em barra biengastada, reta de secdo transversal constante, estdo apresentados na
Figura 5-2.3. Logo, para aquela forca, tem-se o vetor das forcas nodais equivalentes:

2 2 w
fﬁe)(t)=—@{7b (Batbh) ,, a@+3b) (a;3b) —azb}

s ¢

(5-2.17)
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onde o indice T superior a notagdo matricial indica matriz transposta.

y
Ty lf(t) T p(t)
fab2( )—fa b _X pfz y —p€2 X
& %, 12 L/ 12
ﬁ(g,a +b) - ° fa’ (a+3b) L pe
e i ¢ e 24 t 2

FIGURA 5-2.3 Esforcos de engastamento perfeito de barra reta.

No caso da for¢a uniformemente distribuida no elemento, como mostrado na parte direita
da Figura 5-2.3, tem-se o vetor das for¢as nodais equivalentes:

o p(t)fz{1 ¢t T
O="="11%s "' 75

(5-2.18)

5-2.4 Transformacao ao referencial global

(e) (e)

Com a matriz de massa My '”, a matriz de rigidez K; ' e o vetor das for¢as nodais equiva-
lentes f, apresentados anteriormente, assim como com a matriz de amortecimento C;“ que
serd expressa na Secdo 5-3, escreve-se o sistema das equacdes de movimento de elemento

de barra, similar ao da Equacdo 5-1.1 e expresso agora no sistema local como:

(e)u(e) (t)+ c(e)u(E) (t) + K(E)u(e) (t) — f]fe) (t) (5_2 19)

Mas, pelo fato de os deslocamentos no modelo discreto serem considerados em um
referencial (global) XYZ, como ilustra a Figura 5-2.4 para um portico plano, é necessario
. . . 12
transformar o sistema anterior a esse referencial.

AY (12 ‘15
1 2 45 %> d
d; "] ds \./dé 4
dsf| 4dii
3 4 d;— 4> >d
7 /dg %12 10
d d
s A X adils B,
dlS dig
Numeragao dos Numeracio global dos
pontos nodais deslocamentos nodais

FIGURA 5-2.4 Numeracdes nodais do pértico plano da Figura 5-1.2.

" A rigor ndo é necessério que todos os deslocamentos nodais do modelo digam respeito a um tnico referencial.
Basta que, em cada ponto nodal, esses deslocamentos estejam em um mesmo referencial.
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Importa observar que se adota a notagdo “d” para os deslocamentos nodais na numeragao
global, diferentemente da notagdo “u” utilizada em tratamento de elemento. Além disso,
observa-se que os deslocamentos do modelo sdo numerados na ordem de seus pontos nodais e
que, em cada ponto nodal, se considera inicialmente o deslocamento na dire¢io de X, seguido
do deslocamento na dire¢iio de Y e seguido da rotagio segundo o eixo Z."

Na referida transformagdo entre referenciais, utiliza-se matriz de rotagao obtida por
decomposi¢io de um vetor u em seus componentes (U, Uy, U,) em um determinado referencial
Xyz e em seus componentes (Uy, Uy, Uz) em um referencial XYZ, como mostrado na parte
esquerda da Figura 5-2.5."

- A, x =cosa
e X 1A,y =cosp
Ayz =COSY

]

]
]
\

1
VA |

FIGURA 5-2.5 Decomposicao vetorial no espaco tridimensional.

Logo, escreve-se a transformacao entre os referidos componentes de vetor:

U, Mx Ay Ag Ux Ux
u = Ax Ay Ay uy »=R{ uy
u, Ax Ay Az Uz Uz (5-2.20)

onde (\gx, Ay Mz)s (Nyxs Ayys Nyz) € (Nzx, Aoy, Ayz) 80 0s cossenos diretores dos eixos
X, y e z, respectivamente, em relagdo aos eixos X, Y e Z, em que identifica-se a matriz
(ortogonal) de rotagdo: "’

7\'xX 7\‘XY 7\'xZ
R= ny )Lyy xyz
}\‘ZX 7\’ZY }\‘ZZ (5_22 1)

Em decomposi¢do vetorial no plano XY e com o angulo a formado pelos eixos x e X,
como mostra a Figura 5-2.6, a matriz anterior particulariza-se para a forma:

"* Para facilidade de formulagdo, optou-se por numerar inicialmente os deslocamentos ndo restringidos, que sdo
os graus de liberdade, seguidos da numera¢@o dos deslocamentos restritos por apoios (condigdes geométricas
de contorno). Esses tltimos deslocamentos sdo necessdrios no caso de a¢do multipla de apoios, como serd
apresentado no Capitulo 7.

" Grandeza vetorial tem independéncia do referencial em que é considerada.

" Esses cossenos nio sao mutuamente independentes, porque trés dngulos definem a orientagdo de um referencial
local em relagdo ao global. E a forma mais pratica de especificar essa orientacdo ¢ através de um ponto auxiliar
que defina, juntamente com o eixo X, o plano que contém o eixo y.
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FIGURA 5-2.6 Decomposicao vetorial no plano.

R=| ©0S o sino
—sino.  cos o
As duas matrizes anteriores sao referentes aos deslocamentos em um ponto nodal de elemento
de barra. Contudo, como cada barra tem dois pontos nodais, essas matrizes precisam ser ade-
quadamente expandidas para dizer respeito a transformag@o dos deslocamentos desses pontos.

Assim, faz-se a transformacao dos deslocamentos nodais do elemento de barra em seu referencial
local, U, aos deslocamentos nodais desse elemento no referencial global, ug’, sob a forma:

o2

que em caso de portico espacial utiliza a matriz de ordem 12 X 12:

(5-2.22)

R O
rRe-| - R

oo
Jooo

sim.

(5-2.24)

em que a matriz R est4 expressa na Equagdo 5-2.21."

Os deslocamentos do elemento de pdrtico espacial no referencial local e no referencial
global estdo mostrados na Figura 5-2.7.

(e)

» U2G
2 (e) e (e)
Uiogp, 176 Ag(]
10L I (c)
(e) ugc(i/ 4‘“ "
¢ I
Uyg u (&)
Y} Tl 1
UG T (e)
X (szc
(e)
Usg
Z
No referencial local No referencial global

FIGURA 5-2.7 Deslocamentos nodais do elemento de portico espacial.

' Uma rotacdo muito pequena comparativamente com um radiano pode ser decomposta como se tratasse de
vetor. Vide Lemos, N.A., 2007, p. 94.
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De forma andloga ao procedimento anterior, tém-se as seguintes transformagdes de
velocidades, aceleragdes e forgas, nodais:

u® = ROUL
i = ROGE
© _ REOFE©
Y = RYfy

(5-2.25)

As transformagdes entre os deslocamentos nodais dos demais elementos de barra sdo
casos particulares do elemento de pértico espacial, quando entdo se tém as matrizes de
rotagdo especificadas a seguir:

a) Trelica plana:

R© =|: R O }
0 R (5-2.26)

em que R é a matriz expressa na Equagdo 5-2.24.
b) Trelica espacial:

R© =|: R O }
0 R (5-2.27)

em que a matriz R estd expressa na Equagdo 5-2.21.
c¢) Portico plano:

R 00O
(e) _ 1 00
R™ = - RO
Stm. ! (5-2.28)
com a matriz R contida na Equacgio 5-2.22 e em que os coeficientes unitrios
expressam que (u$ =use)e (U = uly).
d) Grelha:
1 00O
e) _ . R 0O
RE= 1 0
sim. - R (5-2.29)

com a matriz R expressa na Equacio 5-2.22, de maneira que (uif =uig) e (u§ =ui) .

Tendo-se a matriz de rotacdo R, multiplica-se a Equagio 5-2.19 por R®", e empregam-se
as Equagdes 5-2.23 e 5-2.25 para obter o sistema das equacdes de movimento do elemento
de barra no referencial global:

(R(e)TM(Le)R(e))U(e)(t) +(R<°)TC(L‘*)R<°))I](C)(t) +(R‘°)TK<L” R©)u®(t) =R(e)Tfﬁe)(t)
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que com as notagdes:

Mo = R(C)TM(LE)R(E)
cY = R(e)fc(LwR(e)
KO = R(e’TK(Le)R(e’
£ = R0

(5-2.30)

fica sob a forma:

MG () +CEaE 0 +KEUE0 = £ 5231,

5-3 EQUACOES DE MOVIMENTO DE ELEMENTO FINITO

A literatura do Método dos Elementos Finitos € muito ampla. No que se segue apresenta-se
apenas um resumo esclarecedor a obten¢do das equagdes de movimento de modelo de
elemento finito. E como ja esclarecido, com esse método, divide-se o dominio geométrico
em subdominios denominados elementos finitos, que interagem entre si € com 0 meio ex-
terior através de pontos nodais.'” Inicialmente, obtém-se as equacdes de movimento desses
elementos para, em seguida, construir o sistema das equac¢des de movimento da malha
de elementos e, posteriormente, considerar as condicdes de apoio.

Para obter as equagdes de um elemento finito na formulacido de deslocamentos, arbitra-se

0 campo:
u(tH =Nu“(r) (5-3.1)

onde U é o veror dos deslocamentos de um ponto qualquer do elemento, N é uma matriz
de funcées de interpolacdo ou de forma e U é o vetor dos deslocamentos nodais do elemento

(presentemente sem indicacdo de referencial, por simplicidade).®
No caso do elemento de trelica plana, por exemplo, as func¢des de interpolagcdo estao
mostradas na Figura 5-3.1, e a referida interpolacdo tem a forma:
uiy’ (v
u(t } [ N 0 N 0 ] usi (1) .
ut)= = =Nu(t
© { vo Tl 0 Mo 0 Neo | upe [TV
wiL (0 (5-3.2)

' Contribui¢des pioneiras sdo devidas a Argyris, J.H. & Kelsey. S., apresentadas em 1955 e reproduzidas em
1960, Energy Theorems and Structural Analysis, Butterworth & Co.. Sdo também devidas a Turner, M.J., Clough,
R.W., Martin, H.C. & Topp, L.J., em 1956, Stiffness and Deflection Analysis of Complex Structures, Journal of
Aeronautic Society. O nome elemento finito foi cunhado por Clough, R.W., em 1960, The Finite Element Method
in Plane Stress Analysis, ASCE, 2™ Conference on Eletronic Computation.

'® Os deslocamentos nodais podem incluir derivadas de deslocamentos de translagio. As funcdes de interpolagio
devem ser continuas no interior do elemento e, na maior parte das vezes, garantem continuidade de deslocamentos
nas interfaces dos elementos, quando entao o elemento € dito conforme ou compativel. A grande simplicidade
do método € que o campo de deslocamentos ndo precisa satisfazer as condi¢des geométricas de contorno do
modelo original, apenas atender a determinados critérios de convergéncia.
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onde se identifica a matriz N. Nessa equagio, u e v sdo os componentes do deslocamento
de um ponto qualquer do elemento, no referencial local, assim como o sdo os deslocamentos
nodais. Em elemento de treli¢a, como s6 ha deformacgio axial, ndo é relevante a interpolagéo
do deslocamento transversal. E observa-se que as fun¢des de interpolagdo N; e N, sdo lineares,
t&m valor unitdrio em um ponto nodal do elemento e valor nulo no outro ponto nodal.

IY
\
(e)
(e) us? u4L‘I’ ©
Ui | € | Usp  x
1 2
¢
- u® > Deslocamentos nodais
el LN L .
'/ ©
o

X
N, =1-3 =X
s ¢ AN
I\‘ /[
1 2 1 2

Fungdes de interpolacio

FIGURA 5-3.1 Elemento de trelica plana.

Para o elemento de viga sem o efeito de deformacio de esforco cortante, as fungdes de
interpolacdo estdo mostradas na Figura 5-3.2, e o campo de deslocamentos tem a forma:

Ui (1)
(e)
u®=[ N0 N Ny Noo 1O b N ue o
sy (0)
wiL () (5-33)
em que u é o deslocamento (transversal) de um ponto qualquer do elemento, e os des-

locamentos nodais sdo no referencial local. Essas fun¢des sdo polinémios de Hermite cibicos
A : (e) _ (e) _ (e) _ 19
e tém os valores nodais (U = Uy—p), (Usr = Usxx—g)s (UL = Upeg) € (Usxier) -

Para um elemento de estado plano de tensdes, tem-se o vetor de deslocamentos de um
ponto qualquer:

' Como a integragdo da equacio diferencial da teoria cldssica de viga (ETu 4=p) fornece uma equacio ciibica
no caso de (p=0), o campo de deslocamentos anterior representa exatamente a deformada do elemento imposta
por deslocamentos nodais.
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u:{ v } (5-3.4)

onde u e v sdo os deslocamentos nas diregcdes x e y, em que as fungdes de interpolagdo
dependem dos deslocamentos nodais (usualmente no referencial global) que sejam consi-
derados no elemento.

Ty
(c)
UL u'® Iu u'® ug?
.—Ll 2L e 4L
1 2, X
£ i

Deslocamentos nodais

(e) 2 3
u 3x* 2x
2L N, =

2x? %
‘ 5l " Tt
()
u o 0 uo, [ +ugﬁxm

= u]L

Configuragio deformada N, = 3x? 2% N, =X
(e)

3x° 2x7 2 XJ

do elemento % T TE
+ gy x st ufx —\ '
St

Interpolagdo dos deslocamentos nodais

FIGURA 5-3.2 Elemento de viga.

A partir do arbitrio do campo de deslocamentos para o elemento, como expresso na
Equacdo 5-3.1, tem-se o campo de velocidades:

u=Nu(v (5-3.5)
e o de aceleracoes:
Ut =Na(t) (5-3.6)

em que U e U sdo os vetores, respectivamente, das velocidades e das aceleragdes,
nodais.

Para cada modelo matematico, t€m-se relagdes entre os componentes de deformacgao e
os componentes de deslocamento, o que se escreve:

&) =Lu(t) =LNu“(n)= Bu* (1) (5-3.7)

onde L é uma matriz de operadores diferenciais e em que se adota a notagio (B = LN).

No caso do elemento de viga em flexdo, por exemplo, a partir da equagdo da linha elds-
tica (Elu 5, = -M), considera-se (€ = u ). Assim, escreve-se:

dN . d .
EZEU(L) — SZQNUL)

(5-3.8)

I
189
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em que o vetor € se degenera em um coeficiente e a matriz L se particulariza ao operador
derivada segunda. Logo, com as fun¢des de interpolacgio incluidas na figura anterior, chega-se
ao campo de deformagdes do elemento:

(e)

U
. _ . o (e)
e=| 012 Shon 6 I 2 on | gy
A
u(e)
4L (5-3.9)

onde se identifica a matriz B.

Nos casos do estado plano de tensdes e do estado plano de deformacdes, t€ém-se os
componentes de deformagio:”

€x Ux d/ox 0
€=38 = Vy — €=| 0 0/9y {u}:Lu
Vxy Uy +Vy d/dy d/9x

(5-3.10)
onde se identifica a matriz de operadores diferenciais L.

Para cada modelo matematico, escrevem-se as relacdes entre os componentes de tensao e
os correspondentes componentes de deformagao, que constituem as equagdes constitutivas:

o(t) =E€(t) — |o(t)= EBU(1) (5-3.11)

onde E é uma matriz simétrica positiva-definida de propriedades eldsticas dependente
do material e do modelo.

Com o elemento de viga, por exemplo, como se considerou (€ = uy) € (Elu,, = -M),
toma-se:

o= EIE (5-3.12)

em que o vetor ¢ se degenera em um coeficiente (resultante de tensdes de flexdo) e a
matriz E se degenera na rigidez de flexdo EIL

No caso do estado plano de tensdes em material isétropo (em que as propriedades in-
dependem da direcdo), a relagdo entre componentes de tensdo e componentes de deformagao
¢é obtida a partir da lei de Hooke generalizada e se escreve:

Ox E I-v v 0 €
0={0, }=— — v 1-v 0 € — o=EE&
1, | A"VA=21 0 0 a-2v2 ||y,

(5-3.13)

L . . . . . . L . 21
onde v € o coeficiente de Poisson e se identifica a matriz de propriedades elasticas E.

** Com a consideracio de pequeno gradiente de deslocamento e do atendimento de condi¢des de compatibilidade
ao longo do material, de maneira que ndo haja fissura.

*! Por simplicidade, desconsideram-se deformacdes e tensdes iniciais.
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As equagdes de movimento de elementos finitos podem ser obtidas através de varios pro-
cedimentos. A seguir, utiliza-se o principio dos deslocamentos virtuais cuja forma conceitual
foi apresentada na Se¢do 1-4 e que, com a inclusdo das for¢as de amortecimento, se escreve:

Trab. virtual das Trab. virtual das Trabalho virtual das ~ Trab. virtual das
forgas internas forgas de inércia forcas de amortecimento ~ forgas externas (5-3.14)
De forma explicita e com a presente notagao, esse principio se escreve:
|, o"8edVe+ ] fidudVe+[ fdudv.=[ p'dudv.+ [ q'duds
Ve Ve ¢ v R AA ¢ s ¢ (5-3.15)

onde § indica grandeza virtual; V, e S, denotam, respectivamente, o volume e a superficie
do elemento; p e g sdo os componentes das forcas de volume e de superficie, respectivamente.
Os deslocamentos virtuais independem das forcas externas, das propriedades do material e
do tempo.

A partir do campo de deslocamentos expresso na Equagdo 5-3.1 tém-se os vetores dos
componentes das forcas de inércia e de amortecimento viscoso:

f.()=pi=pNi“(t)
f.(t)=c u=pNu“(t)

(5-3.16)
Além disso, a partir do mesmo campo de deslocamentos, das relacdes deformagdes-
deslocamentos expressas na Equacgdo 5-3.7 e das relacdes tensdes-deformagdes apresentadas

na Equacgdo 5-3.11, obtém-se, respectivamente, os campos virtuais de deslocamentos, de
deformagdes e de tensdes:

du = N&u®
8¢ = Bou®
50 = EB&U®

(5-3.17)

Assim, a expressdo do principio dos deslocamentos virtuais toma as formas:

| o, (EBU)TB3U® aV, + jve (PNGI©)"NSU® dV, + jve (cNU®)"'NsU® dv,
_ T (e) T, (e)
—Jch Nsu® dv, +JSeq N&u® dS.

8u®" [ B'EBAV, u®+8u" [ N'pNAV, i +5u®" [ NTcNdV, i
N Ve Ve Ve
_ (e)" T, (e)" T
=du J.ve N'pdV, +du -[se N qdS.

Como os deslocamentos virtuais sdo quaisquer, podem ser cancelados na expressao
anterior, para obter o sistema das equagdes de movimento do elemento:

(j NTdeVe)u<e)+(j NTcNdVe)u‘e)+(J BTEBdVe)u(e)
Ve Ve Ve

=| N'pdv. NTqds.
[ N'pave+ ] N'qds (5-3.18)

I
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Logo, com as notacdes:

(e) _ T
. ‘fveN LA (5-3.19)
c® = j NTcNdV.,.
Ve (5-3.20)
K<e>=j B'EBJV,
Ve (5-3.21)
<@ =] N'pndv.+| N'qds.
®=[, N"pmadVe + [ N'q@ (5-3.22)

. . ~ N .22
o referido sistema apresenta-se como na Equag@o 5-1.1, que se repete por conveniéncia:

‘ M(e)u(e)(t)+c(e)u(e)(t)+K(e)u(e)(t)=f(e)(t) (5_323)

Nesse sistema, f(t) é o vetor das forcas nodais equivalentes as acdes aplicadas ao
elemento.

Em elemento finito plano, as nota¢des V. e S, passam a denotar, respectivamente, a area
e a linha de contorno do elemento, que, em elemento unidimensional, degeneram-se, res-
pectivamente, no segmento de linha de idealizacdo do elemento e em seus pontos nodais
(extremos). Assim, no caso do elemento de viga em flexdo, as Equacdes 5-3.19, 5-3.20,
5-3.21 e 5-3.22 tém seus coeficientes de posicao (i, j) expressos por:

¢
m{ = .[o N;m’N; dx

(5-3.24)
i = JINieN; dx (5-3.25)
ISHE j'; N; < EINj 1 dx (5-3.26)
£ = [ Nipdx (5-3.27)

em que m’ € a massa por unidade de comprimento e p € a forca uniformemente distribuida
no sentido positivo do deslocamento transversal u.

Logo, podem ser obtidas as seguintes matrizes de massa consistente dos elementos de
barra reta de se¢@o transversal constante:

a) Trelica plana:

7,
M(e)_mé

© =~
6

DO =
DO —=O

sim.

(5-3.28)

> As integracoes dessas matrizes sdo usualmente levadas a efeito com o método de integracdo de Gauss. E
devido a dificuldade de especifica¢do do coeficiente de amortecimento viscoso, € pratico construir diretamente
a matriz de amortecimento global, como serd apresentado na Secdo 6-3.
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b) Trelica espacial:

5-3 Equacbes de movimento de elemento finito

2 0 01 0 0
20 01 0
o me 200 1
ART=== 20 0
2 0
sim. 2 (5-3.29)
¢) Viga:
156 22¢ 54 —13¢
©_mt 4 13¢ =38
YT 400 - 156 —22¢
sim. 40
(5-3.30)
d) Portico plano:
40 0 0 70 0 0O
156 22¢ 0 54 -13¢
Me© = 0 40 0 13 -3
" 400 - 140 0 0
- 156 22¢
: 2
sim. . 4¢ (5-3.31)
e) Grelha:
156 0 -2 54 0 13¢
140J/A 0 0 70J/A 0
© _ m 4 -13¢ 0 -3
YT 400 156 0 22¢
. 140J/A 0
sim. 4¢* (5-3.32)
f) Pértico espacial:
(140 0 0o o0 O 0 70 0 0 0 o 0 |
156 0 0 0 22¢ 0 54 0 0 0 -3¢
- 156 0 —22¢ 0 0 0 54 0 13¢ 0
40/A 0 0 O O 0 70¥A O 0
.42 0 0 0 -13 0 -3 0
©_m? 4 0 13¢ 0 0 0 -3
Y T 400 - 140 0 0 0 0 0
- 156 0 0 0 22
. 156 0 22¢ 0
. 140J/A 0 0
. 4 0
| sim. 4¢* |

(5-3.33)
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Como o uso de matriz de massa diagonal tem vantagem em processamento auto-
o . 23 . . ~ .
matico, Hinton et al.” apresentaram o seguinte procedimento de obten¢do desse tipo
de matriz:

e Determinac¢io da matriz de massa consistente do elemento.

e Cailculo da massa total do elemento.

* Soma dos coeficientes diagonais daquela matriz associados aos componentes de
deslocamento de transla¢do do elemento.

*  Multiplicagd@o dos coeficientes diagonais da matriz de massa consistente pela massa
total dividida pelo resultado dessa soma.

Os coeficientes diagonais assim obtidos conservam a massa translacional do elemento e
constituem a matriz de massa diagonal procurada. Esse procedimento € particularmente qtil
com elementos finitos bi e tridimensionais, quando entdo conduz a excelentes resultados. E
no caso do elemento de viga fornece a seguinte matriz diagonal:

39 0 0
o_mé .2 0 0
LS 78 39 0
2 2

Sim. ¢ (5-3.34)

A partir desse resultado podem ser obtidas novas matrizes de massa discreta para os
demais elementos de barra, com a consideragdo da massa m'¢/2 na dire¢do longitudinal e/
ou a inércia de tor¢do m' /24, em cada extremidade de elemento.

Nos chamados elementos isoparamétricos, além da interpolacdo dos deslocamentos
nodais, faz-se interpolagido das coordenadas nodais com as mesmas fungdes, o que permite
obter formas distorcidas, como ilustra a Figura 5-3.3.”* Essas fungdes de interpolacio sio
escritas em coordenadas normalizadas &n(, na forma regular (ndo distorcida) denominada
elemento mestre, e a forma distorcida € obtida por mapeamento desse elemento no referencial
global XYZ.

 Hinton, E., Rock, T. & Zienkiewicz, O.C., 1977, A Note on Mass Lumping and Related Processes in the Finite
Element Method, Earthquake Engineering Structural Dynamics, vol. 4, n°3, pp. 245-249.

** Essa interpolagdo de coordenadas nodais foi sugerida no artigo: Irons, B. M., 1966, Engineering
Applications of Numerical Integration in Stiffness Methods, AIAA Journal, vol. 4, n°11, pp. 2035-2037.
E as correspondentes matrizes de rigidez e de massa sdo obtidas através de integracdo de Gauss, sendo
aconselhdvel, por questdo de representacdo de campo, utilizar elementos préximos de suas formas regulares
(tridAngulos, quadrildteros, tetraedros e hexaedros, com arestas e angulos internos ndo muito diferentes
entre si).
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(& =-Ln, =1) > 2 E =Ln, =D
t —
3 s 4
(& =—Limy=-1) (& =Ln, =-1)
Elemento mestre
£=1
8 ‘ 4 n=1
5 — ’ o]
& =_1 g;w E:‘ |—— 4
):fE‘ """" 3
6 2
\ L
Elemento mestre Elemento hexaédrico

FIGURA 5-3.3 Exemplos de elementos finitos isoparamétricos.

5-4 SISTEMA GLOBAL DAS EQUAGOES DE MOVIMENTO

Em capitulos anteriores e para diversos modelos de um e de dois graus de liberdade, as
equagdes diferenciais de movimento foram obtidas com a suposicio de forcas de inércia e
a identificac@o de diagramas de corpo livre. Com o Método dos Elementos Finitos podem
ser feitas discretizagdes com um nimero qualquer de graus de liberdade, de maneira a obter
o correspondente sistema de equacdes diferenciais de movimento. Contudo, esse sistema é
usualmente construido a partir das matrizes de rigidez e de massa, assim como dos vetores
de forgas nodais, dos diversos elementos finitos da discretizacdo, por acumula¢io adequada
dos correspondentes coeficientes que dizem respeito a cada um dos deslocamentos nodais da
malha de elementos, de maneira a obter as chamadas matrizes globais de rigidez e de massa,
assim como obter o vetor global de forgas nodais.”

O objetivo desta secdo € apresentar, para uso em procedimento automdtico, essa cons-
trucdo do sistema global das equacdes de movimento. Para isso, € importante inicialmente

* A compreensio dessa construcdo requer sélida formagdo em formulagio matricial e é essencial para o
desenvolvimento de programacdes automaticas, mas nao fundamental para o uso dessas programagdes, quando
entdo o importante € o conhecimento das caracteristicas dos elementos utilizados, do conceito de compatibilidade
de deslocamentos em interfaces de elementos, da adequacio dos vinculos que tornem o modelo estdvel e do
adequado refinamento para se obterem resultados acurados.
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esclarecer que, em modelos de estruturas, ha duas classes de condi¢des de contorno, as
geométricas e as naturais.” As condi¢des geométricas, também chamadas de cinemdticas ou
essenciais, dizem respeito aos deslocamentos prescritos, nulos ou ndo, em parte do contorno
do modelo. S@o as “condigdes de apoio da estrutura”, consideradas de forma discreta pos-
teriormente a construgdo do sistema global das equacgdes de movimento.

As condicdes naturais, também chamadas de mecdnicas ou ndo essenciais, dizem respeito
as forgas externas na parte do contorno em que nao hd prescri¢ao de condi¢cdes geométricas
de contorno. Constituem o “carregamento da estrutura”.”’ Essas condicdes, quando aplicadas
em lados ou faces de elemento, sdo levadas em conta através do vetor das forcas nodais
equivalentes do elemento e, portanto, ficam incorporadas quando da constru¢@o do sistema
global das equagdes de movimento. Ja forcas nodais diretamente aplicadas em pontos nodais
sdo consideradas posteriormente a formagdo desse sistema.

Como ilustracdo de obtengdo de uma matriz de rigidez global, considera-se a viga
continua representada na Figura 5-4.1, em que os sentidos dos referenciais locais e global
sdo escolhidos coincidentes. Cada um dos vaos dessa viga é considerado como um elemento,
e os elementos e pontos nodais sdo numerados da esquerda para a direita, como mostrado.

Anteriormente foi esclarecido que um coeficiente de rigidez k;; € numericamente igual
a forca restritiva (ou ao momento restritivo) na dire¢ao do i-ésimo deslocamento nodal (de
translacdo ou de rotacdo), quando se impde, de forma estdtica, valor unitdrio ao j-ésimo
deslocamento e se mantém com valores nulos os demais deslocamentos nodais. Além disso,
como no presente caso os sentidos de cada referencial local de elemento e do referencial
global da viga sdo coincidentes, ndo h4 necessidade de transformagdes entre referenciais.

A figura anterior mostra também que um deslocamento de n6 de interface entre dois
elementos da viga afeta apenas os elementos circunvizinhos. Assim, na obten¢do da matriz
de rigidez global, basta somar os coeficientes de rigidez relativos aos deslocamentos da
extremidade direita de cada um dos elementos com os coeficientes de rigidez relativos aos
deslocamentos da extremidade esquerda do elemento consecutivo. Logo, chega-se a seguinte
matriz, em que o asterisco como sobrescrito na notagdo é utilizado para indicar que os
coeficientes correspondentes as condi¢des geométricas de contorno estdo incluidos na matriz:

e W O M 0 0 0 0
e L Wk 0 0 0 0
S A R 0 0

IR ) 0 0

S T T
K K K
Kl Rl
K

sim.

(5-4.1)

%0 procedimento de obtencio da matriz de massa global e do vetor global de forgas nodais é semelhante ao de
matriz de rigidez. Com matriz de matrizes de massa consistentes de elementos, a matriz de massa global tem a
mesma esparsidade que a matriz de rigidez global. Com matrizes de massa discretas, a matriz de rigidez global
¢é diagonal e costuma ter parte dos coeficientes diagonais nulos. E os deslocamentos nodais correspondentes a
esses coeficientes sao denominados graus de liberdade dindmicos.

*’ Forgas de volume nio sio condi¢des de contorno.
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Y
d1 d3 dj d’;
X dz d4 d6 S dS T \ D t .
" 5 3 = . iscretizagio
1 2 3 4
y i
1 m
) u%()J U6t oy
W Ui x
.1—._>
(2) 2 Elementos 1 e 2
@ e “%Luu)
UG 4G x
—————
2

4 d
d3 =1
ks =k +k{is
kys = kg +k5g
Irad N(lz) \
Yo K gina de=1
e N 44_Gb ________ ky, =k{g +k3g
I\JJ\ > k=il
w0 T, D,

FIGURA 5-4.1 Obtencao dos coeficientes de rigidez do né de interface dos elementos 1 e 2.

Identifica-se na matriz anterior um grande nimero de coeficientes nulos, o que caracteriza
uma matriz esparsa e € vantajosamente utilizado em programas automaticos com o objetivo
de reduzir armazenamento de coeficientes e opera¢des numéricas. E nessa matriz, a j-ésima
coluna representa numericamente as forgas de equilibrio quando se faz (d; = 1) e se mantém
nulos todos os demais deslocamentos nodais. Consequentemente, a soma dos coeficientes
de cada coluna dessa matriz € igual a zero e, por condi¢des de simetria, o resultado da soma
dos coeficientes de cada linha é também nulo.

Em modelo com diversos elementos em posi¢cdes quaisquer, a constru¢do das matrizes de
rigidez e de massa, globais, assim como do vetor global de forcas nodais, ¢ muito elaborada
para ser levada a efeito manualmente. Isso porque ndo € prético trabalhar com matrizes em
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procedimento manual e ndo se tem uma regra simples de acumulacio dos coeficientes das
matrizes e vetores dos elementos. Contudo, é simples desenvolver um algoritmo para essa
construgdo em procedimento automatico. Para isso, a localizagdo de cada elemento de um
modelo discreto é definida através de uma correspondéncia entre a numeragio local dos
pontos nodais elemento e a numeracio global dos pontos nodais do modelo. Essa corres-
pondéncia € expressa por uma matriz de incidéncia ou topoldgica, presentemente denotada
por I e que contém, em cada linha, a numeragéo global dos pontos nodais do elemento de
mesma ordem que a linha.

Como exemplificag@o, considera-se o pértico mostrado na Figura 5-4.2 em que a terceira
linha da referida matriz, (I3; =4) e (I3 =2), especifica que o terceiro elemento do modelo
tem, na numeragao global, o de niimero 4 como primeiro ponto nodal e o de niimero 2 como
segundo ponto nodal. Consequentemente, como os eixos locais z e o eixo global Z devem ter
o mesmo sentido, o eixo x daquele elemento fica estabelecido de baixo para cima e o eixo
y, da direita para a esquerda, como mostrado na mesma figura.

X y A X
) S T
AY
14— 2 S L 2]
12 2 3
2 3 31 2 L
4 2 X > i AX
; - 14
53
3 6 6 i 5 6
L i 45 6.
c 6 & A P Lol
Numeragdes globais Matriz de incidéncia Referenciais locais

FIGURA 5-4.2 Conectividade e referenciais locais dos elementos de um pértico plano.

Para o mesmo portico, apds a transformacao dos referenciais locais ao referencial global,
os deslocamentos nodais dos dois primeiros elementos do pértico anterior ficam como ilustra
a Figura 5-4.3 que também mostra a obtencdo dos coeficientes de rigidez relativos a des-
locamentos unitdrios impostos ao primeiro ponto nodal.

Assim, estabelecidos a localizacdo e os deslocamentos nodais de cada elemento no
referencial global, é simples identificar a correspondéncia desses deslocamentos com a
numeragdo global dos deslocamentos nodais. Como os deslocamentos sdo numerados na
sequéncia dos pontos nodais, na numeragdo global, a ordem do primeiro deslocamento em
cada ponto nodal € igual ao nimero de deslocamentos nodais anteriores mais uma unidade,
o préximo deslocamento no mesmo ponto € igual a esse nimero mais 2, ¢ 0 consecutivo
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deslocamento € igual a esse ultimo nimero mais 3. Isso € ilustrado na Figura 5-4.4 no caso
do terceiro elemento do pdrtico anterior, em que os pontos nodais 1 e 2 do elemento corres-
pondem, respectivamente, aos pontos 4 e 2 na numeracao global de pontos nodais.

X
(2) (2) dzﬂ ds u(l) u(l]]
u® IuSG 4 1, T 4 u}g 2G S(A u% "
N g s S T i
Yag d; ds 3G UG
2
(2) dg
u (2)
Oap Ui dy J|w I’ .
- >
fu@ %
Yo
22
T T ks kng ksya
Ky kiz 9\~ Ky ks
o e P 5
kg1 kea kg3
ke d,=1
k72_J‘S
k92
i J_ sl ol
— 1M (2) 1 )
l(ll - kll(‘j +k44G k22 = ng)G +kg53? k33 = kgl;G +kt(’3261?
1M (2) _ 1 2
ka1 =k3i6 +Ksag = ky, = ki3 + ki35 =0 ky3 = k{ag + ki = kit
—1.D (2) _1.(2) 2
k3 =k3i6 +Keic = Keas kyy =k +k{s =k ks =k + k35 =k
FIGURA 5-4.3 Obtencao de coeficientes de rigidez do portico da figura anterior.
X dz-1)3+
T A “(2 L
I >do1y341
de2-1y3+a
dany32
\_B"d(4-1)3+l
(4-1)3+3
(3)
Urg —Jj —bl_B
Numerac¢io local Numeracdo global

FIGURA 5-4.4 Correspondéncia dos deslocamentos nodais do terceiro elemento do portico anterior.
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Ainda quanto a correspondéncia entre as numeragdes locais e globais de deslocamentos,
a Figura 5-4.5 seguinte mostra o e-ésimo elemento finito (triangular) de uma malha de es-
tado plano, em que os deslocamentos nodais sdo no referencial global. Os pontos nodais 1,
2 e 3 do elemento correspondem, respectivamente, aos pontos 6, 9 e 5 da numeragdo global
dos pontos nodais, o que € especificado pela e-ésima linha da matriz de incidéncia, isto é,
(Ie1=0), (To=9) e (I3 =5).

Numeragdo local Matriz de incidéncia Numeragdo global

FIGURA 5-4.5 Correspondéncia dos deslocamentos nodais de um elemento finito triangular.

Tem-se, assim, que a ordem do primeiro deslocamento em cada ponto nodal da malha

¢ igual ao total dos deslocamentos nodais que lhe antecede, mais uma unidade, e que o

deslocamento consecutivo no mesmo ponto é simplesmente a ordem do deslocamento

anterior mais 1. Tem-se, também, que os deslocamentos nodais de cada elemento sdo

armazenados em um vetor, que no caso do elemento triangular anterior se escreve sob a
forma expandida:

u® :|: (e) (e) (e) (e) (e) (e) :|T

u” uy’ uy’ ouy ous ug (5-4.2)

Logo, com a notacdo g designativa do nimero de deslocamentos por ponto nodal, tem-se

a seguinte correspondéncia entre a numeragao local dos deslocamentos nodais do referido

e-ésimo elemento e a numeracdo global de deslocamentos, que € ilustrada na Figura 5-4.5

no caso do estado plano em que (g = 2):

u? = digonen =da, e
uf? = de-ngr =da, g
u(3€) = do-pgr =da,-ngs
u = doongn =da, e
u(Se) = dionen =da,,-nen
ug > desonger =dimnge (5-4.3)
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Finalmente, para a construgdo do citado algoritmo, as informagdes anteriores sdo arma-
zenadas no vetor de correspondéncia de deslocamentos:

= @ -Dgtl @-Dg+2 @.-Dgtl @o-Dg+2 @a-Detl @u-De+l || (544

em que o i-ésimo coeficiente especifica a numeragdo global do i-ésimo deslocamento na
numeragao local do e-ésimo elemento do modelo discreto.

Vetores do tipo anterior contém todas as informagdes para se proceder a acumulacdo das
contribui¢des dos sistemas de equacdes de movimento dos elementos do modelo discreto,
no sistema global das equacdes de movimento. Isto €, esses vetores tém a informagao de
que o coeficiente de posicdo (i,j) da matriz de rigidez (e de massa) de cada elemento deve
ser acumulado na posicdo (q;, q;) da matriz global de rigidez (e de massa), como ilustra a
Figura 5-4.6.

coluna q;

;

coluna j

+— linha g;

K =

FIGURA 5-4.6 Correspondéncia entre posicdes de coeficiente das matrizes de rigidez local e global.

Assim, a construcio das matrizes globais K', M e f pode ser feita de acordo com o
Algoritmo 5-4.1, que se aplica a discretizacdes em um nimero qualquer de elementos de
um nimero qualquer de pontos nodais, com um niimero qualquer de deslocamentos nodais
por ponto. Forgas externas aplicadas em lados e faces de elementos foram consideradas
como forgas nodais equivalentes. J4 as forcas concentradas segundo graus de liberdade sao
adicionadas diretamente nas correspondentes posi¢des dos termos independentes do sis-
tema global das equagdes de movimento, assim como massas concentradas que devem ser
adicionadas diretamente em posicdes diagonais de M".

Chega-se, assim, ao sistema global das equa¢des de movimento:

Md)+CdO)+K'd (1) =f (1 (5-4.5)

Pk ik ~ . ~ .
emque d , d, d e f sdo os vetores, respectivamente, de aceleragdes, velocidades, des-
locamentos e forgas externas, em que todos os coeficientes sdo nodais € na numeracdo global.

No sistema anterior estdo incluidas as equagdes associadas as condi¢des geométricas
de contorno. Portanto, o vetor d inclui os deslocamentos nodais livres (que sdo os graus

I
201
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de liberdade) e os deslocamentos restringidos pelos apoios, o que faz com que a matriz de
rigidez K" seja singular e o sistema seja chamado de ndo restringido.

— Defini¢do das caracteristicas dos elementos e da discretizagéo.
— e=1,2,--- até o numero total de elementos da discretizagio

— Calculo das matrizes K&, M e £ em rotinas separadas deste algoritmo.

z=0 , K'=0 , M=0 , f=0
1=1,2, --- at¢ o nimero de pontos nodais do e-¢simo elemento
j=1,2,---g
z=z+1

9= (T —Dg+]
i=1,2,--- até o nimero de deslocamentos nodais do e-ésimo elemento
j=1,2,--- at¢ o numero de deslocamentos nodais do e-¢simo elemento
K;, q,:K; ot kacG)
L M;;qj:M;iqj"'mi(ch)
— Acumulagdo de constantes de apoios eldsticos em posigdes diagonais de K™ e
de massas concentradas em posicdes diagonais de M” .
1=1,2,--- at¢ o nimero de deslocamentos nodais do e-¢simo clemento
[ f; :f;+ £

— Acumulagiio em f~ das forcas externas diretamente aplicadas nos pontos nodais.

ALGORITMO 5-4.1 Construgdo das matrizes K', M" e f".

Ha vérias formas de levar em conta as condi¢des geométricas de contorno. A mais
simples, didaticamente, é ordenar os deslocamentos nodais livres em primeiro lugar e
agrupd-los em um vetor d, seguidos dos deslocamentos restringidos que sido considerados
em um vetor d,, de maneira a se ter o sistema das equacdes de movimento sob a forma
repartida:

[M Mb} d( {c cb] dw J{K KbHd(t)}z{ f(t)}
M M, &b(t) C: Cy db(t) K; Ky, d,(©) fb(t)

(5-4.6)

Assim, d,, d, e f, sdo os vetores, respectivamente, das aceleracdes, velocidades e forgas
nodais segundo os deslocamentos restringidos, isto é, da base do modelo.
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No caso particular de apoios indeslocdveis, tém-se (d,=0 ), (d,=0) e (d,=0 ), de maneira
a obter, a partir da express@o anterior, o denominado sistema global restringido em que a
matriz de rigidez K é ndo singular, positiva definida, e dita restringida:™

| Md(0+Cd(v)+Kd) =f(0) | (5-4.7)

A etapa central de determinagdo de reposta dindmica € a resolucdo desse sistema, que
fornece as solugdes d(t,), d(t;) e d(t;), em uma sequéncia de instantes. Além disso, com
base nos deslocamentos d(t;), podem ser identificados os deslocamentos nodais Ug“(t;) de
cada elemento do modelo, a partir dos quais podem ser determinados os esfor¢os seccionais
e/ou os componentes de tensdo, como se tratasse de andlise estdtica. Assim, os esforgos
seccionais nas extremidades dos elementos de barra sido obtidos por:

fir' () =Ki'R“ug (1) - £ (1) (5-4.8)

Ja em elemento finito bi ou tridimensional, os componentes de tensdo em cada
ponto do elemento sao obtidos como expresso na Equagdo 5-3.11, que se repete por
conveniéncia:”

o(t;)=EBuU“(t;) (5-4.9)

E oportuno observar que, no caso estético, o sistema expresso na Equacio 5-4.7 particulariza-
se na forma (Kd = f) que permite escrever a energia potencial de deformacio eldstica linear:™

Eo=ifd=_dkd o [E.= ) Dkdd,
T (5-4.10)

5-5 FREQUENCIAS E MODOS NATURAIS DE VIBRAGAO

Frequéncias e modos naturais de vibragdo tém grande importancia em analise dindmica de
modelo de estrutura de comportamento linear, sdo caracteristicas dindmicas do modelo e, em
caso de dois graus de liberdade, foram apresentadas no capitulo anterior. Na presente secao,
faz-se uma apresentag@o rigorosa da questao, cuja resolugcdo computacional sera desenvolvida
no Capitulo 9.

% A simulagdo das condi¢des geométricas de contorno pode ser feita também através de apoios eldsticos de
grande rigidez, o que ndo requer que os graus de liberdade sejam numerados em primeiro lugar. Formulagao
com movimentos de apoios serd desenvolvida na Se¢do 8-5.

* Nessa expressio, ndo se indicou referencial para os deslocamentos nodais porque, dependendo do modelo, se
utiliza na formulagdo do elemento o referencial local ou o global. Com a particularizagéo da matriz B em cada
ponto nodal, obtém-se os componentes nodais de tensio no correspondente. E como o campo de deslocamentos
foi arbitrado em cada elemento independentemente dos demais, ocorre descontinuidade de tensao nas interfaces
dos elementos, o que requer um procedimento de eliminagdo dessas descontinuidades em etapa de pds-proces-
samento, como através de médias aritméticas de valores nodais, por exemplo.

* Como essa energia é sempre positiva, em caso de deslocamentos nodais quaisquer em uma estrutura adequa-
damente vinculada, tem-se que d"Kd>0 e, consequentemente, a matriz de rigidez é positiva-definida.
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Em caso de vibragdo livre ndo amortecida, o sistema expresso na Equacdo 5-4.7

particulariza-se em:
Md(t)+Kd(t)=0 (5-5.1)

Com o pressuposto de que seja dada uma perturbacio inicial ao modelo, tem-se, de forma
semelhante ao caso de dois graus de liberdade, a solugdo harmonica de deslocamentos nodais:

| d(®)=§; cos(@;t—9,) | (5-5.2)

Nesta solucdo, §; € o i-ésimo modo natural de vibragdo, ®; € a correspondente frequéncia
natural de vibracdo livre e ¢; € o correspondente dngulo de fase.

A substitui¢do da solugdo anterior na Equacao 5-5.1 conduz ao sistema de n equagdes
algébricas homogéneas:

(Mo} +K)§; cos(o;t—¢;)=0

que s6 tem solucdo ndo singular no caso de:

K-aiMp=0 - (5-5.3)

Essa equacdo expressa um problema de autovalor generalizado de n solu¢des ndo triviais
(i, §;), em que (1)j2 ¢ autovalor e ; € autovetor. A solugdo trivial ndo corresponde a des-
locamento.

Com n graus de liberdade, tém-se igual nimero de autopares (®;, §;) que sdo numerados
na ordem crescente da grandeza das frequéncias, que sdo positivas em caso de haver suficien-
tes restri¢des para impedir os deslocamentos de corpo rigido e a formagao de mecanismos
internos 2 estrutura.’’ A primeira frequéncia é referida como fundamental e o primeiro modo
natural de vibrag@o, como modo fundamental.

A Equacdo 5-5.2 expressa que todos os graus de liberdade executam movimento harmo-
nico caracteristico de um modo de vibracdo na correspondente frequéncia natural. Isto €,
uma vez que um modelo de estrutura seja deformado segundo o seu j-ésimo modo natural de
vibracdo e se retirem as restrigdes externas que imponham esse modo, o modelo passa a vibrar
em movimento harmonico simples na j-ésima frequéncia natural e mantém esse modo ao
longo do tempo. Assim, as frequéncias naturais e os modos naturais de vibracio independem
das forcas externas, como funcdes apenas das distribui¢des de massa e de rigidez do modelo.™

E util agrupar as frequéncias naturais na matriz espectral:

o 0 0
Q= 0 @ 0
5 o .

v o, (5-5.4)

*' Como K e M sdo matrizes simétricas, os autovalores sdo reais. Em caso da matriz K ser ndo restringida, ha
autovalores nulos em niimero igual ao de deslocamentos de corpo rigido do modelo.

*2 Os modos naturais de vibragdo foram identificados pelo matemético francés Joseph Souveur (1653-1716).
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e reunir os modos de vibragdo na matriz modal:

A

o= o & -~ ¢ ] (5:5.5)

Com essas matrizes, o problema de autovalor anterior toma a nova forma

530

. ~ 2z : 27 33
cuja resolucdo € denominada andlise modal.

Os modos naturais de vibracdo tém a propriedade de ortogonalidade em relacao as ma-
trizes de rigidez e de massa, o que pode ser identificado multiplicando-se a equacao anterior
por ®*, com a obtencdo de (&6"Kd) = (6*™Md)Q). E como as matrizes de rigidez e de
massa sdo simétricas, os resultados dos produtos matriciais entre os parénteses internos
dessa expressdo também o sdo, o que s6 é possivel em caso de os produtos &"Kd e ”
Mo serem diagonais, o que comprova a referida ortogonalidade.

As amplitudes dos modos naturais de vibragao sao arbitrérias, pelo fato de serem solucdes
de sistemas de equacdes algébricas singulares. Somente a razao entre as amplitudes de um
mesmo modo € constante, o que implica que cada modo de vibracdo defina apenas uma forma.
E ha vérios procedimentos de normalizacdo, entre os quais o que foi apresentado no capitulo
anterior, em que o primeiro coeficiente de cada modo foi estabelecido igual a unidade. Outro
procedimento € a imposicao de comprimento euclidiano unitdrio.

Em andlise dindmica, a normalizacdo mais vantajosa € em relacdo a matriz de massa.
Para isso, tem-se que a condicdo de ortogonalidade dos modos de vibragdo:

Aron s | e comi=j
¢:Mo; _{ 0 comi# ] (5-5.7)

em que #; ¢ a massa generalizada segundo o i-ésimo grau de liberdade, denominada
massa modal.

Em sequéncia, para transformar os autovetores ndo normalizados @; em normalizados
de notacdo ¢;, escreve-se inicialmente:
O =0, Q; (5-5.8)
com (i=1, 2, - n) e em que «; sdo escalares a serem determinados. Substitui-se, agora,
essa equacao na que lhe precede, para se ter:

m; comi=j

oci(biTM(bjocj:{ L
0 comi#j (5-5.9)

Para obter modos de vibra¢do com a condi¢do de normalizagdo que facilitara a determi-
nagdo de resposta dindmica, escreve-se:

OM @, =3, (5-5.10)

33 ~ . . ~ . . -

O exame das frequéncias e dos modos de vibracio permite uma interpretacao do comportamento do modelo e,
consequentemente, do sistema fisico ao qual € associado. No caso de modelos simétricos com condi¢des geomé-
tricas de contorno simétricas, os modos de vibragdo dividem-se em modos simétricos e modos antissimétricos.

I
205
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9j € 0 delta de Kronecker de propriedade: (8;; = 1) no caso de (i =j), e (8;;=0) com (i #}).
Logo, arbitra-se na Equacdo 5-5.9:
o = o, (5-5.11)

de maneira a obter o i-ésimo autovetor normalizado em relacdo a matriz de massa:

(o) 1 N
i = = 0= O
AN " ome)?

(5-5.12)

Assim, com a matriz modal ( D =[ Q¢ ¢, -+ @ ]), tem-se, a partir da Equacao 5-5.10,

a diagonalizacdo da matriz de massa:
o' MO=I (5-5.13)

Diz-se, entdo, que a matriz modal ® estd ortonormalizada em relaciio a matriz de massa.

Com essa condi¢@o, o problema de autovalor expresso na Equagdo 5-5.6 passa a ter a

notacao:
K®d=MadQ (5-5.14)

Além disso, com a pré-multiplicio dessa tltima equacio por @', obtém-se:
P KOP=P"MDP - |[@'"KDo=Q (5-5.15)

Ko = o
N {(Pl (Pl ©;

0/Ko; =0 comi#j

(5-5.16)

EXEMPLO 5-5.1

Para ilustrar o procedimento de normalizagdo dos modos naturais de vibragao em relagdo a matriz
de massa, considera-se a discretizagdo de viga da Figura E5-5.1.

A partir das Equagdes 5-2.4 e 5-2.26 tém-se, respectivamente, as matrizes de rigidez e de massa
consistente de cada um dos elementos de viga:

0,75 1,5 -0,75 1,5

K(e):107 4 -].,5 2
0,75 -1,5
sim. - . 4

297,14 167,62 102,86 -99,048
121,90 99,048 -91,429

. 297,14 -167,62
sim. . . 121,90

M(ﬁ) —
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d
4 a d
=2 ¥o 7 2
1 2 7 3 EI=4:10'N-m
. ? - m'=200 kg/m
YT yT
ugl) @ g ug') uiz) ; ugz)
dowod o e uah
' 1 ) - ' 2

FIGURA E5-5.1 Discretizacao de viga biapoiada em dois elementos.

Com a soma dos coeficientes que dizem respeito aos deslocamentos da extremidade direita
do primeiro elemento com os correspondentes coeficientes da extremidade esquerda do segundo
elemento, e posterior eliminagdo dos coeficientes associados aos deslocamentos restringidos pelos
apoios, obtém-se as matrizes globais:

4 -15 2 O

K=10 . 15 0 1,5 i
- -8 2
sim. . -4

121,90 99,048 -91,429 0
594,29 0 -99,048
. 243,81 -91,429
sim. . 121,90
Logo, a resolugao do problema de autovalor (Kb =M®€2), com a condicdo de que o primeiro
coeficiente de cada autovetor seja unitario, fornece:

4,7939.10° 0 0 0
O 0 9,3751.10° 0 0
0 0 5,9235.10° 0
0 0 0 1,9689-10°
11 11
6| 25471 0 -0,43718 0
o a1 o 1
11 a1
601,88 0O 0 0
oo |0 28444 0 0
- OoMe= 0 84,055 O

0 0 0 40,631
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1/4601,88 0 0 0
- 0 1/284,44 0 0
e =90
0 0 1/84,055

0 0 0 1/40,631

0,013991 0,034233 0,073683 0,090573
0,035637 0 -0,032213 0

0 -0,034 233 0 0,090573
| -0,013991 0,034233 -0,073683 0,090573

Essa matriz verifica as propriedades de M-ortonormalizac&o dos modos de vibragao:

=10 0 0
me—| 0 =1 0 0 |_
eMe=l 5 5 21 o B
0 0 0 =1
4,7939-10° 0 =0 0
1
o Ko = 0 9,3751.10 o 0 0
=0 0 5,9235.10 0
0 0 0 1,9689-10°

As aproximacgoes nos resultados anteriores sdo devidos & aritmética em ponto-flutuante do
computador.

As matrizes de rigidez dos elementos de barra foram obtidas a partir das teorias clas-
sicas de tragdo/compressdo, de flexdo e de tor¢do, sem aproximagdes adicionais a essas
teorias. Assim, tais matrizes conduzem a forgas eldsticas exatas (no que diz respeito a essas
teorias), independentemente da discretizacdo adotada na andlise numérica. J4 as matrizes de
massa, diagonais (por serem obtidas em procedimento ad hoc) ou consistentes (por serem
desenvolvidas com as funcdes de interpolagdo do campo de deslocamentos), conduzem a
forgas de inércia aproximadas em relagao as referidas teorias, cuja acuracia aumenta a medida
que se refina a discretizagio.™

EXEMPLO 5-5.2

Considera-se a viga biapoiada mostrada na Figura E5-5.2a, juntamente com as expressdes dos trés
primeiros modos naturais de vibragdo e das correspondentes frequéncias naturais, ambos da teoria
cléssica de viga.* SolucBes com essas expressdes sdo comparadas com resultados numéricos obtidos
com discretizacdes da viga em 3, 5, 9 e 33 pontos nodais igualmente espagados, nos casos de
matrizes de massa discreta sem inércia rotacional e de massa consistente.

** Os elementos finitos bi e tridimensionais que tém continuidade de deslocamentos através de seus lados e faces
sdo ditos compativeis ou conformes. Quando esses elementos sdo utilizados em formas regulares e suas matrizes
de rigidez sdo calculadas com a integragao de Gauss de forma completa, o modelo discreto é mais rigido do
que o continuo original. Assim, com esses elementos e matriz de massa consistente, tem-se convergéncia, por
valores superiores, aos resultados exatos de frequéncias naturais.

¥ Vide Volterra & Zachmanoglou, 1965.
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0
T m' EI X €=8m
A _&_’ m'=200kg/m
¢ ; El=4-10'N-m?

@, (x) =sin(nx/€)

A o, = E

=68966rad/s
m'¢*
@,(x) =sin(2nx/¢) , [EI
.. o, AT |——— =27586 rad/s
v 2 mr€4
®;(x)=sin(3nx/€) » | EI
e T~ i :9n -y =620,69 rad/s

\_/'

FIGURA E5-5.2a Propriedades dindmicas de viga biapoiada.

A Tabela 5-5.2 apresenta os resultados das primeiras trés frequéncias naturais obtidas com as
discretizagdes em 3, 5, 9 e 33 pontos nodais, juntamente os percentuais das diferengas em relagao
aos correspondentes resultados da teoria classica.

Tabela T5-5.2 Frequéncias naturais da viga da Figura E5-5.2a.

Pontos Matriz

nodais de massa 4 (0% o3

3 Discreta 68,465 (—0,73%) - -
Consistente 69,238 (0,39%) 306,19 (10,99%) 769,62 (23,99%)

5 Discreta 68,994 (—0,032%) 273,86 (—=0,73%) 581,47 (—6,32%)
Consistente 68,984 (0,026%) 276,95 (0,40%) 632,04 (1,82%)

9 Discreta 68,964 (—0,003%) 275,78 (—0,029%) 619,56 (—0,18%)
Consistente 68,967 (0,002%) 275,94 (0,029%) 621,50 (0,13%)

33 Discreta 68,966 (0,0%) 275,86 (0,0%) 620,69 (0,0%)
Consistente 68,966 (0,0%) 275,86 (0,0%) 620,69 (0,0%)




210 CAPITULO 5 Construcdo de Modelo de Multigraus de Liberdade ~ ELSEVIER

Os resultados numéricos anteriores mostram que:

A acurécia das frequéncias diminui a medida que cresce a ordem das mesmas.

Com o refinamento da discretizagao, ocorre convergéncia de frequéncias a teoria cléssica.

Com matriz de massa discreta, a convergéncia é por valores inferiores.

Com matriz de massa consistente a convergéncia é por valores superiores e ligeiramente melhor

do que com matriz de massa discreta.

e Com adiscretizagdo em 3 pontos nodais e matriz de massa discreta, tem-se apenas um coeficiente
diagonal ndo nulo na matriz de massa, o que permite a determinagdo de apenas uma frequéncia
natural.

e Com essa mesma discretizacdo e matriz de massa consistente, obteve-se a segunda frequéncia

com diferenca préxima a 11%. Contudo, o segundo modo de vibragéo do modelo tem represen-

tacdo grafica quase coincidente com a solugao tedrica, como mostra a Figura E5-5.2b.

0,04

0,02

0

0,02

-0,04
0 €2 ¢

Figura E5-5.2b Segundo modo de vibracao da viga da Figura E5-5.2a.

EXEMPLO 5-5.3

Na Subsecédo 5-2.1 fez-se referéncia ao efeito da deformacéao de esforco cortante e que essa defor-
magcao tem relevancia em barras de grande altura, principalmente em determinacao de frequéncias
naturais de ordens elevadas. A seguir, resultados de frequéncias calculadas com matrizes de rigidez
sem e com esse efeito, em caso de matriz de massa consistente, sdo comparados com valores obtidos
com a teoria de viga de Timoshenko que considera esse efeito. Para o caso de viga biapoiada e com
essa teoria, tem-se a expressao da j-ésima frequéncia natural®

2,2
o = et | (117! 21(1+Ej
e 2a20 G

Sao consideradas vigas biapoiadas de (¢ = 8 m), secdes transversais de 0,30x0,30 m? e secdes
transversais de 0,30x0,70 m?, com as propriedades: E = 21 GPa, G = 8,678 GPa e y = 2500 kg/m®.
Adotou-se o fator de cisalhamento (f = 6/5).

Para a viga de secdo de 0,30 x 0,30 m?, em que a razdo comprimento/altura é igual a 26,67,
a teoria de Timoshenko forneceu as frequéncias naturais: w; = 1,2213 rad/s, o, = 4,8519 rad/s e
w3 = 10,792 rad/s. Para essa mesma viga, a Tabela 5-5.3a apresenta os resultados obtidos com dis-
cretizacdes em elementos de viga de tamanhos iguais, sem e com o efeito de deformagao de esforco
cortante, juntamente com os percentuais de diferengas em relagédo aos resultados da referida teoria.

*Vide Timoshenko, S.P. & Young, D.H., 1974, pg. 434, Eq. 5.118.
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Tabela T5-5.3a Frequéncias naturais de viga biapoiada de se¢cao quadrada.

Pontos Deformacao

nodais de cortante 4 (07} o3

3 Sem 1,2289 (0,63%) 5,4343 (12,0%) 13,660 (26,57 %)
Com 1,2270 (0,47%) 5,4343 (12,0%) 13,570 (25,74%)

5 Sem 1,2243 (0,25%) 4,9154 (1,31%) 11,216 (3,94%)
Com 1,2224 (0,09%) 4,8862 (0,71%) 11,083 (2,69%)

9 Sem 1,2240 (0,22%) 4,8974 (0,94%) 11,030 (2,20%)
Com 1,2220 (0,06%) 4,8658 (0,29%) 10,878 (0,79%)

33 Sem 1,2240 (0,22%) 4,8961 (0,91%) 11,016 (2,07%)
Com 1,2220 (0,06%) 4,8636 (0,24%) 10,854 (0,57%)

Para a viga de secdo transversal retangular de 0,30x0,70 m? em que a razdo comprimento/
altura é igual a 11,4, a teoria de Timoshenko forneceu as frequéncias naturais: o; = 2,8209 rad/s,
w, = 10,823 rad/s e w3 = 22,861 rad/s. A Tabela 5-5.3b apresenta os resultados dessas mesmas
frequéncias obtidos com discretizacdes em elementos de viga, sem e com o efeito de deformacao
de esforco cortante, juntamente com os percentuais de diferencas em relagéo aos resultados da
referida teoria.

Tabela T5-5.3b Frequéncias naturais de viga biapoiada de secéo retangular.

Pontos Deformacao

nodais de cortante W4 Wy M3

3 Sem 2,8673 (1,64%) 12,670 (16,7%) 31,872 (39,4%)
Com 2,8442 (0,82%) 12,670 (16,7%) 30,79 (34,69%)

5 Sem 2,8568 (1,27 %) 11,469 (5,59%) 26,174 (14,49%)
Com 2,8318 (0,38%) 11,112 (2,30%) 24,566 (7,46%)

9 Sem 2,8561 (1,25%) 11,427 (5,20%) 25,738 (12,59%)
Com 2,8305 (0,34%) 11,042 (1,65%) 23,957 (4,79%)

33 Sem 2,8561 (1,25%) 11,424 (5,17%) 25,705 (12,44%)
Com 2,8303 (0,33%) 11,029 (1,53%) 23,826 (4,22%)

Os valores anteriores constatam que:

A acuracia diminui a medida que cresce a ordem da frequéncia e aumenta com o refinamento
da discretizagado, o que foi constatado também no exemplo anterior.

0 efeito da deformacéo de esforco cortante cresce a medida que se aumenta a altura da secéo
transversal e a ordem da frequéncia natural. O critério usual de incluir o efeito de deformagao
de esforco cortante em caso de barra de razdo comprimento/altura menor do que 10 é muito
conservativo.

Os resultados do elemento de viga com o efeito de deformac&o de esforgo cortante aproximam-se,
mas nao convergem aos correspondentes resultados da teoria de Timoshenko. Os resultados com
as discretizagdes da viga sdo todos superiores aos da referida teoria.

O elemento de viga e a referida teoria conduzem a resultados ndo convergentes, mas préximos
entre si porque sé@o baseados em idealizagdes distintas da deformacéao de esforgo cortante. Isso
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reforca o esclarecimento apresentado no primeiro paragrafo da Secé@o 1-1 de que os modelos
matematicos sao aproximativos aos correspondentes sistemas fisicos, dada a complexidade da
natureza. Em particular, a deformagao de esforgo cortante provoca encurvamento das segdes
transversais de viga, o que nao é possivel de ser levado em conta de forma perfeita em nenhuma
teoria baseada em idealizagao unidimensional. Contudo, a consideragao desse efeito em flexao
de viga através das expressdes da Equagdo 5-2.1 mostrou-se muito satisfatéria.

Com os chamados elementos finitos compativeis, integracdo numérica de Gauss com-
pleta (em que ndo se introduz aproximagdo em caso de elemento na forma regular) e matriz
de massa consistente, a convergéncia € por valores superiores as frequéncias naturais exatas.
O efeito de forgas axiais em flexdo pode ser levado em consideracdo através da chamada
matriz de rigidez geométrica. Com isso, forcas de compressao reduzem a rigidez do modelo
e, portanto, conduzem a frequéncias naturais menores. For¢as de tracdo aumentam a rigidez
e levam a frequéncias naturais maiores.’’

EXEMPLO 5-5.4

Para mostrar uma aplicacao real de determinagao de caracteristicas dinamicas, faz-se referéncia a
torre de telecomunicagdes visualizada na Figura E5-5.4a, que foi projetada pela Prosystem Enge-
nharia (www.prosystem.com.br). Trata-se de torre autossuportada de base quadrangular, composta
por cantoneiras com ligacdes aparafusadas, que foi idealizada como pértico tridimensional de 1156
barras e 436 pontos nodais, 0 que corresponde a 2.616 equagdes.

Perspectiva Vista lateral da parte inferior Detalhes

FIGURA E5-5.4a Torre de telecomunicacdes.

*7Vide Przemieniecki, 1968.


http://www.prosystem.com.br/
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A Figura E5-5.4b mostra uma vista frontal da torre e alguns de seus modos naturais de vibragao
de flexao no plano dessa vista e no que lhe é perpendicular.

Vista 1° ¢ 2° modos 3° ¢ 4° modos 7° ¢ 8° modos
frontal T=042s T=0,14s T=0,084s

FIGURA E5-5.4h Modos de vibracao.

As primeiras frequéncias naturais sio Uteis em previsdo do comportamento do modelo es-
trutural sob determinada a¢ao externa. Isso porque as amplitudes de deslocamento aumentam
a medida que aquelas frequéncias se aproximam da frequéncia preponderante da excitagao.
Com isso, a correspondente oscilagao pode danificar a estrutura e/ou provocar desconforto
aos usudrios da mesma.

Bachmann et al.(1995) apresentam limites praticos de vibragdes em edificios, pisos,
gindsios, salas de concertos, pontes, torres, mastros estaiados, passarelas e chaminés, limites
esses baseados em frequéncias fundamentais das estruturas.

A norma NBR 6118 — Projeto de Estruturas de Concreto, na Subsecdo 23.3, e para o
estado limite de vibragdes excessivas nas estruturas de concreto usuais, prescreve que a
frequéncia fundamental deve exceder em pelo menos 20% a uma frequéncia critica. Quando
a acdo dinamica € originada de um equipamento, essa frequéncia € a de operacdo do mesmo.
Em estruturas submetidas a vibragdes provocadas por pessoas, os valores dessa frequéncia
sao os apresentados na Tabela 5-5.1.

A norma NBR 8800 — Projeto de Estruturas de Aco e de Estruturas Mistas de Aco e
Concreto de Edificios trata da questao das vibracdes nos anexos.

I
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Tabela 5-5.1 Frequéncias criticas estabelecidas pela NBR 6118.
Finalidade Frequéncia critica
Ginasio de esportes 8,0 Hz
Salas de danga ou de concerto sem cadeiras 7,0Hz
Escritérios 3,0a4,0Hz
Salas de concerto com cadeiras fixas 3,4 Hz
Passarelas de pedestres ou de ciclistas 1,6a4,5Hz

Como os modos naturais de vibra¢do sdo linearmente independentes entre si € em nimero
igual aos graus de liberdade do modelo discreto, esses modos formam uma base completa
no espago n-dimensional.” Logo, qualquer configuracio desse modelo pode ser escrita com
a seguinte superposicao de modos de vibracao:

do=Y () — d=@1)
j=1

onde ;(t) sdo coordenadas generalizadas, fun¢des do tempo, denominadas coordenadas
modais.

(5-5.17)

Com a pré-multiplicaciio da expressio anterior por @i M, escreve-se:
OIM ()= OM D (1) = OIM(@, &, (1) +--- @, (t) +--- @, (1))

Logo, com a condigio de ortonormalizagio ( ®; M @; = 9;)), obtém-se a coordenada modal

4(t) = o!Md(t) (5-5.18)

A transformacdo de coordenadas expressa na Equacdo 5-5.17 serd utilizada na Se-
¢do 6-2 em determinacao de resposta de modelo discreto com miiltiplos graus de liberdade,
quando entdo serd esclarecido que apenas os primeiros modos naturais de vibracdo sdo
relevantes.

EXEMPLO 5-5.5

Para mostrar numericamente a expansao representada na Equacéo 5-5.17, considera-se o vetor:

d=[1 111117

e os modos naturais de vibracéo do shear building representado na Figura E5-5.a.

* Estruturas de comportamento ndo linear ndo tém modos naturais de vibragdo porque as amplitudes das os-
cilagdes interferem na matriz de rigidez, e ndo hd restri¢cdo quanto a grandeza das amplitudes dos autovetores,
uma vez que a normalizacdo desses vetores ¢ apenas um artificio de determinacao tnica. Contudo, mesmo
ndo havendo modos naturais de vibragdo em estrutura de comportamento ndo linear, a determina¢do de modos
de vibracdo com as tensdes em provdveis configuracdes mais desfavordveis da mesma costuma fornecer uma
indicacgdo do provavel comportamento estrutural.
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m, =7,5-10°kg i
. ke =0,5-10'""N/m
m; = 8,0-10"kg i
] ks =0,6-10""N/m
my =8,5-10"kg i
k, =0,7-10'"N/m
m,; =9,0-10°kg o —
: k; =0,8-10""N/m
m, =9,5-10°g o
. k, =0,9-10'"N/m
m; =10-10"kg
k, =1,0-10'N/m

Figura E5-5.a Shear building

Este shear building tem as seguintes matrizes de rigidez e de massa, em formas analiticas:

i+l -k, 0 0 0 0
-k, ko+ks —ks 0 0 0
ke| O ks kstks kg 0 0
0 0 ks ketks ks 0 |
0 0 0 ks kstks kg
0 0 0 0 ks ke
m 0 0 0 0 0
0my, 0 0 0 0
M=l © 0 ms 0 0 0
0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 ms O
0 0 0 0 0 m

Com o computo das matrizes anteriores e a resolugdo do problema de autovalor (K® = M®Q),
obtém-se a seguinte matriz modal normalizada em relagdo a matriz de massa:

0,38826 -1,0095 1,4362 -1,5783 1,4910 1,4399
0,79413 -16722 11,3952 -0,23293 -0,96978 -2,0391
11949  -16052 -0,35020 1,7694 -0,87588 11,7566
15622 -0,68428 -1,8832 0,037556 2,0303 -1,0890
1,8597 0,78682 -0,93538 -2,0770 -1,7278 0,498 02
2,0408 2,0370 1,7370 1,2581 0,63335 -0,13206

d=10"

Esses modos naturais de vibragdo estéo representados na Figura E5-5.b.

5-5 Frequéncias e modos naturais de vibracao
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Figura E5-5.b Modos naturais de vibracao do shear building da figura anterior.

Com a utilizacdo da Equagdo 5-5.18, obtém-se o vetor das coordenadas modais que permite
escrever

d =450,53 @, +599,89 ¢, —893,13 @3 +1400,3 @, + 65644 @5 —2467,2 53 ¢

Com a solucdo harmonica de deslocamento expressa na Equagdo 5-5.2, a energia potencial
de deformacdo eldstica linear estabelecida na Equacdo 5-4.10 toma a nova forma:

T

|
Epe == 0K 6; cos’ (@;t—9;)

(5-5.19)
que tem como maximo:
E = ~ 67K &
T (5-5.20)
Além disso, daquela solugdo obtém-se a solugdo de velocidades nodais:
d(t)=—0;; sin(®;t~ ) (5-5.21)
com a qual se escreve a energia cinética:
I Hoaqpen .o
E.=—o;0;M @, sin"(0;t—d;)
5 AT j j j (5-5.22)
O maximo dessa energia ¢€:
Eun= 0 "M,
2 (5-5.23)

Logo, como em vibragio livre ndo amortecida ha conservagio de energia mecanica, tem-se
(Eomax. = Epe/mzix.)a que fornece:

> >
]
=R
S |

(5-5.24)
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Essa expressao € uma particularizacio do quociente de Rayleigh que serd apresentado
na Secdo 9-2. Esse quociente ¢é utilizado no Método de Rayleigh de estimativa da frequéncia
fundamental de modelo estrutural, a partir do arbitrio de uma aproximagio ao modo funda-
mental de vibragio do modelo.”

5-6 REDUCAO DE GRAUS DE LIBERDADE

Com a atual eficiéncia de processamento em microcomputadores, praticamente nao ha
impedimento para se efetuar andlise dinAmica com elevado nimero de graus de liberdade."’
Contudo, em casos especificos, pode haver interesse em reduzir esse nimero.

A reducdo mais simples € a eliminacdo dos graus de liberdade correspondentes a coe-
ficientes de massa diagonais nulos (usualmente os associados as rotagdes em que se des-
considera inércia) e correspondentes a forcas nodais externas nulas.*' Trata-se de modificagio
do sistema global das equagdes de movimento, denominada condensagdo estdtica de graus
de liberdade.

Para essa reducdo, considera-se que os graus de liberdade com inércia sejam ordenados
em primeiro lugar e contidos no vetor d,, seguidos dos graus de liberdade sem inércia que
sdo incluidos no vetor d,.”” Com essas notacdes, o sistema global das equagdes de movimento
ndo amortecido fica com a forma matricial repartida:

M, O d(t) + Ki Ki d@® (_] f(®
00 d. (v Ky Kir d: (1) 0

(5-6.1)
que também se escreve:
{ My d; () +Kdi (0 +Kd () =F, (1)
K.d; (t)+Kd:(t)=0 (5-6.2)
A segunda das expressodes do par anterior fornece:
d; () =—Kyx'Kdi (1) (5-6.3)

Com a substituicao dessa equagdo na primeira expressdo do referido par, obtém-se o
sistema de equac¢des com menor nimero de incognitas:

M, d (1) +K§d, () =f,(t) (5-6.4)

* Versido modificada desse método foi utilizada em determinaciio de massa equivalente na Segio 2-4.
*Vide a Segdo 9-8, quanto 2 eficiéncia computacional.

*! Embora as for¢as nodais externas associadas aos graus de liberdade rotacio nio precisem ser nulas para
proceder a essa eliminag@o, € pratica aplica-la apenas em caso de essas for¢as serem nulas.

* Os indices t e r sdo alusivos a translacdes e a rotagdes, respectivamente. Os deslocamentos do veto d, sdo
denominados graus mestres ou principais, e os deslocamentos do vetor d,, graus dependentes ou secunddrios.

I
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em que se tem a matriz de rigidez condensada:

Ki =Ky - KtrK;rlKn (5-6.5)

Assim, obtém-se o vetor de deslocamentos d, através da resolucio do sistema anterior,
que fornece o vetor dos deslocamentos eliminados d, com a sua substituicdo na Equagao
5-6.3." Isso, sem aproximacio adicional ao sistema inicial das equagdes de movimento.

Uma extensdo dessa condensacdo € a eliminaco de graus de liberdade de rotagdo, mesmo
com inércia, com a argumentagdo de que a energia cinética correspondente a esses graus
costuma ser muito menor do que a energia associada aos graus de translacdo. Trata-se da
reducdo de Guyan."

Para desenvolver essa redugdo, considera-se o seguinte sistema de equagdes de movi-
mento, em que a matriz de massa € cheia:

Mn Mtr dt(t) + Ktt Ktl‘ dt(t) :{ ft(t) }
Mo Me ] do [ | Ke K || d® 0

(5-6.6)
E simples identificar que a transformacio de coordenadas:
= - di()=Td(t
{ 40 || Kk, |HOTTAO (5-6.7)
em que:
I
Ko Kn (5-6.8)
fornece a mesma matriz de rigidez condensada, agora com a expressao:
Ki=T'KT (5-6.9)

Com a substituicdo daquela transformagao no sistema de equacdes que lhe precede e a
pré-multiplicagio por T", obtém-se o novo sistema de equacdes:

| M (0+Kid (0= (0 (5-6.10)

em que se tem a matriz de rigidez anterior e a matriz de massa condensada:

C=TIMT > \ M§; =My - MK K + KoK MoK K KoK My (56,11

Naturalmente essa reducao introduz aproximacdes ao sistema inicial das equacdes de
movimento, em fungdo das forgas de inércia associadas aos graus de liberdade eliminados.
Observa-se que a matriz anterior € cheia, mesmo que a matriz de massa original seja diagonal,

* Na Equacdo 5-6.5 ocorre a inversio de uma matriz, o que é desfavordvel computacionalmente. Essa inversio
pode ser evitada com a eliminag@o dos graus de liberdade de rotagdo através do mérodo de Gauss.

44 Guyan, R. J., 1965, Reduction of Stiffness and Mass Matrices, American Institute of Aeronautics and As-
tronautics, vol. 3, n°. 2, pp. 380.
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e identifica-se que, em caso de matriz diagonal que tenha (M, = 0), a presente redugio recai
na condensagao estatica.

A redugdo de Guyan foi concebida com o objetivo de reduzir a ordem do problema de
autovalor da Dinamica das Estruturas, para permitir a correspondente resolu¢do em memoria
central de computador, em época de parcos recursos computacionais. Com a evolugado desses
recursos e o desenvolvimento do método de iteracéo por subespago descrito na Se¢do 9-6,
essa reducgdo perdeu relevancia.

Para estruturas complexas em que partes ou componentes sejam projetados por equipes
diferentes, como € o caso das estruturas aeronduticas e espaciais, € necessaria a andlise de cada
componente separadamente. [sso requer troca de informagdes entre essas equipes, quanto as
propriedades dinamicas de cada componente, de maneira que, em andlises separadas, sejam
capturadas respostas de baixa frequéncia de toda a estrutura. Aplicam-se, entdo, métodos
de sintese modal de componentes (CMS — Componente Mode Synthesis), que podem ser de
interfaces fixa, de interfaces livre e hibridos. Esses métodos sdo utilizados juntamente com
técnicas de subestruturas ou de superelementos.”

Entre esses métodos, pela simplicidade e bons resultados, destaca-se o método de Craig
e Bampton de interfaces fixas,” que é uma modificacio de método desenvolvido por Hurty."’
Descreve-se o primeiro desses métodos com auxilio da Figura 5-6.1, que mostra um modelo

Componente | = dx +d, x +dy x +
o () L]
Componente 2 b - ) ’
Combinagdo linear dos 3 Configuragdo imposta
primeiros modos de vibragdo pelos deslocamentos externos

FIGURA 5-6.1 Esquematizacao do método de Craig e Brampton.

* Essas técnicas estio descritas na Secio 4.5 de Soriano (2005).

0 Craig, R. R., Jr. & Bampton, M. C. C., 1968, Coupling of Substructures for Dynamic Analysis, ATAA Journal,
vol. 6, n°. 7, pp. 1313-1319.

" Hurty, W. C., 1965, Dynamics Analysis of Structural Systems Using Component Modes, Technical Report n°.
32-530, Jet Propulsion Laboratory, California Institute of Technology. No método de Hurty, diferentemente que
no método de Craig e Bampton, é necessdrio dividir os deslocamentos nodais externos, de cada componente,
entre estaticamente determinados e de restri¢do, se esses deslocamentos forem mais do que o suficiente para
impedir os deslocamentos de corpo rigido do componente.
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unidimensional constituido de dois componentes, em que, no componente superior, estao
representados quatro pontos nodais internos e dois pontos nodais externos, juntamente com os
quatro deslocamentos externos (duas translagdes horizontais e duas rotagdes). A configuracio
de deformacao desse componente é aproximada pela combinacio linear de seus trés primeiros
modos naturais de vibracdo (obtidos com os pontos nodais externos restringidos), mais a
configuracdo imposta ao componente pelos deslocamentos externos. Com essa aproximagao,
o componente, inicialmente com oito deslocamentos internos e quatro deslocamentos ex-
ternos, passa a ter trés graus de liberdade generalizados mais 0s mesmos graus externos.

Para cada componente, considera-se o sistema de equagdes de movimento sob a forma
matricial repartida:

[ M; M, } di(t) +|: Ki K }{ di(t) }:{ fi(0) }
M. M. ae(t) Ke Ke d.(t) f.(t) (5-6.12)

em que os indices “i”” e “e” sdo alusivos, respectivamente, aos graus de liberdade internos
e externos ao componente.

Com a fixacdo dos pontos nodais externos, resolve-se o problema de autovalor:

Ki®, =M; ®,Q, (5-6.13)

onde ®, é a matriz modal formada pelos p primeiros modos naturais de vibragio (com
p menor do que o nimero de graus internos ao componente), normalizados com respeito a
. ) . 48
matriz de massa, e Qp ¢ a correspondente matriz espectral.

Para considerar a deslocabilidade dos pontos nodais externos ao componente, utilizam-se
respostas estaticas a um deslocamento unitdrio segundo cada um dos graus de liberdade ex-
ternos, mantendo-se todos os demais graus externos restringidos. Sdo os chamados modos
de restri¢do (estatica) ou modos de contorno, que contidos na matriz ¥; atendem a:

|:Kii Kic :||: /A }:{ 0 :|
K Kee I R. (5-6.14)

onde I é a matriz identidade de ordem igual ao nimero dos graus externos a0 componente.
Logo, da primeira linha da expressao anterior e em caso da submatriz Kj; ser nio singular,
obtém-se:

(5-6.15)

Como ocorre matriz inversa nessa expressao, esses modos sao obtidos mais eficientemente
através da resolucao simultanea dos sistemas de equagdes algébricas:

Kivi =K (5-6.16)

* A Secilo 6-2 apresenta o método de superposicdo modal com a argumentagio de que, em caso de mdltiplos
graus de liberdade, a contribuicdo dos modos naturais de vibragao mais altos tem minima contribui¢do em resposta
de baixa frequéncia da estrutura e, portanto, esses modos podem ser desconsiderados em uma transformacao
modal de coordenadas, de maneira a se ter reducdo de graus de liberdade. E caso seja considerada matriz modal
completa, ndo se introduz aproximagao.
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em que K;, denota um conjunto de vetores independentes em nimero igual aos graus
externos. Em caso de a submatriz Kj; ser singular, o que caracteriza componente estaticamente
determinado, [ y; | sdo modos de corpo rigido.
I

A redug@o dos graus de liberdade internos € obtida com a transformag@o de coordenadas:

di(t) ={cbp \P} (1)
d.(1) 0 1 || dw® (5-6.17)

onde 4 éum vetor que contém graus de liberdade (modais) generalizados.

Com essa transformagao, escreve-se a partir do sistema de equagdes de movimento
expresso na Equacdo 5-6.12:

D, W ' M; M, O, y; 4 (t) + O, i ! Ki K D, i
0 I Mei Mee 0 I ae (t) 0 I Kei Kee 0 1

T oq oq
& | [ @ v | [fo AW | ) GO |
{ d. (1) } |: 0 I i| { (0 } ML { ae(t) }+K { ae(t) } o (5-6.18)

A . 4
em que se tém as matrizes condensadas: "’

o 1 (I)l;r(Mii\Vi +M;.)
= . T Mo ) BT
sim. W (M W5 +Mie) + M W +Mee (5-6.19)
c_| @ g
K=l 0 Ke+KLy,
ee ie Wi (5-6.20)
T i
f°(t)=[ o :'(t) }
¥l () (5-6.21)

A construgdo da matriz de amortecimento serd tratada na Secdo 6-3, a qual também pode
ser aplicada a transformacédo de coordenadas anterior.

Uma vez que essas matrizes sejam calculadas para os diversos componentes, constroem-se
as matrizes globais através de acumulacdo das contribui¢cdes que dizem respeito aos mes-
mos graus de liberdade externos. O correspondente sistema global de equacdes diferenciais
pode ser resolvido através de um dos métodos de integrag@o direta que serdo apresentados
na Se¢do 6-4, recaindo-se na resolucdo de sistemas de equagdes algébricas, o que permite
efetuar, sem aproximacdo adicional, a condensagio estdtica dos graus de liberdade modais.” E
a partir da resposta do modelo reduzido em cada discretiza¢do do tempo adotada na integracdo

* Identifica-se que o acoplamento entre as coordenadas modais e os graus de liberdade externos ocorre através
da matriz de massa.

** Essa metodologia de determinagio de resposta estrutural é encontrada em Soriano, H. L., 1982, Reduction of
Degrees of Fredom at Substructural Level in Dynamics, Report developed as Visiting Research Fellow at the
Civil Engineering Department of the University of Southampton.
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numérica, os deslocamentos internos dos componentes podem ser obtidos da primeira linha
da transformacdo de coordenadas expressa pela Equagdo 5-6.15, com a expressdo:

d; () = @, d; () + WYide (1) (5-6.20)

Este capitulo apresentou a construgao do sistema global das equacgdes de movimento dos modelos de
multigraus de liberdade, nos casos de estruturas em barras e de estruturas continuas, como também
mostrou a obtencado das frequéncias naturais e dos modos naturais de vibragao.

Foram utilizados resultados das teorias classicas de barra e do Método dos Elementos Finitos,
em apresentacao dos importantes conceitos de matriz de rotacéo, funcdes de interpolacao, forcas
nodais equivalentes e matrizes de massa discreta e de massa consistente. Foi também apresentada a
propriedade de ortogonalidade dos modos naturais de vibragao e detalhadas as redugdes do sistema
global das equacdes de movimento, a saber: a condensacéo estatica, a redugdo de Guyan e o método
de Craig e Bampton. Isso, para desenvolvimento e aplicagdo dos métodos de resolucéo do sistema
global de equagdes de movimento que serdo apresentados a partir do préximo capitulo.

5-7 EXERCICIOS PROPOSTOS

5-7.1 Identifique as unidades fisicas dos coeficientes de rigidez ka3, ksql” e kss” do
elemento de poértico plano, como também identifique as unidades dos coeficientes
de rigidez ki3, k33 e ks do elemento de grelha. Adote as numeracdes de
deslocamentos nodais mostradas na Figura 5-1.3 e os simbolos das unidades das
grandezas fundamentais do SI: m, N e rad.

5-7.2 Dado o pértico plano com a conectividade de barras especificada pela matriz de
incidéncia que consta da Figura 5-7.2, obtenha a matriz de rigidez restringida.
Utilize a notagdo k;;¢” para designar o coeficiente de rigidez genérico do e-ésimo

elemento de portico no referencial global.

[SE N SS RS
L o= N

FIGURA 5-7.2 Partico plano.
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5-7.3 Idem para a grelha mostrada na Figura 5-7.3.

zZ

FIGURA 5-7.3 Grelha.

5-7.4 A viga representada na Figura 5-7.4 tem m’de massa por unidade de comprimento
e El de rigidez de flexdo. Para a mostrada idealizacdo e com matriz de massa
consistente, obtenha o sistema das equacdes de movimento ndo amortecido.

f(t)
I m,, EI m
e e
d, d;t
v ax

FIGURA 5-7.4 Viga em bhalanco com massa na extremidade.

5-7.5 Idem para a viga com apoio eléstico esquematizada na Figura 5-7.5.

——
e
]
L
(=N
=

FIGURA 5-7.5 Viga com apoio elastico.
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5-7.6 A Figura 5-7.6 mostra um shear building de trés graus de liberdade. Obtenha o
sistema das equacdes de movimento ndo amortecido e, através de um programa
automatico de resolug@o de problema de autovalor, determine os periodos naturais
e os modos naturais de vibragcdo normalizados em relagdo a matriz de massa.

k=0,6-10" N/m
m,=m, =2m, =10 kg

FIGURA 5-7.6 Shear building de trés graus de liberdade.

5-7.7 A trelica plana da Figura 5-7.7 tem todas as barras de rigidez axial EA e massa m’
por unidade de comprimento de barra. Obtenha as equagdes de vibracao livre ndo
amortecida, em caso de massa discreta. Além disso, através de um programa de
linguagem simbodlica, calcule as frequéncias naturais.

FIGURA 5-7.7 Trelica simples.

5-7.8 Para o sistema representado na Figura 5-7.8, determine o sistema das equacdes
de vibragao livre ndo amortecida, a matriz espectral e a matriz modal, com a
condig¢do do tltimo dos coeficientes de cada um dos autovetores ser unitario.



5-7 Exercicios propostos 225

|

Lol
ELSEVIER

2k
MWWWWAA 2m (WWWWWAL 3m

FIGURA 5-7.8 Sistema de trés graus de liberdade.

5-7.9 O poértico plano da Figura 5-7.9 tem barras de (A = 0,09 m?), 1=6,75-10" m"),
(E =20 GPa) e (p = 2 500 kg/m’), além da massa (m = 2 000 kg) concentrada
na unido das duas barras. Com a numeracio de deslocamentos indicada e matriz
de massa consistente, determine o sistema das equagdes de vibracdo livre ndo
amortecida, os periodos naturais de vibra¢do e a matriz modal normalizada em
relagdo a matriz de massa.

FIGURA 5-7.9 Pértico plano.

5-7.10 A partir da matriz de rigidez da coluna mostrada na Figura 5-7.10 e de rigidez de
flexdo EI, pede-se a matriz de rigidez restringida e a matriz de rigidez condensada
relativamente aos graus de liberdade de rotacao.

AY h

FIGURA 5-7.10 Coluna discretizada em dois elementos.
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5-8 QUESTOES PARA REFLEXAO

5-8.1 O que é um modelo estrutural de multigraus de liberdade? Qual é a razdo de se
utilizar esse tipo de modelo?

5-8.2 Por que, mesmo com 0s atuais recursos computacionais, se procura fazer
simplificacdes das propriedades de material, geometria, condi¢cdes de apoio e
solicitagdes externas, quando da criacdo de um modelo discreto?

5-8.3 O que é a hipdtese da secdo plana? Qual é a vantagem de se adotar essa hipétese?
Qual é a aproximacao introduzida por essa hipétese?

5-8.4 Quais sdo as propriedades geométricas de se¢do transversal que devem ser
consideradas em andlise de cada um dos tipos de estruturas em barras? E as
propriedades de material, em caso de andlise dinamica de estrutura?

5-8.5 Qual é a diferenga entre coeficiente de rigidez e coeficiente de flexibilidade?

5-8.6 Em que condigdes o efeito de deformacéo dos esforcos cortantes € relevante de
ser considerado em andlise dindmica de estrutura?

5-8.7 Por que, na formulac¢do matricial de andlise de estruturas reticuladas, desaparece
a distin¢do cldssica entre estrutura de nds indeslocdveis e estrutura de nds
deslocaveis?

5-8.8 Por que se adota um referencial local em cada elemento de barra em andlise
matricial de estruturas? O que é matriz de rota¢do no contexto dessa andlise? Por
que se utiliza outro referencial para a construc¢do do sistema global das equacdes
de movimento? E nessa construcio € estritamente necessario considerar um tinico
referencial?

5-8.9 Para um dado modelo de estrutura reticulada, como identificar o posto ou rank da
correspondente matriz de rigidez?

5-8.10 Qual é a aproximagio basica do Método dos Elementos Finitos em andlise de
estruturas? E qual € a importancia desse método?

5-8.11 Por que os elementos de barra ndo sdo elementos finitos verdadeiros? E por que se
diz que as estruturas reticuladas sdo naturalmente discretizdveis?

5-8.12 Qual é a diferenga entre as condicdes geométricas de contorno, as condi¢coes
naturais de contorno e as condi¢des iniciais (a0 movimento)? Como essas
condicdes sdo tratadas no Método dos Elementos Finitos?

5-8.13 O que sdo elementos finitos isoparamétricos? Qual é a vantagem desses elementos?

5-8.14 Qual é a diferenga entre matriz de rigidez restringida e matriz de rigidez ndo
restringida?

5-8.15 Por que os coeficientes diagonais de matriz de rigidez sdo positivos? E por que
a soma dos coeficientes de uma coluna ou de uma linha de matriz de rigidez ndo
restringida € igual a zero?
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5-8.16 Por que a acurécia dos resultados de uma anélise estética de estrutura reticulada de
barras retas de secdo transversal constante independe da discretizagdao? E por que
0 mesmo ndo ocorre em analise dindmica do mesmo tipo de estrutura?

5-8.17 Por que a andlise dindmica de uma estrutura é um problema de condicées iniciais?
Quais sdo essas condigdes iniciais?

5-8.18 Qual é a diferenca entre matriz de massa discreta e matriz de massa consistente?
Existem vantagens de uma concepg¢ao de matriz sobre a outra? Por que, a medida
que se aumenta a discretizagdo, se reduz a diferenga entre os resultados com esses
dois tipos de matrizes?

5-8.19 O que sdo modos naturais de vibragdo? Por que um modo natural de vibragdo
define apenas uma forma de referéncia? E como se pode ter determinag@o tnica
desse tipo de modo de vibragdo?

5-8.20 Por que apenas estruturas de comportamento linear t¢ém modos naturais de
vibrag¢ao? Quais sdo as propriedades desses modos?

5-8.21 Dado um modelo de estrutura em barras, como identificar o nimero de
frequéncias naturais? E por que com matriz de rigidez nao restringida sdo obtidas
algumas “frequéncias” nulas?

5-8.22 Em determinagéo das caracteristicas dindmicas (frequéncias e modos naturais de
vibragao), condi¢des de simetria de um modelo de estrutura podem sempre ser
utilizadas na constru¢do de um modelo menor? Por qué?

5-8.23 O que sdo vetores (na concepg¢io de matrizes colunas) linearmente independentes?
E como expandir um vetor em vetores linearmente independentes?

5-8.24 Qual é a vantagem e a desvantagem de condensar graus de liberdade em andlise
dinamica de estrutura? O que € a condensagdo estdtica de graus de liberdade? E a
redugdo de Guyan? E o método de sintese modal de Craig e Bampton?



CAPITULO

Analise de Modelo de
Multigraus de Liberdade

EM QUE CONSISTE A ANALISE DE UM MODELO DE MULTIGRAUS
DE LIBERDADE?

Na apresentacdo do Capitulo 3 foi esclarecido que a andlise dindmica de um modelo
pode ser no dominio do tempo ou no dominio da frequéncia. Em resolu¢ao numérica no
primeiro dominio, consideram-se as condi¢des de equilibrio em uma sucessao de instantes,
em obtencdo gradativa de um histérico de resposta. Em resolu¢@o no segundo dominio, a
acdo é considerada como uma superposi¢do de componentes harmonicos discretos, através
da transformada de Fourier discreta, para obter as solucdes a esses componentes em termos
de frequéncias e posterior transformacgdo dessas solu¢cdes ao dominio do tempo, com a
aplicacdo da transformada de Fourier inversa discreta. Assim, em andlise no dominio do
tempo, determina-se a resposta do modelo instante a instante. J4 em andlise no dominio
da frequéncia, apenas ao final da resolu¢@o, obtém-se a resposta no conjunto dos instantes
adotados, em termos das coordenadas originais. Ambas as andlises podem ser aplicadas a
modelos de multigraus de liberdade, cuja constru¢@o foi apresentada no capitulo anterior.

Neste capitulo estdo desenvolvidos e detalhados os métodos da andlise no dominio do
tempo, com diversas aplicagdes numéricas comparativas. Esses métodos sdo simples e os
geralmente utilizados em determinagdo de resposta nos escritérios de projeto. No préximo
capitulo serd apresentada a andlise no dominio da frequéncia, que tem formulacdo matematica
mais elaborada e € indicada em casos especificos.

Nesse contexto, o presente capitulo é o mais importante para suporte ao projeto de es-
truturas de comportamento dindmico, e estd dividido em se¢des com os seguintes topicos:

6-1 Apresentacdo de procedimento simplificado de andlise de modelo de multigraus de
liberdade sob for¢a harmonica, que recai em resolu¢do de um simples sistema de
equagdes algébricas lineares.

6-2 Desenvolvimento do método de superposicdo modal, que é o mais utilizado na
pritica, embora requeira a determinacido de modos naturais de vibracdo e o uso do
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denominado amortecimento proporcional. A acuricia desse método costuma ser
melhorada com a corregdo estdtica dos modos superiores, que estd apresentada
juntamente com esse método.

6-3 Construcdo da matriz de amortecimento global com a conceituagio de ser
proporcional ou ndo proporcional.

6-4 Detalhamento dos principais métodos de integracdo direta do sistema das equagdes
de movimento de modelo de comportamento linear.

6-5 Detalhamento dessa integracéo para o caso de modelo de comportamento néo linear.

6-6 Consideracdes quanto a escolha e aplicagdo de cada um dos métodos de andlise
dindmica apresentados neste capitulo.

6-7 Sugestio de exercicios.

6-8 Proposicdo de questdes para reflexdo.

6-1 PROCEDIMENTO APROXIMADO DE ANALISE DE MODELO SOB
FORGCA HARMONICA

O sistema global das equagdes de movimento de um modelo de multigraus de liberdade
adequadamente vinculado foi apresentado na Secdo 5-4 e se escreve:

| Md(v)+Cd(t)+Kd(n =f() 6-1.1)

Trata-se de um sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem na varidvel tempo, cuja
resolug@o ndo € uma tarefa simples, pelo fato de essas equagdes estarem acopladas e poderem
ser em nimero muito elevado. Justifica-se, assim, o desenvolvimento de um procedimento
simplista no importante caso de forca excitadora harmonica.

Para isso, considera-se que o vetor das forcas nodais tenha separacdo entre uma dis-
tribui¢do espacial de forgas, f,, e uma fun¢do harmdnica, o que pode ser escrito sob a forma:

f()=f,cos(wt) (6-1.2)
em que o ¢ a frequéncia forcante.

No caso ndo amortecido, o sistema anterior particulariza-se em:

Md(t)+Kd(t) =f,cos(ot) (6-1.3)

Desenvolve-se, a seguir, um procedimento de resolucio desse sistema que fornece bons
resultados comparativamente as respostas em regime permanente obtidas com métodos
consistentes de andlise. Para isso, importa relembrar que, no estudo do oscilador simples nao
amortecido sob a forga f, cos(mt), foi obtida a solugio de deslocamento expressa na Equacao 2-3.9,
que se repete por conveniéncia:

Yo sin(mnt)+1“L‘-2cos(wt)

u(t) :(uo —u;s"zjcos(w“tﬂ
1-r

n

Devido as condig¢des iniciais a0 movimento, u, € v,, a solu¢c@o anterior ndo € harmonica
simples. Contudo, como em todo fendmeno vibratério sempre hd amortecimento que faz
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desaparecer a parcela dependente dessas condi¢des e, na pritica, a frequéncia forcante varia
rapidamente de zero até um valor de regime permanente, o relevante € a resposta nesse regime,
que € a ultima parcela da equacdo anterior e que é harmdnica. O mesmo ocorre em modelo
de multigraus de comportamento linear, para o qual se escreve a solugido de deslocamento
aproximada em caso de reduzido amortecimento:

(6-14)
onde d’ é um vetor de amplitudes a ser determinado.
Com a substitui¢do dessa solu¢do na Equacdo 6-1.3, obtém-se:
(-Mw* +K)d’cos(wt)=f,cos(mwt) — (K—o’M)d' =f, (6-1.5)
Logo, com a notacdo:
K =K-o’M (6-1.6)
o sistema de equacdes algébricas anterior toma a forma:
K'd'=f, (6-1.7)

A resolucdo desse sistema fornece o vetor d’, que completa o conhecimento da solugio da
Equagao 6-1.4 que expressa os histéricos de deslocamento dos diversos graus de liberdade do
modelo. Isso € obtido sem a integracio das equacdes diferenciais de movimento. Além disso,
com base naquele vetor podem ser determinados os histéricos dos esforcos seccionais e de
qualquer outra grandeza dependente da varidvel tempo.

Vale identificar o efeito da condi¢@o de ressondncia no presente procedimento. Para isso,
de forma andloga a transformagao de coordenadas expressa na Equagdo 5-5.17, considera-se:

(6-1.8)
em que @ ¢ a matriz modal e « ¢ um vetor de amplitudes modais.
Logo, a partir da Equacdo 6-1.5 escreve-se o sistema de equagdes algébricas:
" (K-w’M) & =Pf,

Tendo-se em conta as condi¢des de ortonormaliza¢do da matriz modal como expresso nas
Equagdes 5-5.13 e 5-5.15, esse sistema se simplifica e fornece o vetor de amplitudes modais:

Q-0Dd=0", — |4=(Q-0'®'f,

(6-1.9)
Nessa expressdo do vetor de coordenadas modais, tem-se a matriz diagonal:
1
0
o —
Q-0 =
1
0 o —
" (6-1.10)

Essa matriz evidencia que, a medida que a frequéncia for¢ante se aproxima de uma das
frequéncias naturais, cresce o valor da amplitude modal de mesma ordem que essa frequéncia
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e que, na coincidéncia de frequéncias, ocorre indeterminagio da solug@o, em caracterizagdo
A Py .
do fenémeno de ressondncia.

EXEMPLO 6-1.1

A viga do Exemplo 5-5.1 é agora considerada com a razéo de amortecimento de 0,02 e como suporte
a um equipamento rotativo de 100 kg, que opera em regime permanente de 70 rad/s, com 1 kN de
forca de inércia centrifuga, como esquematizado na Figura E6-1.1a a seguir. Para o deslocamento
transversal da secdo média, compara-se a solugédo do presente procedimento com a solugdo do
método de superposigdo modal, que sera desenvolvido na préxima secéo e que considera condi¢des
iniciais nulas. Para isso, utiliza-se a discretizagdo em cinco pontos nodais igualmente espacados,
que corresponde a quatro elementos, como mostrado na parte inferior da mesma figura.

1kN

100 kg
70 rad/s
A
m'=200 kg/m
FIGURA E6-1.1a Viga biapoiada de suporte a um motor deshalanceado.
e Matriz de rigidez e matriz de massa consistente de cada elemento:
6 6 -6 6 148,57 41,905 51,429 24,762
©_1n1l - 8 —6 4 © _ 15,238 24,762 —11,429
K@=101 75 g MO . 148,57 41,905
sim. - - 8 sim. . . 15,238
e Matriz de rigidez e matriz de massa, globais e restringidas:
8 64 0 0 0 0 0]
12 0 -6 6 0 00
16 -6 4 0 0 0
—107 . - - 12 0 -6 6 0
K=10 . 16 -6 4 0
12 0 6
- 16 4
| sim. 8 |
[ 15,238 24,762 11,429 0 0 0 0 0 |
297,14 0 51,429 24,762 0 0 0
30,476 24,762 -11,429 0 0 0
M= . 397,14 0 51,429 24,762 0
- 30,476 24,762 —11,429 0

297,14 0 —24,762
. . . . . 30,476 -11,429
sim. . . . . . . 15,238

'O efeito de ressonancia é mais intenso quando a frequéncia forcante é préxima da frequéncia fundamental.
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e Vetor das forgas nodais:

t,=[00010°0000]

e Em resolugdo do sistema de equagdes algébricas expresso na Equagéo 6-1.7, tem-se:

[7,9925 —6,0121 4,0056 0 0 0 0 0
11,854 0 —6,0252 6,0121 0 0 0

15,981 —6,0121 4,0056 0 0 0

11,805 O —6,0252 6,0121 0

’_ —m2 — 7
K'=K-oM=10 15,985 —6,0121 4,0056 0

1,855 O 6,0121
. . . . . 15,985 4,0056
sim. . . . . . . 7,9925 |

- d&'=K"'f,=107[0,652 1,174 0,460 1,659 0 1,174 —0,460 —0,652]"

0 quarto coeficiente desse vetor é a amplitude da oscilagao em regime permanente do deslocamento
transversal da se¢do média. A Figura E6-1.1b apresenta os histéricos desse deslocamento, obtidos com
o0 espagamento (At = 0,005 s), que é pouco menor do que T/15, sendo (T = 0,08975 s) o periodo da
forca excitadora. A representagcdo em linha pontilhada é a do procedimento desenvolvido anteriormente,
e a representacao em linha continua é a do método de superposicao modal o amortecimento (€ = 0,02).
Observa-se que, na proximidade de dois segundos, os histéricos passam a ser praticamente coinciden-
tes. Isso evidencia o cessar da influéncia das condi¢des iniciais e a eficacia do referido desenvolvido.

ds (m)

0,002

0 0,5 1 1,5 2,0s

FIGURA E6-1.1b Histéricos do deslocamento da secao média.

Como a resposta em regime transiente tem pouca relevincia e os modelos estruturais
sdo usualmente fracamente amortecidos, conclui-se que o presente procedimento fornece
excelentes resultados comparativamente a método consistente de determinacio de resposta,
com a vantagem de requerer reduzido processamento.

6-2 METODO DE SUPERPOSIGAD MODAL

No inicio da se¢d@o anterior foi afirmado que ndo € tarefa simples resolver o sistema das
equacgdes de movimento de modelo de multigraus de liberdade, principalmente porque es-
sas equagdes sdo acopladas. Para facilitar essa resolu¢do, esse acoplamento € removido no
método de superposicdo modal.
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Os modos naturais de vibrag@o sdo caracteristicas de cada modelo de estrutura, tteis
ao presente método, que se baseia na transformagdo das coordenadas geométricas em
coordenadas generalizadas modais. Isso porque aqueles modos formam uma base completa
no espaco dessas coordenadas e diagonalizam, através de transformagdes similares, as ma-
trizes de rigidez e de massa globais. A principal vantagem é que, com a transformacio e o
denominado amortecimento proporcional, sdo obtidas equacgdes de movimento desacopladas
andlogas as de osciladores simples amortecidos, além de apenas as primeiras dessas equac¢des
terem participagdo preponderante na resposta do modelo. Assim, transforma-se a resolugdo
de um sistema de equagoes diferenciais em resolugdo de um reduzido nimero de equacdes de
movimento de osciladores simples, para posterior obtencdo da resposta do modelo através da
soma das solucdes dessas equagdes, transformadas ao espago fisico, o que justifica o nome
de superposicdo modal.

6-2.1 Transformacao modal

Considera-se a transformagdo de coordenadas expressa na Equacgdo 5-5.17, que se rees-
creve por conveniéncia:

d=Y o) — | d)=D(1)
j=1 (6-2.1)

onde &(t) é o vetor das coordenadas modais.” Com a substitui¢iio dessa transformacdo
no sistema de equacdes de movimento expresso na Equag@o 6-1.1 e a pré-multiplicacdo do
resultado por @', obtém-se:

D" MOL(1)+ P CDL(1)+DP KD £(t)=D"f(1) (6-2.2)

Logo, com a propriedade de ortonormaliz¢do da matriz modal com respeito as matrizes de
massa e de rigidez globais (vide Equacdes 5-5.13 e 5-5.15), a expressdo anterior toma a forma:

() +DTCOL()+Qd(1)= (1) (6-2.3)

onde
§() =D (1) (6-2.4)

€ o vetor das forcas modais. A referida forma expressa um sistema de equacdes de
movimento em termos das coordenadas modais.

A solu¢@o completa do sistema anterior inclui o efeito das condicdes iniciais, o que
requer a transformagdo dessas condicdes ao espaco das coordenadas modais. Para isso,
multiplica-se a transformacdo de coordenadas expressa na Equacdo 6-2.1 por ®'M, de
maneira a obter:

40=0"Md1) _ {4(t0)=d>T Mdt,)

O'Md(t) =P MP «(t)=d(t) — { . . . -
d(t)=(bT Md(t) d(t,))=d Md(t,) (6-2.5)

> Na Segiio 9-7 serd apresentada a geragio de vetores de Ritz e de vetores de Lanczos, que também podem ser utili-
zados em transformacio de coordenadas que favorece a resoluco do sistema global das equagdes de movimento.
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As equagdes modais expressas na Equag@o 6-2.3 estdo acopladas através da matriz de
amortecimento global, que devido a dificuldades fisicas de caracterizacdo do coeficiente
de amortecimento viscoso ndo é construida a partir das matrizes de amortecimento das barras
ou elementos finitos do modelo discreto. E pritico especificar o amortecimento em termos
de razdes de amortecimento de modos naturais de vibragdo e, para facilitar a resolugéo
do sistema global das equag¢des de movimento, arbitra-se que esses modos sejam também
ortogonais com respeito a matriz de amortecimento global, de maneira a se ter:

ml&l
®"'Co=C,=2 €
®,&, (6-2.6)

L ~ . . o, . . ~ 3
em que ; é a razdo de amortecimento associada ao j-ésimo modo natural de vibragdo.

Assim, C,4 é uma matriz diagonal de coeficiente genérico:

‘ ¢ Co;=20,&; §;

(6-2.7)
Logo, a partir da Equacdo 6-2.3 escreve-se a j-ésima equagdo modal:
‘ 4,(1)+20; &; 4,()+ ] &;(t)= (1) ‘ (6-2.8)
em que se tem a forca modal:
H(O=0; f(t) (6-2.9)

Consequentemente, com a Equagdo 6-2.8 e (j = 1,2, -~ n), tem-se um sistema de equagdes
modais desacopladas.

A resolucdo das equagdes modais fornece, para cada instante t;, o vetor de solu¢cdes modais:
2 (t;)
dt)=1
(t) a;(t;)
: (6-2.10)

A seguir, faz-se a transformacgao desse vetor as coordenadas geométricas iniciais:

d(t;)=D4(t;) (6-2.11)

Assim, com (t; =ty t,, ---) obtém-se os histdricos de todos os graus de liberdade do modelo,
com base nos quais podem ser obtidos os histéricos das forcas resistentes elasticas Kd(t;).

Em procedimento semelhante, as velocidades modais «(t;) e as aceleragdes modais (t;)
podem ser transformadas ao espago das coordenadas geométricas através de:
{dm): ®d(1)
d(t)=@d(t,) (6-2.12)

?Na Secio 6-3.1 serdo apresentados procedimentos de construgio da matriz de amortecimento a partir de razdes
de amortecimento de modos naturais de vibracao.

I
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para obter os histéricos das for¢as de amortecimento Cd(t;) e de inércia Mdit;). Também
podem ser determinados os histéricos dos esfor¢os seccionais e de qualquer outra grandeza
associada a resposta do modelo.

Com a inclusdo de todos os modos naturais de vibragdo na matriz de transformagao @,
ndo sdo introduzidas novas aproximacgdes na resolugdo do sistema global das equagdes de
movimento, pelo fato de esses modos formarem uma base completa no espaco n-dimensional
do modelo discreto.’ Uma grande vantagem do presente método é nio ser necessdrio utilizar
matriz de transformacdo com todos esses modos. Isso porque, os de frequéncia mais elevadas
praticamente nao t€m participacdo na resposta do modelo, além do que, os primeiros modos
naturais de vibrag@o sdo os de maior acurdcia no modelo discreto, comparativamente aos
correspondentes modos do modelo continuo original.

Assim, é necessdrio escolher um nimero de modos de vibracio que conduza a resposta
com acurdcia considerada adequada. Esse ntimero pode ser determinado experimentalmente
através de andlises com crescentes nimeros de modos e com a avaliacdo da diferenga entre
os correspondentes resultados. Quando se alcanga diferencga insignificante entre resultados
de andlises consecutivas ha indicag@o da utilizagdo de um nimero de modos suficientes.
Entretanto, importa racionalizar essa escolha.

Sem considerar o efeito de condi¢des iniciais, 0 niimero de modos a serem incluidos na matriz
de transformacao de coordenadas depende da distribuicao espacial da acdo externa e da correlag@o
entre o contetido de frequéncias dessa acdo e as frequéncias naturais do modelo. O contexto
daquela distribuicao serd tratado na proxima subsecao e a referida correlagdo € detalhada a seguir.

a) Com forgas nodais externas harmonicas de uma tinica frequéncia o, a forca modal g(t)
¢ também harmonica nessa frequéncia. Caso essa frequéncia seja bem menor do que
a frequéncia fundamental do modelo, a razdo ®/®, tem valor muito pequeno. Logo,
o fator de amplificaciao dindmica correspondente a essa razao € proximo da unidade
e, como evidencia a Figura 3-4.4, a amplitude de cada resposta modal em regime
permanente é praticamente igual ao pseudodeslocamento estatico da correspondente
for¢ca modal. Em outras palavras, em caso de o periodo (T = 2m/®) ser bem maior do
que o periodo fundamental do modelo, T}, a agdo externa é “lenta relativamente a esse
periodo”, o que caracteriza comportamento quase-estitico e que uma andlise dindmica
ndo tem relevancia. Assim, com as usuais razdes de amortecimento e (®/®; <0,2 —
T > 5T)), é suficiente efetuar apenas andlise estatica.

b) Ainda com forgas nodais externas harmoénicas de uma dnica frequéncia ®, mas com
( /m; >0,2), a medida que uma frequéncia natural ; se afasta por valor superior
da frequéncia forgante, a razdo o/w; decresce de valor. Logo, tem-se reducéo do
efeito dindmico da j-ésima for¢a modal, e o correspondente efeito estatico pode ser
considerado como serd apresentado na préxima subsec¢do. Assim, com as usuais razdes
de amortecimento e (® /®; < 0,25), o correspondente fator de amplificagdo dindmica é
préximo da unidade, sugere-se excluir, da transformacio modal, os modos naturais de
vibragdo de frequéncias maiores do que quatro vezes ®.’

* Nio sio consideradas as aproximagdes inerentes 2 aritmética de ponto-flutuante dos computadores.

* Optou-se por considerar o/w; < 0,25 e ndo w/w; < 0,20, a exemplo da sugestdo anterior, porque no presente
caso hd a influéncia dos modos de vibragdo anteriores a ;.
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¢) Em caso de for¢as nodais periédicas ndo harménicas, os componentes harmonicos
mais significativos dessas forcas podem ser identificados através de série de Fourier.
Logo, o critério de truncamento modal sugerido anteriormente pode ser adotado para
esses componentes.

d) Ja com forcas nodais de leis aperiddicas, pode ser determinado o conteddo de
frequéncia através de transformada de Fourier, como serd apresentado na Segdo 7-2.
Nesse contetido podem ser identificados os componentes harmonicos mais
significativos, para entdio ser adotado o sugerido critério de truncamento modal.’

A utilizacio de p modos de vibracio requer a resolucio do problema de autovalor:’

\ K, =M Q \ (6-2.13)

em que sdo utilizadas as notagdes:

D, =[@ - @; - @] (6-2.14)

P (6-2.15)

Com essa matriz modal, efetua-se a transformacao:

(1)
d=[¢: - ¢; -~ @,]] i [ - [dO=D,4,(1)
% (6-2.16)
Logo, o sistema de equagdes modais fica com a notacao:
|40+ CudV+ R 4,(0= (1) | (6-2.17)

em que se tem o vetor das forgas modais:

4p(0) =@, (1) (6-2.18)

Quanto as condi¢des iniciais a0 movimento, escreve-se a partir da Equagado 6-2.5:

{4(%): oM d(t,)
4(t,) = Md(t,)

(6-2.19)

Ap6s a resolucdo das equagdes modais, tém-se as forgas eldsticas:

fo () =KDyt (1) (6-2.20)

% Terremotos costumam excitar os modos naturais de vibragio de perfodos entre 0,1 a 10 s. Vento é propenso a
excitar modos de vibrac@o de periodos a partir de 1s.

" Resolugio eficiente desse problema ser tratada no Capitulo 9.
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que, com a consideracdo do problema de autovalor expresso na Equagfo 6-2.13, se escrevem:

fr(D=M®, Q &p(t) — fo, (=MD 07 (t)
: (6-2.21)

Como nessa expressdo as frequéncias naturais ocorrem ao quadrado, evidencia-se a
necessidade de um maior nimero de modos naturais de vibragao em determinagio de forcas
internas do que em determinacdo de deslocamentos nodais, com a mesma acuracia.

O método de superposicdo modal ndo requer a construcio da matriz de amortecimento
global, e a resolucdo das equacdes modais pode ser levada a efeito com um dos métodos
desenvolvidos no Capitulo 3.

Com truncamento modal, esse método pode ser programado de acordo como o seguinte
Algoritmo 6-2.1:

— Especificagdo do nimero p de modos naturais de vibragdo, das razdes de
amortecimento desses modos e de d(t,), d(t,) e f(t;) em cada discretizagdo do tempo.
— Construcdo das matrizes K e M.

— A resolugdo do problema de autovalor K® =M® Q fornece® e Q.
— T / _ =Tk 4
d(t,)=® Md(t,), £(t,)=d Md(t,)

— 1=1,2,3, -+ até o nimero total de instantes de discretizagio
dit,)=0
A (t;) =(I): f(t,) (Vetor das p forgas modais no instante t;)

j:1’23 HE )
—A resolugdo de a;{'j(ti)+2mj§j¢2j(ti)+m]?a!j(ti):;j(ti) fornece #(t;)
d(t;) =d(t;) + @;«(t;)

ALGORITMO 6-2.1 Meétodo de superposi¢cdo modal com truncamento.

O método de superposi¢do modal se mostra indicado para analise de modelos de elevado
nimero de graus de liberdade, em determinag@o de resposta de longa duragio, principalmente
em caso de uma transformacio de coordenadas com um reduzido nimero de modos de vibra-
¢io fornecer resultados com acuricia adequada.” Uma de suas vantagens é o amortecimento
ser especificado em nivel das equagdes modais. Contudo, esse método requer o chamado
amortecimento proporcional, que serd descrito na Se¢do 6-3. Além do que, por ser método
baseado em superposicio, requer também comportamento linear.”

¥ Como foi apresentado na Secio 5.6, base modal é também utilizada em condensagio dinamica de graus de
liberdade em nivel de superelemento, com o nome de sintese modal de componentes.

° Diversas estratégias de adaptagiio desse método a modelos de comportamento nio linear sio encontradas na literatura.
Contudo, como se trata de método de superposi¢ao de respostas individuais, essas estratégias ndo tém carater de gene-
ralizagilo e sdo bem menos indicadas do que os métodos de integra¢do numérica direta que serdo tratados na Sec@o 6-5.



6-2 Método de superposicao modal

ELSEVIER

EXEMPLO 6-2.1

Para ilustrar o método de superposi¢ao modal, reconsidera-se a viga do Exemplo 6-1.1, inicialmente
sob a forca de 1000 cos(70 t) em newtons, na se¢do média. Utiliza-se a discretizacdo em cinco
pontos nodais mostrada na Figura E6-1.1a, matriz de massa consistente e a razao de amortecimento
de 0,02 para todos os modos de vibragao.

No caso, a frequéncia forcante é préxima a primeira frequéncia natural, o; = 65,03 rad/s, e bem
afastada da segunda frequéncia natural, o, = 276,85 rad/s. Logo, apenas o primeiro modo natural de
vibragao tem participagao efetiva na resposta do deslocamento da secdo média. Isso é evidenciado
na Figura E6-2.1a, que mostra representacoes coincidentes das solu¢des do método de superposigcdo
modal com oito modos naturais de vibracdo e com apenas o primeiro modo de vibragao.

AT
Y

ds (mm)

2

>
™
I
=

T——]
_a ]

\ .
\JUUV\/

0 0.5 1 15 2s

FIGURA E6-2.1a Histdricos do deslocamento da secao média.

Considera-se, agora, a viga representada na Figura E6-2.1b em que h& duas for¢as harménicas
externas defasadas de 3n/4."°

1000cos(170)N  1000cos(170t+3m/4)N

100 kg
£
2m | El=4-10' N-m’
m'=200kg/m
d, d, adg £=0,02
d ds ds d, dg

FIGURA E6-2.1b Viga hiapoiada sob duas forgas harménicas externas.

A Figura E6-2.1c apresenta os histéricos do deslocamento da sec¢éo sob a primeira das referidas
forgas. A representaca@o em linha continua é a do método de superposicdo modal completa (que
coincidiu graficamente com a desse método com trés primeiros modos de vibrac&do), a em linha
pontilhada é a desse método com o primeiro modo natural de vibragéo e a em trago-ponto, com os
dois primeiros modos naturais de vibragao. Essas representagdes evidenciam a necessidade de apenas
dois modos de vibragdo para a obten¢ao de resposta adequada quanto ao referido deslocamento.

' Foram arbitradas frequéncias forcantes mais elevadas do que as encontradas na pritica, com o objetivo de
verificacdao do mérodo de superposicdo modal em caso de reduzido nimero de graus de liberdade.

239
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d; (mm)

0.1

f\ /\ AT AT /'\;/\ A
UUU\/\/VVV \)’\/ \/\f

0 0.5 1 1,5 2s

O

-0,1

FIGURA E6-2.1c Histdricos do deslocamento da secao de aplicacao de uma das forgas.

Finalmente, a Figura E6-2.1d apresenta, com os mesmos c6digos de tragcado anteriores, os
histéricos do deslocamento da segdo média da viga. Diferentemente do que o caso anterior, as
representacdes com um, dois e oito modos de vibracdo estdo graficamente coincidentes, o que
evidencia que, para o referido deslocamento, basta transformacdo com o primeiro modo.

dy (mm)
0.1

-0,1

]

0 0.5 1 1,5 2s

FIGURA E6-2.1d Histéricos do deslocamento da secao média.

6-2.2 Correcao estatica dos modos superiores

No método de superposicdo ha duas fontes de erro, o truncamento modal e a resolugdo
das equagdes modais. Quanto a esse truncamento, o nimero de modos de vibragao a incluir
na transformacgdo de coordenadas depende da distribuicdo espacial da acdo externa e da
correlagdo entre o contetido de frequéncias dessa agdo e as frequéncias naturais do modelo.
Na subsecdo anterior foi esclarecida essa correlag@o, que sera detalhada quando do desen-
volvimento da transformada de Fourier, no proximo capitulo. Considera-se, agora, a questao
da distribuicdo espacial dessas acdes.

Um conjunto dos p primeiros modos define um subespaco do espaco n-dimensional
inicial, em que pode ndo estar bem representada a referida distribui¢@o. Para esclarecimento,
na parte esquerda da Figura 6-2.1 estd mostrado um modelo unidimensional com seis graus
de liberdade, na parte central da mesma figura estdo esquematizados os correspondentes
trés primeiros modos naturais de vibragao, e na parte direita da figura estdo ilustradas duas
distribuicdes espaciais de forcas de efeitos estaticos diferentes. A deformada da primeira
dessas distribuicdes tem configuragcdo semelhante a do primeiro modo de vibragéo, e a
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mﬁ@di» ds f—5»- ® f—sp ®
m‘@?i' ds f—3>@- @v <f—3
m’? ?\?i. d; f_l._ 3 L 3
us -

0,

P,

05

FIGURA 6-2.1 Modelo com seis graus de liberdade e duas distribuicdes espaciais de forgcas
externas.

deformada da segunda, a do terceiro modo. Consequentemente, em caso de se adotar a
transformacao de coordenadas com apenas os dois primeiros modos, essa tltima configu-
racdo praticamente nao esta contida no subespago definido por esses dois modos. Pode-se
reduzir o correspondente erro com a aplicag@o da corrego estdtica dos modos superiores
desenvolvida nesta secao.

. ~ e . 11
Para desenvolver o procedimento de corregdo estdtica dos modos superiores,  que
. . ~ 12 . . - .
equivale ao método de aceleracdo modal, = considera-se a seguinte divisdo da matriz
modal:

O=[®, D,,] (6-2.22)

onde ®,_, representa o conjunto dos (n—p) modos superiores, escreve-se a transformacao
de coordenadas sob a forma partida:

‘d(t) =Qpdp()+ Popnyp ‘ (6-2.23)

Para obter a decomposicdo das forcas nodais externas nos subespacos definidos pelos
vetores contidos nas matrizes ®, e ®,_,, tem-se, com base em (®'M® =1), que (@ " = M®).
Assim, a partir da Equagfo 6-2.4 escreve-se:

b (© }
#n-p(D)

- fO=Mo,4O+MD,_ 4, () =F ) +F,_,(D

f)=M®41) — f(t):M[q>p<I>n,,,]{

(6-2.24)

Logo, com a transformacgdo modal truncada expressa na Equacédo 6-2.16, obtém-se dessa
decomposic¢do a parcela desconsiderada das forcas nodais externas:

fnﬂ) (t) =M (I)nfp {nfp(t) = f(t) -M (I)p {p(t) (6_225)

"' Hansteen, O.E. & Bell, K., 1979, On the Accuracy of Mode Superposition in Structural Dynamics, Earthquake
Engineering and Structural Dynamics, vol. 7, n’ 5, pp. 405-411.

12 Soriano, H.L. & Venancio-Filho, F., 1988, On the Modal Acceleration Method in Structural Dynamics, Mode
Truncation and Static Correction, Computers & Structures, vol. 29, n® 5, pp. 777-782.

I
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Para incluir, na resposta de deslocamentos, o efeito estatico dessa parcela, sem a neces-
sidade do uso dos modos superiores, modifica-se a transformagdo da Equacgdo 6-2.23 para
a forma:

d(t) =D, ()+K™ (F(t)—M @, 4,(1)) (6-2.26)

Essa solucdo pode ser escrita de uma forma mais adequada ao processamento automatico.
Para isso, a partir do problema de autovalor (K@, = M®, Q,), tem-se:

®,=K'M®,Q, - K'M®,=0,0Q, (6-2.27)

Logo, com a substituicao dessa expressao na equagdo que lhe precede, chega-se a solugao
de deslocamento com a correcao estdtica dos modos superiores sob a nova forma:

d(t) =K (1) + Dy, (4, (1) — Qp (1)) (6-2.28)

Nessa tltima expressdo, a inversdo da matriz espectral £, ndo oferece dificuldades,
porque a inversa é¢ uma matriz diagonal formada pelos reciprocos dos p primeiros autovalores.
J4 quanto a determinagio do produto K™ f(t), ndo ¢ indicado utilizar a matriz K™' pelo fato de
essa inversa ser uma matriz cheia, além de requerer, em sua determinacio, elevado nimero
de operagdes numéricas. Em caso de modelo com muitos graus de liberdade, é indicado
obter o resultado daquele produto, em cada instante t;, através da resolu¢do do sistema de n
equagdes algébricas:

Kd, = f(t;) (6-2.29)
Logo, para o instante t;, escreve-se a Equacdo 6-2.28 sob a forma:

d(t)=d, + D, (4,(t:)—Q,' () (6-2.30)

Assim, em caso geral, o presente procedimento de aprimoramento da acuricia da solu¢do
do método de superposicido modal requer a resolugdo do sistema de n equagdes algébricas
expresso na Equacdo 6-2.29, em cada instante de discretizag¢do, o que demanda extenso
processamento em resposta de longa duracdo. Esse procedimento se torna mais vantajoso em
caso de o vetor das forgas nodais externas admitir a separagio entre uma distribuicao espacial
constante de forgas, f,, e uma funcgéo do tempo, f(t), sob a forma: =

f(t)y=*% f(t) (6-2.31)

Com a substituicio desse vetor na Equacdo 6-2.28, obtém-se a solug¢do de deslocamento
com a nova expressio:

d(0)=(K™'f,) f()+ D, («,() - L, F, f(1)) (6-2.32)

Essa expressao requer a resolucio do sistema de equagdes algébricas:
Kd, =1, (6-2.33)

para se ter o vetor d,.

" Essa separagio é de uso pratico, como em caso de excitagio sismica e de multidio em estadio, por exemplo.
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Logo, escreve-se a solugio de deslocamento com a corregdo estatica dos modos superiores
que diz respeito ao instante t;:

d(t) =d,f(t)+ D, (<, (1) - Q' @ f,f(t) (6-2.34)

Com a referida separag@o de varidveis, o presente procedimento de correcdo requer uma
tnica resolucdo de sistema de n equagdes algébricas lineares, de acordo com o seguinte
Algoritmo 6-2.2:

— Especifica¢do do nimero p de modos naturais de vibragdo, das razdes de amortecimento
desses modos e de d(t,), d(t,), f, e f(t;) em cada discretizagfio do tempo.

— Construgdo das matrizes K e M.
— A resolucao do sistema de equages Kd =f, fornece d .
— A resolugdo do problema de autovalor K® =M® Q fornece @, e 2.
— T y — TAL - T
a(t,)=@® Md(t,), £(t,)=® Md(t,), £, =P, f,
— 1=1,2,3,--- até o nimero total de instantes de discretiza¢do
;p (t,)= ;op f(t;) (Vetor das p forcas modais no instante t;)
j=L2, = p
_ . . 2
— A resolucio de (1) +2w;&;4;(t;) + ] d}(ti) =¢,(t;), com o

atendimento das condices iniciais, fornece ; (t,).

(As p solugdes #(t;)) compdem o vetor das coordenadas modais d(t;))

d(t) =d, f(t,) + @, («,(t) -2, 4,(t,)

ALGORITMO 6-2.2 Método de superposicdo modal com correcao estatica.

Com base na Equagdo 6-2.25 e na separacdo de varidveis expressa na Equacdo 6-2.31,
define-se a norma do erro de truncamento modal quanto a distribuicio espacial das forgas
nodais externas:

£(f, -M®, " f,)

el|=
| £ (6-2.35)

Um valor muito pequeno dessa norma indica adequada representacéo da referida distribuig@o,
quando entdo a presente corre¢do nao se faz necessaria.

EXEMPLO 6-2.2

Para comprovar o procedimento de correcdo desenvolvido anteriormente, utiliza-se a viga biapoiada
esquematizada na Figura E6-2.2a, em que estdo apresentadas as correspondentes caracteristicas
fundamentais e a discretizagdo em cinco pontos nodais.
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EI=4-10'N-m?

m'=200 kg/m
m=100 kg/m
£=0,02

f=10°cos(153t)N

d ad ®, =5873 rad/s

R N N L 0, = 2473 rad/s
3 5 7 A =g

) :é_ 0y =539,6 rad/s

Wy =14490 rad/s

FIGURA E6-2.2a Viga hiapoiada sob trés forgas externas.

A deformada da viga sob a agdo estatica das amplitudes das forgas externas e o terceiro modo
natural de vibracdo (de comprimento euclidiano unitério) estdo representados na Figura E6-2.2b.
A frequéncia das forcas externas é a média aritmética entre a primeira e a segunda frequéncias
naturais, e o terceiro modo de vibracdo tem forma assemelhada a deformada estatica. Assim, é de
se esperar que esse modo tenha participagdo relevante em resposta de deslocamentos.

4 K

w Deformada estatica em mm
1,67 |

3,33 3,33
0,397 !
\J/A\\L/ Terceiro modo de vibragio
0,337 0.337

FIGURA E6-2.2h Deformada estatica e modo de vibracao.

Os histéricos do deslocamento da secéo média da viga estdo mostrados na Figura E6-2.2c. A
representac@o em linha continua é a da superposicdo modal completa, a representagédo em linha

ELSEVIER

ds (mm)
5
0 =x. ‘l e -‘.'- :. ...
fAY
P : .
0 0,5 1 L5

FIGURA E6-2.2¢ Histéricos do deslocamento da secao média.
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pontilhada é a obtida com os dois primeiros modos de vibragdo, e a representacéo em trago-ponto é
a obtida com esses dois modos, mais a corregado estatica dos modos superiores. Verifica-se que, pas-
sado 0,5s de influéncia das condigdes iniciais, 0 histérico com essa corre¢éo coincide graficamente
com o da superposi¢cdo modal completa, o que evidencia a eficacia dessa corregao.

6-2.3 Vibracao amortecida sob forca harmonica

Na Sec¢ao 6-1 foi obtida a resposta de deslocamentos em regime permanente de modelo
nao amortecido com for¢a harmonica, resposta esta que é préxima da que ocorre em modelo
fracamente amortecido. A seguir, sem erros de integracdo, obtém-se a resposta completa
para esse tipo de forca.

Para isso, substitui-se (f(t) = f,cos(wt)) na Equagio 6-2.9, o que fornece a j-ésima forca
modal:

4O =07 f,cos(@t) — 4(t)=4;cos(wt) (6-2.36)
em que:
=9 1, (6-2.37)

é o fator de participacdo modal. Logo, os p-primeiros fatores modais sdo denotados
pelo vetor:

fO'
fop = q)};r f,= J

fop (6-2.38)

Além disso, a j-ésima equag¢do modal expressa na Equagdo 6-2.8 particulariza-se em:

(1) +20; &; &;(1)+ 00 (1) = 4 cos(wt) (6-2.39)

Essa € a equag@o de movimento de um oscilador simples sob forca harmonica. Logo, de
forma andloga ao expresso na Equagdo 3-4.10 para o oscilador subamortecido, mas com as
novas notagoes:

0y = /1=

21‘.&.
0; =arctgj—i

17

_ eij COS O

a1j = doj — 22 2

Ja=19)"+(2r;E;)

1 P "{estjm .
asz—(donralj E_,J(DJ)— Sln¢j
oY Ja=1) +@ng)y

(6-2.40)
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escreve-se a j-ésima solucdo modal:

. Aesti
= t 0 1]
di()=e 5 0; (a1j cos(ayit) +az; sin(wyt)) + =

cos(mt—0;)
Ja-rH)? + @) J (6-2.41)

Essa expressdo, com (j = 1, 2,---p), compde o vetor solucdo modal referente ao instante
t, ,(t;), que levado na Equagdo 6-2.34 fornece a solu¢do de deslocamento

d(t) = d, cos(© t)+ @, (4, (1)~ fyc05(0 1)) (6242

O método de superposi¢do modal com o desenvolvimento anterior tem o seguinte
Algoritmo 6-2.3:

— Especifica¢do do nimero p de modos naturais de vibragéo, das razdes de

amortecimento desses modos e de f,, m, d(t,), d(t,) e At.
— Construcio das matrizes K e M.

— A resolugio do sistema de equagdes Kd =f_ forneced, .
— A resolugdo do problema de autovalor K@ =M® Q_ fornece @ e Q.
_ T y T A T
4,(t,)=® Md(t,), £,(t,)=® Md(t), {,=P,f,
— i=1,2, - até o niimero total de instantes de discretizagdo
j = l‘ 2, S p

— Aplicagdo da Equagfo 6-2.40.
d,

est]
JA-r)? + @)
(As p solugdes (t;) compdem o vetor das coordenadas modais d(1;))

d(t;) =d, cos(wt;) + @, (&, (t;) - Q" §,, cos(wt;))

g :
oi(t) =" (aljcos(majti)+a2j31n(majt-1))+

cos(ot; —:bj)

ALGORITMO 6-2.3 Meétodo de superposicdo modal em caso de forgca harménica.

6-2.4 Vibracao amortecida sob forca aperiddica

Considera-se, inicialmente, o vetor das for¢cas nodais externas com a separacdo de
varidveis expressa na Equacdo 6-2.31, que se repete por conveniéncia:

f() =1, f(t) (6-2.43)

em que f(t) ¢ agora uma funcao aperiédica.
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Logo, com a transformagéo modal de p modos naturais de vibragdo, o vetor das forcas
modais toma a forma:

0=, f, f(0)= 4, f(0) (6-2.44)

onde se adota a notacdo do vetor dos fatores de participacdo modal expresso na
Equacdo 6-2.38.

Chega-se, assim, a j-ésima equacio modal:

‘Jj(t)+20)j E_,jdj(t)+w§ c{j(t)={oj f(t) (6-2.45)

Logo, com base na resolu¢do com a integral de Duhamel expressa na Equacao 3-7.3,
escreve-se:

1 t —_Ewi(t=1) .
¢j(t)=m_ajjo b (e sin(0, (1- D) de (6-2.46)

A essa solucdo deve ser adicionada a parcela correspondente as condi¢des iniciais:

. Aol +do;
4, ()y=e [40]- cos(,t) +M sin(u)ajt)J
(O

j (6-2.47)

Com a discretizag¢do da fun¢do f(t) em uma sucessao de instantes t; igualmente espacados
de At, pode-se obter a solu¢do da equacdo modal expressa na Equagdo 6-2.45 através da
resolucdo incremental com a integral de Duhamel que foi esquematizado no Algoritmo 3-7.1.
Contudo, é mais eficaz utilizar um dos métodos de integracdo numérica que foram desenvol-
vidos na Subse¢ao 3-7.3 ou aplicar a resolucao direta por segmentos lineares que foi detalhada
na Subsecdo 3-7.2 e que ndo introduz aproximacdes adicionais. Para essa resolucio, com
base na Equacdo 3-7.23, escreve-se:

di(t;)=ay; &;(tis) + apj & (ti) —byyj 4o F(tio)) = by 4 (1)
’Zj(ti) =ay); 4;(tio)) + an; ‘Zj(ti—l)_bzlj foi f(ti—l)_b22j {njf(ti) (6-2.48)

em que, com base nas Equagoes 3-7.24 e 3-7.25, se t€ém os escalares:

_ HOJ
ay; =e [cos(majAt)+ 50, sm(mngt)J
a
—&jojAt
ap; = ——sin(®,At)
aj
wjgefijwjm ]
ay; = ————sin(w At)
®,
e oI
ay,; =e O [cos(o)ajAt) _5o sm(wajAt)J
4 (6-2.49)

I
247



248 CAPITULO 6 Analise de Modelo de Multigraus de Liberdade ELSEVIER
e
v 1 2E; i 287 —1)sin(w,At 2€;
by =e M| =+ 5;] cos(®,At) + g+ &i Sin(@4A0) 1 ?J
o7  o;At o;  OjAt W, ;At
[ 2€, 287 —1 sin(m, At 1 28
by = —e 50 [ 25 cos( a0 + 221 SIN@A0 ) 1 2,
JAt jAt Wy o; WAt
. I | @, sin(®, At
b21j — e—g,w,Al (i_"_ é]z J(Cos(majAt)— &J(D] Sln(w] )J
®;  OjAt a
_ 1 2§ 1
&m;At j .
—e T —+ 0; cos(m,;At)+ ,; sin(®,;At) )+ ——
(mf w?Atj(gj 5 COS(O4A0 + 0y Sin(@,AD) o] At
287 —1 .0 sin(o,; At
R [%_J[ Cos(@,AL) WJ
o] At g
oa 2G; .
e o w3—i't(§j(oj cos(,At) + sm(wajAt))—m
J ! (6-2.50)

A solug@o «(t;), com (j = 1, 2, --- p), compde a solu¢do modal referente ao instante
t;, 4, (t;), cuja transformac@o ao espaco fisico, juntamente com a correcdo estdtica dos modos
superiores, fornece a solucio no espago fisico inicial:

| (1) =, (1) + @, (4, (1)~ Q5 4oy (1) 6-2.51)

Com esse desenvolvimento, o algoritmo da subsecao anterior modifica-se para a forma:

— Especificacdo do nimero p de modos de vibragio, das razdes de amortecimento desses
modos e de f,, d(t,), d(t,), At e f(t}) em cada discretiza¢do do tempo.
— Construcdo das matrizes K e M.
- A resolucdo do sistema de equacdes Kd =f, fornece d, .
— A resolugdo do problema de autovalor K® =M® € fornece @, e Q.
T ; A —®T
4(t,)=® Mdt,), £(t,)=® Md(t,), §,=0,f,
— j=1,2, - p
0y = 0 1-&]
— Cilculo dos coeficientes a,;;,'* a5; € by;;, - byy; (Equagdes 6-2.49 e 6-2.50).

— i=1,2,:-- até o nimero total de instantes de discretizagéo
=il 2 o g
dj(ti) =alljdj(ti—l)+a12j ‘fj(ti—l)_bnjfoj f(ti—l)_blzji{ojf(ti)

d-j(ti) =dy; dj(ti—l)-'- dyj “:’j(ti—l )= b21j Hoj bt - bzzj foj f(t)

(As p solucdes &(t;) compdem o vetor das coordenadas modais &(t;))

dit,) =d, f(t) + @, (o, (t,) - 2714, f(t)

ALGORITMO 6-2.4 Meétodo de superposicdo modal em caso de forca aperiodica e separagao
de variaveis.



6-3 Matriz de amortecimento global 249

ELSEVIER

Sem a separacdo de varidveis expressa na Equacdo 6-2.43, esse algoritmo altera-se para
a forma:

— Especificagio do niimero p de modos de vibragio, das razdes de amortecimento desses

modos e de d(t,), él(tn), At e f(t;) em cada discretizagio do tempo.
— Construgio das matrizes K e M.

— A resolugdo do problema de autovalor K® =M® Q. fornece ® e Q.

d(t,) =D Md(t,) , £(t,)=0;Md(t,)

— = j=1,2, - p

O =054/ 1-€

— Célculo dos coeficientes a,,;,*- 2,,; € by, by,; (EquacBes 6-2.49 e Eq.6-2.50).

— i=1,2,-- até o nimero total de instantes de discretizagdo

‘p(t]') :(p: f(ti)

— A resolugdo do sistema de equagdes Kd, =f(t;) fornece d, .
=l s

dj(ti) =dyy ‘fj(ti—l) +a;; ‘Zj(ti—l)_buj fj(ti—l) _bIZj Jj(ti)
‘ij([i) =azrj‘{j(ti4)+azzj d'j(tifl)_b21j!j([i—l)_b22j l{j(ti)

(As p solugdes «(t;) compdem o vetor das coordenadas modais &,(t;))
dt,)=d, +®, (,(,)-2;" )

ALGORITMO 6-2.5 Método de superposicdo modal em caso de forca aperiddica.

6-3 MATRIZ DE AMORTECIMENTO GLOBAL

Para a aplicacdo da transformacdo modal de coordenadas detalhada na Subsecdo 6-2.1,
assumiu-se que a matriz de amortecimento global fosse diagonalizdvel em transformacao
similar com o uso da matriz modal, o que equivale a considerar que o modelo discreto
amortecido tenha os mesmos modos naturais de vibragdo que o nio amortecido. E o chamado
amortecimento proporcional ou cldssico. Assim, uma vez que as razdes de amortecimento
dos diversos modos de vibracdo da referida transformacdo sejam estabelecidas, ndo ha
necessidade de construir a matriz de amortecimento global para o método de superposi¢do
modal. Contudo, essa construcio é necessaria em resolu¢do das equacdes de movimento por
integracdo direta que serd tratada na préxima se¢ao.

O amortecimento proporcional € aplicdvel em estrutura de um mesmo material, em que
se a dissipacdo de energia seja uniforme. Em caso contrdrio, diz-se que o amortecimento é
ndo proporcional. Ambos os tipos de amortecimento sdo tratados nesta se¢ao.

6-3.1 Amortecimento proporcional

Os dois principais procedimentos de construgdo de matriz global de amortecimento
proporcional sdo descritos a seguir.
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6-3.1.1 Amortecimento de Rayleigh
A concepgdo bésica desse procedimento de constru¢do de matriz de amortecimento é
atribuida a Lord Rayleigh e tem como base a combinacio linear:

@30

Seguidamente, a partir do estabelecimento das razdes de amortecimento de dois modos
naturais de vibragdo, as constantes de proporcionalidade o e B sdo determinadas com a
condi¢do de que a matriz modal seja ortogonal em relagéo a matriz C.

Com as propriedades de ortonormalizacio expressas nas Equagdes 5-5.13 e 5-5.15, tem-se:

P CO=0"(aM+BK)YP — (@ "M®D)+B(P"KD)=0a+pQ
que no caso de um modo de vibracdo, fornece:
@ (@M+BK)@; =0+ o (6-3.2)

Assim, em atendimento ao que foi arbitrado na Equagéo 6-2.6, escreve-se:

o+ o
o+poi =208 — &j:%
J (6-3.3)

Logo, com a especificacdo das razdes de amortecimento &; e &;, respectivamente para o
i-ésimo e para o j-ésimo modos de vibracao, obtém-se da expressdo anterior:

=2 (Dizmjéj _miwjgéi

il Sl - |, esteg

=)
P o; — 0]

(6-3.4)

Com esses resultados, determina-se o amortecimento do k-ésimo modo de vibragao:

&= ot poy — | & :l(i'i'ﬁmk]

20, 2 o

(6-3.5)

Além disso, com o estabelecimento da mesma razio & para os modos de referéncia ¢; e
@j, 0 que € usual, as expressOes das referidas constantes tomam as formas:

o, +;
1
B=28
; +O; (6-3.6)

e a razdo de amortecimento do k-ésimo modo se escreve:

_ E(0,0; + 00F)
O (0; + ;) (6-3.7)

Gk

Observando a Equacdo 6-3.5, nota-se que, na matriz de amortecimento de Rayleigh, a
parcela aM implica que a razdo &, seja inversamente proporcional 2 frequéncia @, e que
a parcela aK tem como consequéncia que essa razao seja proporcional a essa frequéncia.
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EXEMPLO 6-3.1

Para ilustrar o amortecimento de Rayleigh com a especificagdo da mesma razao de amortecimento
para dois modos de vibracao, reconsidera-se a viga do Exemplo 6-2.1.

Com a adocdo de matriz de massa consistente, foram obtidas as razdes de amortecimento
que conduziram aos graficos das préximas trés figuras. As representacdes em linha continua,
em linha pontilhada e em trago-ponto dizem respeito, respectivamente, as discretizagdes em
5, 9 e 17 pontos nodais igualmente espagados. A Figura E6-3.1a é o caso do estabelecimento
de (§ = 0,02) para os dois primeiros modos. Observa-se aumento das razdes de amortecimento a
partir do terceiro modo, com valor superior ao critico a partir do 16° modo da discretizagdo com
17 pontos nodais.

E 15

1,2

0,9 | e

0,6 e

0,3

0,02 "
1 3 5 7 9 11 13 15 17

Modos de vibragéo

FIGURA E6-3.1a Estabelecimento de (¢ = 0,02) para os dois primeiros modos.

A Figura E6-3.1b diz respeito ao estabelecimento de (§ = 0,02) para o primeiro e o quarto modos
de vibracao. No caso, observa-se pequena reducdo da razéo de amortecimento para o segundo e
para o terceiro modos, e aumento do amortecimento a partir do quinto modo.

E 05

0,4 7

0,3 /

0,2 )L

0,1 el

0,02 b—
1 3 5 7 9 11 13 15 17
Modos de vibragéo

FIGURA E6-3.1b Estabelecimento de (¢ = 0,02) para o primeiro e o quarto modos.
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A Figura E6-3.1c mostra resultados do estabelecimento de (§ = 0,02) para o primeiro e o oitavo
modos naturais de vibragdo. Nota-se decréscimo da razdo de amortecimento entre esses modos e
crescimento dessa razao a partir do nono modo de vibragao.

& 0,12
0,10
0,08 | ‘ , ‘ | /

0,06 | | -

0,04

0,02 N | ﬂﬂ//,,f

0
1 3 5 7 9 11 13 15 17

Modos de vibragdo

FIGURA E6-3.1c Estabelecimento de (¢ = 0,02) para o primeiro e o oitavo modos.

Além de simplicidade, a grande vantagem do amortecimento de Rayleigh é fornecer
matriz de amortecimento global com as mesmas caracteristicas de esparsidade que a matriz
de rigidez.” Contudo, o exemplo anterior evidenciou que, com esse amortecimento, nio se
tem controle quanto as razdes de amortecimento dos diversos modos naturais de vibragao.
Isso porque esse procedimento parte da especificagdo das razdes de amortecimento de dois
modos naturais de vibracdo, obtendo-se amortecimentos mais reduzidos para os modos
intermedidrios a esses dois, e amortecimentos com valores crescentes para os modos de
ordem superior. Por essa razdo, e como os primeiros modos naturais de vibracio sio os
de participacdo preponderante em resposta dindmica, € indicado estabelecer amortecimento
para o primeiro modo e para um dos modos de frequéncia mais alta que ainda tenha parti-
cipacdo relevante na resposta.”’

1 .
'* Esse é um caso particular do amortecimento de Caughey expresso pela matriz (C=M X a; (M_1 K)"), em que
i=1

as I constantes a; sdo as solugdes do sistema de equagdes algébricas (ij = (a(,/oaj+a10)j+a2(x)j3+ ~~~+al_10)j21’3)/2), como

apresentado por Caughey, T. K., 1960, Classical Normal Modes in Damped Linear Dynamic Systems, Journal
of Applied Mechanics, Transactions of the ASME, vol. 27, pp. 269-271. Com essa matriz transformac@o podem
ser estabelecidos os amortecimentos de um nimero qualquer de modos de vibragdo. Contudo, essa matriz tem a
desvantagem de ser cheia. E no caso de (I = 2), recai-se no amortecimento de Rayleigh, que é o mais utilizado.
" Em edificios de andares muiltiplos, o amortecimento cresce com a ordem dos modos de vibragdo, como apre-
sentado por Kareem, A. & Gurley, K., 1996, Damping in Structures: its evaluation and treatment of uncertainly,
Journal of Wind Engineering and Industrial Aerodynamics, n° 59, pp. 131-157.
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6-3.1.2 Superposicao dos amortecimentos modais

O procedimento de superposicdo dos amortecimentos modais é desenvolvido com base
nas razdes de amortecimento dos diversos modos naturais de vibragdo, como descrito a
seguir.

Com base na condi¢@o de ortonormalidade da matriz modal com respeito a matriz de
amortecimento, como foi expresso na Equagdo 6-2.6, escreve-se:

C=0" C,@" (63.8)
Com a propriedade de M-ortonormalizagdo da matriz modal, (®" M@ = I), obtém-se:

{cbl -®™M
o' =M (6-3.9)

Logo, com a substitui¢do desse par de expressdes na equagido que lhe precede, obtém-se
(C=M® C,®"M). E com a substitui¢io da Equagio 6-2.6 nessa tiltima expressio, chega-se a:

031&1

C=M®2 0, oM c=M(22w,-§j<pj<prM
: !

@& (6-3.10)

Nessa composi¢do de matriz, cada modo natural de vibrag¢do contribui proporcionalmente
a correspondente razao de amortecimento e pode-se atribuir amortecimento nulo aos modos
que nio tenham participagdo na resposta dinamica, o que equivale a exclui-los. Assim, com
apenas os p primeiros modos de vibragdo, a expressdo anterior particulariza-se em:

P
czM(ZZ(‘)J‘ & o (PJT] M

=1

(6-3.11)

Através de modifica¢do dessa expressdo e sem a determinaciio dos modos de vibragdo
que nao sejam relevantes na resposta dindmica, pode-se fazer com que esses modos tenham
amortecimento elevado. Para isso, com o amortecimento de Rayleigh e (e = 0), em que se tem:

C=BK (6-3.12)

identificou-se na subsecdo anterior que a razdo de amortecimento de cada modo € pro-
porcional a correspondente frequéncia. E essa razdo se escreve a partir da Equagdo 6-3.5
sob a forma:

_Boy
&= 2 (6-3.13)

A partir dessa expressao e para o p-ésimo modo (considerado o mais elevado modo que
ainda tenha participacdo significativa na resposta), escreve-se a constante:

2,
@, (6-3.14)

B=
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Logo, para se ter aumento de amortecimento a partir do p-ésimo modo, adota-se a notagao:

=t~ 2
@, (6-3.15)

e modifica-se a Equacdo 6-3.11 para a forma:

p-1
Cc=8 K+M(Zzwjz;j<pj<p}jm

=

(6-3.16)

E imediato identificar que, com essa matriz, sdo impostas as seguintes razdes de amor-

tecimento:

valor especificado para os modos de ordem j=1,2,---p

=1 &0, .
& % paraos modosde ordem j=p+1,p+2,---n,com&; > &,

’ (6-3.17)

Esse procedimento de construcio de matriz de amortecimento global é mais eficaz do

que o de uso do amortecimento de Rayleigh, pelo fato de permitir total controle das razdes de
amortecimento dos modos naturais de vibracdo. Tem, contudo, a desvantagem de fornecer matriz
cheia, diferentemente das matrizes de rigidez e de massa globais, que sdo usualmente esparsas.

EXEMPLO 6-3.2

Para comprovar numericamente o procedimento de superposigao de amortecimentos modais, recon-
sidera-se a viga biapoiada do Exemplo 6-1.1. Estabelecem-se os amortecimentos (&; = &, = 0,02) e
determinam-se as razdes de amortecimento dos diversos modos naturais de vibragao.

Considera-se, inicialmente, a discretizagcdo em trés pontos nodais, com a qual sao obtidas as
seguintes matrizes de rigidez e de massa, globais e restringidas:

4 -152 0 121,90 99,048 —91,429 0
vl - L5 015 _ 594,29 0 —99,048
k=109 > 8 2 | M= 24381 -91,429
sim. - -4 sim. . . 121,90

Com a resolucéo do problema de autovalor (K& = M®Q), obtém-se:

4,2534-10° 0 0 0 ; = 65,218 rad/s

Q- 0 9,375-10* 0 0 N , =306,19rad/s
0 0 5,4243-10° 0 ; =736,50rad/s

0 0 0 1,9687-10° o, =1403,1rad/s

-0,013121 0,034233 0,071883 0,090571
-0,033 591 0 —-0,027 324 0

0 —-0,034 233 0 0,090 571
0,013121  0,034233  0,071883 0,090571

®=

2-0,02
306,19

Equacdo 6-3.14 — PB= =1,3064-107*
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. ,02-65,121
Equagdo 6-3.15 — &, =0,02—M=0,01575
306,19

Equagdo 6-3.16 — C=BK+2&, 0,M@, oI M

5,2754 —1,6974 2,6128 —0,04983
33300 0 16974

: 10,451 2,6128
sim. : . 5,2754

- C=10°

Com essa matriz e a matriz modal, tem-se com a transformacgao similar:

2,6087 =0 =0 =0
— 12,247 =0 =0 |_ e
ece= 0862 <0 [F2 @&
sim. . . 257,19

que comprova a diagonalizagao da matriz de amortecimento.
Finalmente, a partir dos coeficientes diagonais da matriz anterior, obtém-se as razdes de amortecimento:

2,6087
g =200 20,02
20,
12,247
éz = . = 0,02
2(02
70,862
g, = 10862 ougiog= 20
20, ®,
257,1
g, =221 o 001651 = 20
2my o,

Esses resultados confirmam as razdes de amortecimento especificadas na Equagao 6-3.17.

Ainda com a especificacdo das razdes (&; = &, = 0,02), considera-se a discretizagdo em cinco
pontos nodais igualmente espacados, que tem oito graus de liberdade. A Figura E6-3.2 mostra
gréficos obtidos com o procedimento da superposicdo dos amortecimentos modais. A representagao
em linha continua é o resultado da discretizagdo em trés pontos nodais, e a representagao em linha
pontilhada, o da discretizagdo em oito pontos nodais.

E 06

0,4

0,3

0,2

0,1 ———
o1 2 3 4 5 6 7 8

Modos de vibragdo

FIGURA E6-3.2 Razao de amortecimento versus modo de vibragao.

Essa figura comprova o aumento da grandeza das razdes de amortecimento a partir do terceiro
modo natural de vibrag&o.
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Uma vez que o amortecimento seja proporcional, pode-se utilizar qualquer matriz de
transformacg@o de coordenadas formada de vetores ortogonais as matrizes de massa e de
rigidez, como € o caso dos vetores de Ritz que serdo tratados na Se¢do 9-7.

6-3.2 Amortecimento nao proporcional

Como esclarecido anteriormente, o amortecimento proporcional pressupde que o modelo
amortecido tenha os mesmos modos naturais de vibragdo que o modelo ndo amortecido, o
que é adequado em caso de estrutura de um mesmo material, com dissipagcdo de energia
distribuida de forma uniforme. Em sistemas estruturais constituidos de diferentes materiais
em regides localizadas e em casos de interagdo solo-estrutura e fluido-estrutura, assim como
com dispositivos especiais de dissipacio de energia, tem-se o denominado amortecimento
ndo proporcional.

Como ilustracdo, considera-se a Figura 6-3.1 em que estd esquematizada uma estrutura
constituida de concreto na parte inferior e de aco na parte superior.

e i J ” |
0,015<&=<0,025

Concreto l | |
002<£<003 [

-

N

Kc.r : -Mc - Ccr_'

L d L - L <

FIGURA 6-3.1 Modelo aco-concreto.

Com a considerag@o do amortecimento de Rayleigh em cada uma das referidas partes,
descreve-se, a seguir, um procedimento de constru¢do da matriz de amortecimento ndo
[IPSE] [IPSi]

proporcional, em que os indices “c” e “a” se referem, respectivamente, ao concreto e ao
aco. Para isso:

1. Determinam-se as frequéncias naturais do modelo composto ago-concreto.
2. Constroem-se as seguintes matrizes de amortecimento proporcionais referentes
separadamente as partes em concreto e em ago:

{CC :(XC MC +BC KC
C.=o, M, +B, K, (6-3.18)
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em que as constantes o e [3., assim como as constantes o, e [3,, sdo determinadas através
da Equagdo 6-3.4 ou da Equacéo 6-3.6, com base em duas das frequéncias naturais do modelo
composto.

3. Obtém-se a matriz de amortecimento da estrutura completa da maneira usual como séo
construidas as matrizes de rigidez e de massa, globais. Assim, a submatriz C,. € obtida
através da soma das contribui¢des dos coeficientes referentes aos graus de liberdade da
interface ago-concreto.

Para um modelo com amortecimento ndo proporcional, podem ser determinados
~ . 16 . .
modos complexos que desacoplam as equacgdes de movimento. ~ Para isso, considera-se
a identidade:

Md-Md=0 (6-3.19)

além do sistema das n equacgdes de vibracdo livre, de maneira a se ter o sistema de 2n

equacdes diferenciais:
c m]/d|, [k o0]/d]|_o
MO ||df [0-M]|ld|

E imediato identificar que essa tltima expressdo fornece ((Md+Cd+Kd=0) e a identi-
dade anterior. E com as notagdes:

(6-3.20)

C -M
A< n o]
-M 0 (6-321a)
K O}
B=
[0 -M (6-3.21b)
(¢}
)
d (6-3.21¢)

a Equacdo 6-3.20 toma a forma:

(6-3.22)

em que V é denominado vetor de estado.

Como essa expressdo ¢ um sistema de equagdes diferenciais ordindrias homogéneas
de coeficientes constantes, tem solu¢cdo harmonica que, em forma exponencial, se escreve:

632

" Foss, K. A., 1958, Coordinates which Uncouple the Equations of Motion of Damped Linear Dynamic Systems,
Journal of Applied Mechanics, vol. 25, n® 57, pp. 361-364. A determinag¢@o de modos complexos ¢ encontrada
na referéncia bibliografica Humar, J. L., 2012.
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Com a substituicdo dessa soluc@o no sistema anterior, obtém-se:

Bw=LAW

(6-3.24)

que expressa um problema de autovalor generalizado.

A solugdo desse problema fornece 2n autovalores \; que, em caso de amortecimento sub-
critico, sdo n pares de complexos conjugados, com os correspondentes pares de autovetores
complexos conjugados. Esses autovetores t€ém propriedades de ortogonalidade em relagdo
as matrizes A e B. Para comprovar essas propriedades, escreve-se:

M A-B)w; =0 (6-3.25)

(A; A-B)w;=0 (6-3.26)

Com a multiplicagdo da Equagéo 6-3.25 por W] e a pré-multiplicacdo da Equagdo 6-3.26
por W{, obtém-se, respectivamente:

Wi (h A-B)W; =0 (6-3.27)

- L
wi(A; A-B)w;=0 (6-3.28)
Como matrizes A e B sdo simétricas, a Equagdo 6-3.27 fornece:
T -
wi (A A-B)w; =0 (6-3.29)
Com a subtragdo dessa ultima expressao pela Equagdo 6-3.28, chega-se a:
i =AW Aw; =0 (6-3.30)
Logo, com a condigdo de que A, # A;, essa equagdo s6 € satisfeita em caso de:
W Aw, =0 (6-3.31)
que expressa a ortogonalidade dos autovetores W, € W;, com respeito 2 matriz A.
Além disso, com a substitui¢do dessa expressdo na Equagdo 6-3.27, obtém-se:
Wi BW, =0 (6-3.32)
que mostra ortogonalidade com respeito a matriz B.
Assim, com a nota¢do de matriz modal complexa:
W=, W, e W, ] (6-3.33)

€screve-se:

{WT AW= diag (a;)
W™B W = diag (b;)

(6-3.34)
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Agora, com a pré-multiplicagdo da Equag@o 6-3.25 por w;, obtém-se:

WIOLA-B)W, =0 - A=2t
aj (6-3.35)
Logo, pode-se normalizar a matriz modal W em relagdo & matriz A, para se ter:
{WT AW=I
T -
LS /R (6-3.36)

em que Q é a matriz espectral constituida pelos autovalores complexos.

A matriz modal normalizada W pode ser utilizada em transformagao de coordenadas para
desacoplar o sistema de equacdes:

c M}jd| [K 07/d] [f
E 0]{6}*[0 nfa~{5]
de forma semelhante ao detalhado na Subsecdo 6-2.1. Contudo, o uso dessa transformacao
requer muito mais processamento do que em caso de matriz com os modos naturais de vi-
bracdo, uma vez que o presente problema de autovalor é duas vezes maior, tem resolugcdo
de aritmética complexa que nio é tio robusta como em caso de autovalores reais.'” Por

essas razdes, a presente formulacao é raramente utilizada. E mais simples e eficaz utilizar a
integracdo desenvolvida na préxima se¢ao.

(6-3.37)

6-4 INTEGRAGAO NUMERICA DIRETA EM CASO LINEAR

O método de superposicdo modal detalhado na Secdo 6-2 é destinado a andlise de
modelo de comportamento linear, por se basear em soma de soluc¢des individuais. Além do
que requer amortecimento proporcional. Esse método € principalmente recomendado para
modelo discreto de elevado niimero de graus de liberdade, em determinacdo de resposta de
longa duracdo que possa ser obtida com acuricia satisfatéria através de transformacdo de
coordenadas com reduzido nimero dos primeiros modos naturais de vibragdo.

A resolucdo mais geral do sistema global das equagdes diferenciais de movimento é
através de integracdo numérica direta, que pode ser aplicada em modelo de comportamento
linear e comportamento ndo linear, assim como com amortecimento proporcional ou ndo
proporcional. Essa integracdo € eficaz computacionalmente, principalmente em determinagdo
de resposta de curta duragio, como em caso de modelo sob forga de impacto.'®

Os métodos de integracdo direta sdo extensdes dos métodos de integragcdo da equagao de
movimento do oscilador simples, que foram detalhados na Subsecdo 3-7.3. Assim, sdo mé-
todos desenvolvidos a partir de leis simples de deslocamentos, velocidades e/ou aceleragdes

" Ibrahimbegovic, A. & Wilson, E. L., 1989, Simple Numerical Algorithms for the Mode Superposition Analysis
of Linear Structural Systems with Non-proportional Damping, Computers & structures, vol. 33, pp. 523-531.

"® A qualificacdo direta expressa que ndo hé transformacio de coordenadas antes do procedimento de integracio,
que é também indicada em andlise de propagagao de ondas, pelo fato de um grande nimero de modos de vibracido
ter contribuicao relevante na resposta do sistema.
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em cada espacamento de tempo, com as solugdes das equacdes de movimento em sucessivos
instantes obtidas através da resolucdo de sistemas de equacdes algébricas. Por facilidade
esse espacamento é considerado constante e, em cada dos instantes de integracio, ndo ha
combinag@o de contribui¢des de resultados parciais, mas ocorre acumulacao de aproximacdes,
ou erros numéricos, no processo de marcha no tempo. Com isso, o problema de instabilidade
numérica pode ser sério, embora controlavel. Fortuitamente, eventual amortecimento artificial
afeta primordialmente a contribui¢ao dos modos naturais de vibragao superiores, que sao os
menos relevantes na resposta dinimica."’

Com a redug@o do espacamento entre os instantes de integrac@o, os erros tendem a ser
eliminados, e um critério para a escolha desse espacamento € estabelecido para cada um
dos métodos de integracdo direta. Contudo, na divida quanto ao espagamento a utilizar,
devem ser feitas andlises com sucessivas redugdes desse espagamento, para comparagio
de diferencas entre os resultados dessas andlises. O espacamento de tempo estard adequado
quando a diferenca for irrelevante.

Além disso, como ja apresentado, os métodos de integragio sao divididos em explicitos
e implicitos. Nos primeiros, a resolucdo referente ao instante t; ¢ baseada na condicio de
equilibrio do instante anterior e, portanto, ndo requer valores daquele instante. Nos implicitos,
aresolugdo é fundamentada na condicdo de equilibrio do instante em que se busca solucio e,
consequentemente, requer valores desse instante. Entre os explicitos, destaca-se o método por
diferenga finita central. Ja entre os métodos implicitos, os mais utilizados sdo o de Newmark
de aceleragdo média e o de Wilson 0. Todos esses métodos estdo detalhados a seguir.

6-4.1 Método por diferenca finita central

Para modelo de multigraus, as férmulas de aproximacdo por diferenca finita central
expressas nas Equacdes 3-7.26 e 3-7.27 s@o expandidas nas formas

. 1
d = Z—At(dm -di)

d = E(dm -2d,+d,_))

(6-4.1)

Com a substituicio dessas expressdes no sistema global de equagdes (Md, +Cd, +K d, =)
e ap6s a organizagdo das diversas parcelas, obtém-se (em semelhanca ao desenvolvido para
o oscilador simples) o sistema de equagdes algébricas

em que se tém a pseudomatriz de massa e o pseudovetor das forgas estdticas nodais:

1 1

’

=—M+—
AC 24
1

fi=t-(K- oMo~ m--ela,
At At 2At

" Importa relembrar que todo modelo numérico é aproximado a0 modelo matematico original e que em andlise
dinamica se tem, de partida, imprecisdes no estabelecimento das a¢des externas e das propriedades do modelo, prin-
cipalmente na caracteriza¢do do amortecimento. Assim, desde que os erros de integragio nao sejam relevantes (o que
¢ possivel com estabelecimento adequado do espacamento de tempo), tais erros devem ser aceitos com naturalidade.

(6-4.3)
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A resolugdo do sistema de equacdes anterior fornece a solugdo de deslocamento referente

instante t;,, a partir da qual podem ser calculadas as solu¢des de velocidades e de aceleragdes
do mesmo instante, através da Equagdo 6-4.1.

Para aplicar o presente método, é necessdrio determinar um vetor de deslocamentos
ficticios em (t = —At). Para isso, através da substitui¢do das condig¢des iniciais, d, e d,, no
sistema global das equacdes de movimento, obtém-se:

Md, =f,-Kd,-Cd, — d,=M"(,-Kd,-Cd,) (6-4.4)

Logo, de forma semelhante a Equagio 3-7.33, chega-se ao vetor de deslocamentos no instante —At:

d, =d, —d,At+d,A%/2

(6-4.5)
Em caso de matrizes de massa e de amortecimento diagonais, é imediato identificar que

a pseudomatriz de massa é também diagonal. Logo, obtém-se a solucdo de deslocamento
referente ao instante t;,; através do simples produto matricial:

-1
di, =M"F (6-4.6)
em que os coeficientes diagonais de M~ sdo os reciprocos dos coeficientes de M’.

Com a consideragdo de matriz de massa ndo diagonal e o amortecimento de Rayleigh,
tem-se o seguinte algoritmo para o presente método de integracdo direta.

— Especificagdo de d,, (]0, At, f, em cada discretizagdo do tempo, e dos

amortecimentos correspondentes aos modos de vibragdo ¢; e ;.
— Constru¢do das matrizes K e M.
— Célculo das frequéncias o; € w;, € dos coeficientes o e f (Equagdo 6-3.4).
C=aM+pK
Sed,=0 e d,=0 — d,=0
Sed,#0 ou d,#0 — Md=(f, —-Kd,-Cd,) — d,.
a=d —d At+d At*/2 e M'=$M+ﬁ

i=0,1, --- até o nimero total de instantes de discretizagao

ff -(K—Q—ijdl—[%M—LcJa
At Al 2AL

a=d,

— A resolugio do sistema de equagdes M'd,, ;= f, fornece d,,, .

— Além disso, caso seja de interesse determinar as velocidades e aceleracdes:
i=1,2,--- até o nimero total de instantes de discretizagio

d. =i(d d )

i DAL i+l

” 1
di =F(di+1 _2di +dH)

ALGORITMO 6-4-1 Integracao direta por diferenca finita central.
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Em integra¢do numérica direta, o espacamento de tempo precisa ser ajustado para se ter:

e estabilidade numérica;
e acuracia de resultados;
* processamento computacional moderado.

A estabilidade numérica é implicita nos chamados mérodos incondicionalmente estdveis.
Essa estabilidade é assegurada nos denominados métodos condicionalmente estdveis com o es-
tabelecimento de um espacamento At como fracéo do menor periodo do modo natural de vibragio
do modelo (modo de vibracdo mais elevado), o que é uma forte restricao ao uso desses métodos
em caso de modelo de grande niimero de graus de liberdade. Além disso, os modos naturais de
vibra¢ao de menores periodos sdo os menos bem representados nos modelos discretos.

A acurécia de resultados € aceitdvel com a adocao de espacamento At que seja uma fracao
do periodo do modo de vibracdo mais elevado que tenha contribuicdo relevante na resposta
dindmica, Tp.zo Para isso, costuma-se estabelecer a condicao:

At < Tp/ 10 (6-4.7)

A extensdo do processamento computacional € critica em método de integracdo direta de
modelo de elevado nimero de graus de liberdade, porque requer a resolucio de um sistema
de equagdes algébricas em niimero igual ao desses graus, em cada instante de integragio.”
Espagamento At muito pequeno implica processamento muito longo.

Como todos os métodos explicitos, o método de integracdo por diferenca finita central €
condicionalmente estdvel. A estabilidade numérica desse método é assegurada com:
At<T/m (6-4.8)
em que T, é o menor periodo natural de vibragdo do modelo discreto.
Para ilustrar a severidade desse critério, supde-se um modelo que tenha (T, = 0,01s) e

(T, = 0,0001s). No presente método € necessdrio adotar (At < 0,0001/mt = 0,000 0318s), e
nos métodos incondicionalmente estaveis, poder-se-ia adotar (At < 0,01/10 = 0,001s).

6-4.2 Método de Newmark

O método de integracdo de Newmark que foi apresentado na Subsec@o 3-7-3.2 para o osci-
lador simples, com os pardmetros (y = 1/2) e (3 = 1/4), baseia-se no arbitrio de aceleragdo média
em cada espacamento de tempo e € incondicionalmente estdvel. Para desenvolvimento desse mé-
todo em caso de modelo de multigraus, as Equagdes 3-7.37 e 3-7.39 sdo expandidas nas formas:

d(r)= %(&i +d.,)

(6-4.9)

. 4 .
d=-d_ + A_tz(di —-di —d;_At)

- 2
d=-d_ + E(di -di_))

(6-4.10)

** Método de integracio direta ndo utiliza modos de vibracio. A referéncia a esses modos é apenas para racionaliza-
¢do em estabelecimento de um critério de estabelecimento do espagcamento At. Isso porque, se a solu¢do corresponde
auma sucessao de harmonicos, o espagamento deve ser uma fragdo do menor periodo do componente harmédnico.

*! Nio se considera o caso de matrizes de massa e de amortecimento diagonais, no método de integracdo por
diferenga finita central.
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Com a substituicdo dessas equagdes no sistema das equagdes diferenciais de movimento

(Md, +Cd, +Kd, =f)), obtém-se o sistema de equacdes algébricas:

K’d, =f;

(6-4.11)

em que se tem, de forma semelhante a Equacdo 3-7.41, as seguintes expressoes de

pseudomatriz de rigidez e de pseudovetor das forcas estdticas nodais:

K=K+~ M+2c
At At
/=1 +M[i;'li,1 4 idH +i2di,l)+c(di,, +£di,l)
At At At

(6-4.12)

A aplicacdo do método de integracdo de Newmark se inicia com a determinacao do vetor
de aceleracdes d,, como expresso na Equacdo 6-4.4. Em etapa genérica, tem a resolugio do
sistema de equagdes expresso na Equacgio 6-4.11 que fornece a solugao de deslocamento d;,

com a qual sdo obtidas, através da Equacdo 6-4.10, as solugdes d; e d;.

O algoritmo dessa integracdo com o amortecimento de Rayleigh estd esquematizado a seguir.

— Especificagdo de d, , élu, At, f, em cada discretiza¢do do tempo, e dos
amortecimentos correspondentes aos modos de vibragdo ¢; € ;.

— Construgfio das matrizes K e M.

— Célculo das frequéncias ®; € ®;, e dos coeficientesa e B (Equagdo 6-3.4)

C—aM+pK e K=K+—oM+2C
AP AC

Sed,=0 ¢ d,=0 — d =0
Sed,#0 ou d, =0 — Md=(f -Kd,-Cd,) — d,.
— i=1,2,--- até o nimero total de instantes de discretizacdo temporal
fi=f+M [ai_, + idi_, +i2di_1J +C (di_, + 1di_iJ
At At At
— A resolucao do sistema de equacgdes K'd,= f; fornece d, .

. . 2
di = _di—l +Kt"(di _di—l)

o o 4 :
d=-d +E(di —-d;-d; At

ALGORITMO 6-4.2 Integracao direta de Newmark.

Pelo fato de esse método ser incondicionalmente estavel, o espagamento At € estabelecido

apenas por questdo de acurdcia, como expresso na Equacdo 6-4.7.

6-4.3 Método de Wilson 0

O método de integragdo de Wilson 6 foi apresentado na Subsecdo 3-7.3.3 em aborda-
gem do oscilador simples. Foi descrito que esse método se baseia em aceleracao linear
no espagamento estendido 0At.” E usualmente dota-se (8 = 1,4), o que torna este método

incondicionalmente estavel.

2 0 método de aceleracio linear é condicionalmente estivel e tem a condigio de estabilidade (At < 0,55T,).
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Para modelo de multigraus de liberdade, as Equagdes 3-7.43 e 3-7.46 sdo expandidas

nas formas:
d(’C) d 1+(d9 11)
(6-4.13)
e
. 6
de=92At (do - 11)—— 2d11
OAt -
e—a(de 11) 2d11__d11

(6-4.14)

Com a substitui¢do dessas expressdes de velocidade e de aceleragdo no sistema
global das equagdes de movimento (Md; + Cd; +Kd; =f;), obtém-se o sistema de equacdes

algébricas:
6419

em que, de forma semelhante a Equacdo 3-7.49, se tém as seguintes expressoes de
pseudomatriz de rigidez e de pseudovetor das forcas estdticas nodais:

K=K+—— M+iC
0°AC  BAt
=t 0.0, +6M| 9ty Gty T R LS
3 6At O°At 2 OAt (6-4.16)

A aplicacdo dessa integragdo inicia com a determinag@o do vetor de aceleracdes referente
ao instante t,, através da Equagdo 6-4.4, e segue com a determinac@o, em cada discretiza¢do
da varidvel temporal, da solucéo de deslocamento dy através da resolugdo do sistema ex-
presso na Equagao 6-4.15. E com essa solug@o sdo obtidas as aceleragdes, velocidades e
deslocamentos nodais:

. 6 3\ ..
di:G3At2( o—di)— AL 11+(1_6)di—1

di = di—l + T(di +di—l)

. At - .
d =d_, +Atd_, + ?(di +2d._,)

(6-4.17)

Pelo fato de o método de integragdo Wilson 6 ser estavel com (6> 1,4), espacamento At
¢ estabelecido em atendimento a condi¢do expressa na Equagdo 6-4.7.

Segue algoritmo desse método de integracdo com a utilizagdo do amortecimento
de Rayleigh.
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— Especificacao de d,, (:.lo , At, f, em cada discretizagdo do tempo, e dos
amortecimentos correspondentes aos modos de vibragdo @; e @;.

— Construgio das matrizes K e M.

— Cilculo das frequéncias ; e ®;, e dos coeficientes o e B (Equacgdo 6-3.4).

C=aM+BK, K=K+—0 " M+
) 0°At” O At
Sed,=0 e d,=0 - d,=0
Sed,#0 ou d,#0 — Md=(f -Kd,-Cd,) — d,.
— i=1,2,--- até o nimero total de instantes de discretizagao

fi=f_ +0(f—-f_)+6M [£+d"‘ + by J+C[9A;d“‘ +2&i1+—3d"“}

3 QAt  O%AL° B At

— A resolugdo do sistema de equacdes K'dy=f; fornece d,.

.6 6 - e
d; :W(dﬂ_di—l)_ﬁdi—i +(1 —6Jdi-|

d,=d,,+2(d +d,)

. At2 . .
di = di—] == Atdi.—l +?(dl =+ 2di—1)

ALGORITMO 6-4.3 Integracao direta de Wilson 6.
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EXEMPLO 6-4.1

Para comprovar numericamente os métodos de integraga@o anteriores, considera-se a ruptura
brusca do cabo que sustenta a massa de 10°kg, no sistema esquematizado na Figura E6-4.1a,
juntamente com a discretizagdo da viga em nove pontos nodais igualmente espacados. Trata-se
de um problema de vibrac&o livre em que a oscilagdo é comandada pelo primeiro modo natural
de vibracao.

5m g 5m m'=100 kg/m
EI=10'N-m*
£=0,02

o diz dy
ry A

d, ds ds| dy dqﬁ dli:__\ dl}\dl}i\ dyg

1 2 3 4 5 6 7 8 9y

FIGURA E6-4.1a Viga hiapoiada que sustenta uma massa na secao média.
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No caso, aplica-se a idealizagdo em oscilador simples equivalente, na qual se tem:

48EI
Equacdo 2-4.13 — ke = £——48 -10*N/m

Equagdo 2-4.17 — m, = 17312 ¢ =485,71kg

eq

A deformada da viga sob forga concentrada na se¢do média esté expressa na Equagao 2-4.11 e
fornece, quando da ruptura do cabo, as condicdes iniciais ao movimento:

fe
u, = =0,020438m, v,=0
48EI

Com essas condicdes, a solugdo em vibracao livre é obtida com Eq.3-3.17.
Para comparagdo dessa solugdo com solugdes obtidas com a referida discretizacdo e matriz de
massa consistente, obtém-se, com base na Equacgdo 2-4.11, os deslocamentos iniciais:

dy =—dg =—6,13125-107 rad
dyr =—dos =—7,50439-107 m
dys =—dyys =—5,74805-107 rad
dyy =—dy, =—0,014058 m

dys =—doi3 =—4,59844 107 rad
dos =—do0 =—0,018681m

dy; =—doy; =—2,68242-107 rad
dos =—0,020438m

dy=0

As condicdes iniciais nas coordenadas modais s&o obtidas com a Equagédo 6-2.5.

A Figura E6-4.1b mostra os histéricos da se¢do média da viga obtidos com a utilizagdo do es-
pacamento (At = 0,01s). O histérico representado em linha continua é o da idealizagao em oscilador
simples equivalente, o histérico em linha pontilhada foi obtido com a primeira equagdo modal, e a
resolucdo dessa equacao por segmentos lineares da acao externa. As amplitudes sao praticamente
coincidentes, e ha pequeno alongamento de periodo na solugdo modal.

dg (m) T T
0,02
0\}\{\{\ \{\Aﬂﬁﬁﬁf'{ﬁmﬁﬁlnF‘(l\vﬁvﬂwﬂuﬁbﬂ
NELLAAAARA A
-0,02
1 | 1 |

0 1 2 3 4 5s

FIGURA E6-4.1b Histéricos obtidos com o oscilador simples e com a primeira equacao modal.
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A Figura E6-4.1c mostra os histéricos da mesma segao obtidos com o espagamento (At = 0,001s).
Em anélises do modelo discreto através de integracao direta, foi utilizado o amortecimento de
Rayleigh com a especificagdo da razdo de amortecimento (§ = 0,02) para os dois primeiros modos
naturais de vibragdo. A representacdo em pontilhado é a da integracdo de Newmark e a em trago-ponto
é a da integracdo de Wilson 6 = 1,4. Essas representagdes sao graficamente coincidentes e muito
préximas a representacdo obtida com a idealizagdo em oscilador simples, que é mostrada em linha
continua. A integracao direta com o método por diferencga finita apresentou instabilidade numérica,
pelo nao atendimento da condicao expressa na Equacdo 6-4.8.

dg (m) T T T T
0,02

-0,02

0 1 2 3 4 5s

FIGURA E6-4.1c Histéricos ohtidos com o oscilador e com as integracdes de Newton e Wilson.

EXEMPLO 6-4.2

Ainda para comparar os métodos de integracdo direta, considera-se a viga mostrada na Figura E6-4.2a
discretizada em quinze pontos nodais igualmente espagados.

10cos(30t) kN 30cos(30t)kN
m'=103kg/m
El =2,2344-10"N - m?
£=0,03

FIGURA E6-4.2a Viga hiapoiada com balanco.

Essa viga tem vinte e oito graus de liberdade. A resolucdo do correspondente problema de
autovalor forneceu as seguintes frequéncias e periodos naturais de vibragao:

®, =36,339rad/s T, =0,17290s
®, =82,428rad/s T, =0,07623s

®; =209,95rad/s — 1 T,=0,02993s

s =1,9206-10*rad/s T,s =0,000327s
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De acordo com o critério apresentado na Subse¢do 6-2.1, tem-se:

©_ 39 1826502 — justifica-se uma andlise dinamica
® 36,339
Q) 30

®,  209.95

=0,143<0,25 — apenas os dois primeiros modos sio relevantes

Com as Equacbes 6-3.6 e 6-3.1 foi construida a matriz de amortecimento com a especificacéo
de (€ = 0,03) para os dois primeiros modos naturais de vibracéo.

De acordo com a Equacdo 6-4.8, é necessario adotar (At < T,/mr = 0,000104 09s) para se ter
estabilidade numérica com o método por diferenca finita central. Com adogdo do espagcamento
(At=0,000104s5), a Figura E6-4.2b mostra os histéricos do deslocamento transversal da segdo média
do vao principal, de zero a 0,5s, obtidos com o referido método e com a integracdo de Newmark.
Vé-se que essas representacdes sao graficamente coincidentes. Experimentos com (At > 0,0001042s)
confirmaram instabilidade numérica do método por diferenca finita central.

d (m) 0,2

0,1
TN

N \

-0,1

2

—02, 0.25 05s

FIGURA E6-4.2h Histéricos ohtidos com os métados de Newmark e por diferenca finita central.

Com o espacamento (At = 0,005s = T1/34,58 = T,/14,45), a Figura E6-4.2c mostra os histéricos do
mesmo deslocamento, de zero a 2s, obtidos com os métodos de Newmark, Wilson 6 = 1,4 e superposi¢&o
modal completa (com a resolugdo das equagdes modais por segmentos lineares da agdo externa).
O referido espagamento atende a condicdo expressa na Equacéo 6-4.8 e foram obtidos resultados
graficamente coincidentes.

d (m) 0,2

0,1

-0,1

-0,2

0 0,5 1,0 1.5 2s

FIGURA E6-4.2¢c Histéricos ohtidos com os métados de Newmark, Wilson 0 =1,4 e superposicao
modal completa.
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A Figura E6-4.2d mostra os histéricos do mesmo deslocamento obtidos com o método de
integracdo de Wilson 6 = 1,21 no caso do espagamento (At = 0,0025s). Observa-se instabilidade
numeérica aproximadamente a partir de 0,3s.

d (m) 02

0,1 S

[( ) —
N ra
~0J IS
-0,2
0 0,125 0,25 0,375 0,5s

FIGURA E6-4.2d Histérico de deslocamento que mostra instabilidade numérica.

Para quatro diferentes espacamentos de tempo, a Tabela E6-4.2a apresenta os limites inferiores
de 6 com os quais 0 método de Wilson 6 ndo apresentou instabilidade numérica nos dois primeiros
segundos de resposta de deslocamento.

Tabela E6-4.2a Estabilidade numérica com o método de integracéo de Wilson 6.
Espacamento At Estabilidade numérica

T4/69,18 1,21<6

T:/34,58 1,27<6

T4/17,29 1,31<6

T./8,64 1,32<0

Para quantificar a acuracia dos métodos de integragcdo de Newmark e de Wilson 6 = 1,4 em relagao
ao método de superposicao modal completa com a resolugdo das equacdes modais por segmentos
lineares da ac&o externa, adotou-se a norma:

) n°inst.
||d1f||=[
i=0

A Tabela E6-4.2b apresenta valores dessa norma para diferentes espagamentos de tempo.
Observa-se que com (T1/4,32<At <T,/25,93), o0 método de Newmark mostrou-se mais acurado do
que o método de Wilson 6. Com espagamentos menores, At<T;/34,58, este Gltimo método passou
a ser mais acurado.

1/2
2
(di—sup.modal - di—im.direla) J

6-4 Integracdo numérica direta em caso linear
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Tabela E6-4.2b Norma de diferencas em relac@o ao método de superposicao modal.
| aif||

Espacamento At Meétodo de Newmark Meétodo de Wilson 6 = 1,4
4/1000s = T, /43,32 0,02686 0,02430

4/900s =T, /38,90 0,02806 0,02650
4/800s=T,/34,58 0,02964 0,02827

4/700s =T, /30,26 0,03207 0,03059
4/600s=T,/38,90 0,03442 0,04066

4/500s =T, /21,61 0,03935 0,05851
4/400s=T,/17,29 0,05435 0,10913
4/300s=T,/12,97 0,10838 0,24216

4/200s=T,/8,64 0,28653 0,55428

4/100s=T,/4,32 1,2577 1,1233

6-5 INTEGRAGAO NUMERICA DIRETA EM CASO NAO LINEAR

Embora seja usual a utilizagdo de modelos discretos lineares, os sistemas fisicos cos-
tumam ser néo lineares.” Contudo, com um método de integracdo direta, comportamentos
ndo lineares gerais (como de modifica¢do de massa, rigidez e/ou amortecimento) podem ser
simulados através do estabelecimento de propriedades constantes para o modelo em cada
espagamento de tempo adotado na integrac@o, juntamente com ou sem um procedimento de
busca de equilibrio em cada instante de integrac@o. Essa busca pode ser através de alteragdes
de propriedades do modelo e/ou através de consideracdo de pseudoforcas nodais que busquem
solugdes equilibradas. Como introducdo a esse tema, que € muito amplo, aborda-se nesta
secdo a ndo linearidade das forcas restitutivas eldsticas, em generalizacdo dos procedimentos
incrementais dos métodos de integracdo de Newmark e de Wilson 6, que foram apresentados
para o oscilador simples na Subsecdo 3-7.4.*

Quanto ao método de integracdo de Newmark, generaliza-se a Equagdo 3-7.67, de
movimento incremental, para a forma matricial:

MAdl +CAdl +Kti—1 Adl =Afl (6'51)

* Em Engenharia Civil, é usual determinar esforcos internos em comportamento linear e efetuar o dimen-
sionamento para o estado limite ultimo (que se caracteriza pela ruina, instabilidade ou vibragdes excessivas),
com a consideragdo de coeficientes de majoracio para as acdes externas e de coeficiente de minoracdo para a
resisténcia dos materiais.

* O método de integracao por diferenga finita central ndo é aqui abordado, devido a sua condicdo de estabilidade
depender do periodo do modo de vibra¢do mais elevado do modelo. Além disso, esse periodo pode se alterar
em comportamento nio linear.
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onde K, é a matriz de rigidez referente ao instante t;.; € em que se tém os vetores de in-
crementos:

ad, =4, -4,
Ad; =d; —d;,
Adi = di _di—l
Af =f—f_,

(6-5.2)

Além disso, de forma semelhante as Equagdes 3-7.68 e 3-7.69, escrevem-se as leis dos
incrementos de aceleracdes e de velocidades:

Adi =_2di— +— Adl _di— At
AR ( 1At)

Adi = —Zdi_l + 3 Adl
At (6-5.3)

Logo, com a substitui¢do dessas expressdes na Equacdo 6-5.1, chega-se ao sistema de
equagdes algébricas da primeira etapa do procedimento iterativo, referente ao instante t;:

K’, Ad) = Af; (6-5.4)

onde

2

At

AF = Af, JrM(zéii_1 + % d., )+ 2Cd;_,
t

K{=K,, +— M+
At

(6-5.5)

A resolucgdo do sistema anterior fornece o vetor de incrementos de deslocamentos:

Ad;” =K Af; (6-5.6)

com o qual se tem uma primeira estimativa do vetor de deslocamentos referente ao instante t;:
d’ =d;, +Ad" (6-5.7)

Com esse vetor, os esfor¢os e/ou as tensdes nos diversos elementos do modelo podem
ser identificados, a partir dos quais o vetor das forcas desequilibradas, Af?, pode ser
determinado. Esse tipo de forca foi ilustrado na Figura 3-7.12 em procedimento iterativo
de Newton-Raphson modificado para o caso do oscilador simples.” Logo, determina-se um

novo incremento de deslocamentos:
K AdP =AY — AP =K('AfD (6-5.8)

e fazem-se novas estimativas do vetor de incrementos de deslocamentos e do vetor das
forcas desequilibradas, referentes ao instante t;.

2 - 1 . . ~

* Alternativamente, pode-se utilizar o procedimento de Newton-Raphson em que se fazem atualizacdes da ma-
triz de rigidez. No caso, alcanca-se convergéncia com um menor niimero de iteragdes, embora com um maior
volume de célculo.
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Repete-se o procedimento anterior, até que, na J-ésima iteragdo, uma tolerancia de conver-
géncia aceitavel seja obtida, de maneira a se determinar o incremento final de deslocamentos:

J
Ad; = AdY
=1 (6-5.9)
Com esse incremento, chega-se ao vetor de deslocamentos, que diz respeito ao instante t;:

d, =d,_, +Ad, (6-5.10)

_Além disso, com a utiliza¢do da Equagdo 6-5.3 podem ser obtidos os incrementos Ad; e
Ad;, a partir dos quais sdo obtidos os vetores de velocidades e de aceleragdes:

{di = dH + Adi
d; =d,_, +Ad, (6-5.11)

J& quanto ao método de integragdo de Wilson 6, modifica-se a Equagdo 3-7.73, de movi-
mento incremental, para a forma:

‘ MAaei + CAdei +K,,_ Ady; = Af; (6-5.12)

em que se tém os vetores de incrementos:

Aaei = dt,,prem - di—] e ae - di—l
Adei = dl.,1+em - di—] = de - di—l
Adg = d[.,1+em —-d_ =dy—-d,
Afei = ft,,.+em —hia = fe _fi—] (6-5.13)

Com essas notagdes, as Equagdes 3-7.75 e 3-7.77 s@o modificadas para as formas:

- 6 . 0°At”
Adg =——| Adg; —0Atd, , — d_
0 GzAtz[ o 1 > 1]
Adg = iAdei -3d,, +%ai—l
0At 2 (6-5.14)

Logo, com a substitui¢@io dessas tltimas expressdes na Equagdo 6-5.12, chega-se ao sis-
tema de equagdes algébricas:

(6-5.15)
onde se tem:
5 6 3
K, =K,_ +———M+—
UM RAC T BAL
Af, = AR, +M(Ldi_l +3d., j+C(3»di_1 +%&i_l)
BAt 2 (6-5.16)

A resolugdo do sistema expresso na Equagdo 6-5.15 fornece o vetor de incrementos de
deslocamento:

Adg =K' AF; (6-5.17)
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com o qual se tem a primeira estimativa do vetor de deslocamento referente ao instante t;:

d'=d_ + L Ady
)

(6-5.18)

As demais etapas iterativas do procedimento de Newton-Raphson modificado sdo seme-
lhantes ao apresentado para o caso do método de Newmark.

6-6 CONSIDERACOES FINAIS

A andlise dindmica numérica do comportamento de uma estrutura tem as seguintes etapas:
Concepgao de um modelo em barras ou de um modelo matemético continuo.
Discretizagdo do modelo continuo através do Método dos Elementos Finitos.

Aplicacdo de um método de andlise dindmica.

> L nh =

Interpretagdo e validagdo dos resultados obtidos, com retorno a uma das etapas
anteriores, Se 1SSO s€ mostrar necessario.

Quando o objetivo é o projeto de uma nova estrutura, a andlise deve ser iniciada com
um modelo simples que possa expressar o comportamento global de forma aproximativa ao
sistema fisico real. Isso baseado em prescricdes de normas e na experiéncia do analista em
casos semelhantes. O comportamento desse modelo orienta a constru¢do de modelos mais
realisticos, cujos resultados devem ser interpretados e validados, antes de serem utilizados.
Dependendo da importancia do projeto e da busca de uma adequada previsdao do compor-
tamento da futura edificagdo, sdo utilizados modelos com sucessivos refinamentos para
cotejamento de resultados entre 0os mesmos.

Quando da simulacdo de uma estrutura existente (para verificaco de seguranca, reforco
estrutural e/ou modificacdo de projeto) em que sejam possiveis medi¢des de comportamento,
o0 modelo numérico deve ser calibrado. Para isso, um primeiro passo € ajustar resultados da(s)
primeira(s) frequéncia(s) natural(ais), mediante modifica¢des de rigidez e/ou de massa do
modelo. Um segundo passo € determinar o amortecimento com um dos métodos apresentados
na Secdo 3-5 e adotar os valores encontrados em modificagdo do modelo. E se possivel, o
passo seguinte € comparar a evolugdo temporal do comportamento do modelo numérico com
medi¢des do sistema fisico e buscar proximidade de resultados através do aprimoramento
das acdes externas do modelo.

O presente capitulo encerra a apresentagdo dos métodos numéricos no dominio do tempo de
determinacdo de resposta (comumente a partir do instante zero e em uma determinada extensao
de tempo), de acordo com o esquema da Figura 6-6.1. Com o estudo desses métodos, o leitor
compreenderd grande parte das ferramentas de andlise disponibilizadas nas programacdes
automdticas comerciais, o que lhe permitira se iniciar no uso dessas ferramentas, como também
terd os subsidios basicos para o desenvolvimento de seus préprios programas de computador.

Com a disponibilidade de um programa de andlise de largo espectro, surge a questao:
Que método utilizar?

Nao € possivel uma resposta Unica, porque essa escolha depende de diversos fatores e,
com a experiéncia, se adquire preferéncias. Importa, pois, reunir € comentar as principais
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Sistema global restringido das
equacdes de movimento: — =
Md(t)+Cd(t)+Kd(t) = (1)

Problema de autovalor:
K'.‘I)I,=M(I)p Qp — Qp ¢ (I)p

: Comportamento linear . Amoﬁeciplenlto
com f(t)=Ff cos (wt) proporciona
Procedimento Integragdo direta: Meétodo de superposi¢io modal:
aproximado para método implicito ou dt)=@,4,(t) —
Legiie ptmncnty método explicito equacdes modais desacopladas

Corregéo estatica dos
modos superiores

Historicos de resposta

FIGURA 6-6.1 Encaminhamentos de analise de modelos de multigraus de liberdade.

informacdes, conclusdes e sugestdes apresentadas até esta secdo, quanto a peculiaridades
dos métodos de andlise dindmica.

A escolha de um método depende do modelo, das a¢des externas, dos recursos com-
putacionais disponiveis e da experiéncia do analista. De forma menos relevante, depende
também da provavel extensdo de tempo de processamento e dos resultados a serem obtidos.
Isso porque modelos sofisticados podem ter centenas de milhares de graus de liberdade e os
métodos de andlise sdo incrementais na varidvel temporal, com o fornecimento de solugdes
em valores discretos do tempo. Assim, o nimero de graus de liberdade e o nimero de in-
crementos considerados na andlise tém implicacdes em tempo de processamento e no volume
de resultados a serem interpretados, principalmente em determinagdo de resposta de longa
durag@o e/ou em comportamento ndo linear.

Ha grande incerteza na idealizac@o da dissipag@o de energia. O amortecimento viscoso
¢ pouco realistico em estruturas, contudo, ¢ usualmente adotado pelo fato de conduzir a
equacdes de movimento de resolucdo simples e porque fornece resultados préximos aos
observados experimentalmente. O amortecimento de Coulomb e o amortecimento estrutural
podem ser considerados através de amortecimentos viscosos equivalentes.

Nao ¢ possivel construir a matriz de amortecimento com base em atributos geométricos e
de material dos componentes estruturais. O usual é construir essa matriz a partir das chamadas
razoes de amortecimento de modos de vibracdo, com valores disponibilizados na literatura
e em cddigos de projeto, em funcdo do tipo da estrutura (vide Tabela 3-5.1).

Em estrutura de um mesmo material, adota-se matriz de amortecimento global diagona-
lizavel em transformacdo similar com a matriz modal, o que é denominado amortecimento
proporcional, através do procedimento de Rayleigh ou do procedimento da superposi¢do
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dos amortecimentos modais. O primeiro procedimento € o mais utilizado devido a sua
simplicidade e porque fornece matriz de amortecimento de mesma esparsidade que a
matriz de rigidez, a partir da especificagdo das razdes de amortecimento de dois modos
de vibragcdo. Comumente especifica-se a mesma razdo para o primeiro e um dos modos de
frequéncia mais alta que ainda tenha participagdo relevante na resposta dinamica. Contudo,
esse procedimento tem a desvantagem de nao permitir controle sobre o amortecimento dos
diversos modos de vibrac@o que possam ter contribuic@o relevante na resposta dinamica.
Ja o procedimento de superposi¢cdo dos amortecimentos modais permite esse controle,
mas tem a desvantagem de fornecer matriz de amortecimento cheia, além de requerer o
conhecimento de todos os modos naturais de vibracdo que t€m participa¢do importante
na resposta.

Quanto as forgas de inércia, podem ser utilizadas matrizes de massa discreta e de
massa consistente. Essa dltima tem a mesma esparsidade que a matriz de rigidez, o que
implica mais processamento do que com matriz de massa discreta, que é diagonal, sem
vantagem significativa em acuricia de resultados, na medida em que se refina o modelo
discreto.

Na idealizagdo das forcas restitutivas elasticas com elementos de flexdo de barra, de
placa e/ou de casca, pode-se incluir ou ndo o efeito de deformagdo dos esforgos cortantes.
A consideracdo desse efeito € relevante em vigas de grande altura, assim como em placas
e cascas espessas.

O procedimento aproximado de andlise apresentado na Secdo 6-1 se aplica apenas a
modelos de comportamento linear, fracamente amortecidos (como € o caso das estruturas),
sob acdo harmonica em que o vetor das for¢as nodais tenha separagio entre uma distribuicdo
espacial e uma fungdo harmdnica. Esse procedimento requer pouco processamento e fornece
bons resultados de regime permanente, comparativamente aos métodos de superposi¢ao
modal e de integragdo direta, que sdo métodos consistentes de andlise. Nesse procedimento,
o espacamento de tempo a considerar na determinacdo de resposta tem apenas implicacao
em acurdcia de representacdo da solu¢do, uma vez que ndo hd acumulacdo de aproximacdes
na sucessdo de instantes considerados. Sugere-se adotar espagamento pequeno em relacdo
ao periodo T da acdo externa, como At < T/10.

Em caso de se identificar que a frequéncia forgante seja muito préxima a uma das
frequéncias naturais do modelo, é indicado afastar essas frequéncias, o que pode ser feito
alterando a rigidez da estrutura por meio da modificacio de seus componentes e/ou de suas
condicdes de apoio. Alternativamente, pode-se modificar a massa, aumentar o amortecimento
ou introduzir um sistema secundario atenuador de vibragdo, como o que foi descrito na
Secdo 4-5.

Entre o método de superposicdo modal que foi desenvolvido na Se¢do 6-2 e os mé-
todos de integra¢do direta apresentados nas Sec¢des 6-4 e 6-5, o primeiro se restringe ao
comportamento linear e ao amortecimento proporcional, e esses ultimos se aplicam em
comportamento linear e em comportamento ndo linear, assim como com amortecimento
proporcional ou ndo.

No método de superposicdo modal, obtém-se inicialmente solu¢do em um subespaco de di-
mensao muito inferior a do espago fisico inicial e, posteriormente, transforma-se essa solugdo ao
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espaco inicial. Esse método € particularmente indicado em determinagao de resposta de modelo
com elevado niimero de graus de liberdade e de resposta de longa duragio, principalmente em
caso de transformacgao de coordenadas com reduzido nimero de modos naturais de vibragao. Isso
porque a extensao de processamento da resolugc@o do problema de autovalor em determinacao
desses modos cresce a medida que se aumenta o niimero de graus de liberdade e o nimero
dos modos de vibragdo desejados. Assim, um aspecto crucial ao se optar por esse método é a
decisdo quanto ao nimero de modos a utilizar, que, alternativamente ao uso de indicadores mais
elaborados, pode ser determinado experimentalmente de forma simplista, através de andlises
com sucessivos conjuntos de modos e de comparag@o entre respostas sucessivas. A corregdo
estdtica dos modos superiores, apresentada na Subsegdo 6-2.2, costuma melhorar a acurécia
da resposta obtida através do referido método. Além disso, como esse método requer amorteci-
mento proporcional para a obtencao de equagdes modais desacopladas, ndo ha necessidade de
construcio da matriz de amortecimento global. E uma vez que se utilize a resolucdo direta das
equagdes desacopladas por segmentos lineares da agdo externa, como desenvolvida na Subsecdo
3-7.2, ndo ocorre acumulac@o de aproximagdes na sucessdo de instantes considerados, com
grande estabilidade numérica. Contudo, € indicado que o espagamento de tempo especificado
na determinacdo do histérico de resposta seja pequeno em relagio ao periodo T, do modo de
vibragdo de maior ordem que tenha participagio relevante na resposta dinamica, como At < T,,/10.

Como ja esclarecido, métodos de integragdo direta podem ser utilizados em modelo de
comportamento linear ou ndo linear, com amortecimento proporcional ou néo. E mandat6rio o
uso de integracdo direta em caso de amortecimento ndo proporcional e/ou em comportamento
nio linear.”” Em caso de modelo de comportamento linear com amortecimento proporcional,
integracdo direta é indicada em determinacdo de resposta de curta duragdo, em que muitos
modos naturais de vibracdo tenha participagdo relevante. Isso porque os métodos dessa
integracdo requerem a resolucdo de um sistema de equagdes algébricas em nimero igual ao
de graus de liberdade do modelo, em cada instante de determinacio de histérico de resposta.

Os métodos de integragdo direta sdo explicitos ou implicitos. O método por diferenga finita
central, descrito na Subsecdo 6-4.1, por ser explicito e consequentemente condicionalmente
estavel, requer espacamento de integracdo muito pequeno para que se tenha estabilidade
numérica. Por essa razdo, esse método ndo costuma ser utilizado em modelos de elevado
numero de graus de liberdade. O método implicito de Newmark, apresentado na Subsecdo 6-4.2,
¢ incondicionalmente estavel (independentemente do espagamento At) e simples, além de
fornecer bons resultados. J& o método implicito de Wilson 0, detalhado na Subsecdo 6-4.3, é
condicionalmente estavel com (6 < 1,3) e incondicionalmente estdvel com o valor (6 = 1,4)
usualmente adotado. Com métodos incondicionalmente estdveis, o espacamento de integracdo
precisa apenas ser pequeno em relagdo ao periodo T, do modo de vibragdo de maior ordem
que se antecipa ter participagdo na resposta dindmica, como At < T, /10.

Integracgdo direta requer a constru¢ao da matriz de amortecimento global. No caso, é usual
utilizar o amortecimento de Rayleigh, por conduzir a uma matriz de amortecimento com a
mesma esparsidade que a da matriz de rigidez. Em anélise dinimica nio linear, é pratico
construir essa matriz com base nas matrizes de massa e de rigidez iniciais, e considerar que
0 amortecimento se mantenha constante ao longo da resposta do modelo.

*% Como serd apresentado no préximo capitulo, amortecimento no proporcional pode ser considerado em
andlise no dominio da frequéncia. Isso, contudo, requer excessivo volume de cdlculo e ndo ¢ utilizado na pratica.
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Com o estudo deste capitulo constata-se que os métodos de anélise dinamica no dominio do tempo
em caso de multiplos de liberdade s&o simples e se baseiam em conceitos e métodos de analise
do oscilador de um grau de liberdade, apresentados no Capitulo 3.

A escolha de um método depende do modelo da estrutura, da excitaga@o aplicada ao modelo, dos
recursos computacionais disponiveis, dos resultados desejados e da experiéncia e preferéncia do
engenheiro analista. Assim, com a compreensao deste capitulo, o leitor podera se iniciar na utilizagdo
desses recursos, de forma consciente.

No préximo capitulo serd detalhada a analise no dominio da frequéncia, que tem formulacéo mais
elaborada do que a do dominio do tempo por requerer algebra complexa, mas o que a torna adequada
quando se utiliza propriedade fisica definida em forma complexa, como é o amortecimento estrutural.
Sera também apresentada uma eficaz equivaléncia desse amortecimento ao viscoso, que propicia analise
no dominio do tempo, que é mais simples.

No Capitulo 8 sera desenvolvida a andlise sismica de estruturas, que tem caracteristicas préprias,
como o tradicional método de analise estatica equivalente, a estimativa de valores extremos de resposta
a partir de espectros de resposta e a excitacdo multipla de apoios a partir de acelerogramas.

No Capitulo 9 serdo tratadas a resolucao eficiente do problema de autovalor (em determinacao
de frequéncias e modos naturais de vibracdo) e uma eficaz matriz de transformacao de coordenadas.
Isso porque os graus de liberdade podem chegar a casa de centenas de milhares, o que, em caso
de comportamento linear, permite a utilizacdo de método de superposicao de respostas individuais.

6-7 EXERCICIOS PROPOSTOS

6-7.1 A Figura 6-7.1 mostra uma viga em balanco sob for¢a harmonica na extremidade
livre e a discretizacdo dessa viga em quatro elementos de iguais comprimentos.

l 1000cos(45t) N
_2m | 2m | 2m | 2m El1=4-10'N-m’
' ' ' ‘ m'=200kg/m
£=0,03

FIGURA 6-7.1 Viga em balanco sob forga harmonica.

Para essa viga, pede-se:
a) A frequéncia fundamental, o fator de amplificacdo dindmica e a amplitude
da oscilag@o em regime permanente, com a concep¢io de oscilador simples
amortecido equivalente.
b) As frequéncias naturais correspondentes a discretizagdo mostrada na figura,
juntamente com o percentual da diferenga da frequéncia fundamental obtida com
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¢)

d)

g)

h)

6-7.2

essa discretiza¢@o em relagdo a que se obtém com a idealizagcdo em oscilador
simples equivalente.

O vetor de amplitudes dos deslocamentos com o procedimento que foi
desenvolvido na Sec¢do 6-1. Percentual da diferenga do resultado obtido para o
deslocamento d; em rela¢do a amplitude em regime permanente da idealizagdo em
oscilador simples amortecido.

Os histéricos do deslocamento transversal da extremidade livre obtidos com o
referido procedimento e com o método de superposicdo modal completa, nos
quatro primeiros segundos. Em cada equacdo modal, indica-se utilizar a resolucio
direta por segmentos lineares da agdo externa e o espacamento (At = 0,005 s).

A curva de razdes de amortecimento versus ordem dos modos naturais de
vibragdo, com base no amortecimento de Rayleigh em que se especifica a razdo de
amortecimento (§ = 0,03) para os dois primeiros modos naturais de vibragao.

Os historicos do deslocamento transversal da extremidade livre, no caso do
amortecimento (§ = 0,03) e com a utilizagdo dos mérodos de integracdo direta de
Newmark e de Wilson 6 = 1,4. Indica-se utilizar o espacamento (At = 0,005 s).

O nimero de modos naturais de vibragdo necessdrios a transformagdo modal de
coordenadas, de acordo com o critério apresentado na Sec¢do 2-2.

Os histéricos do terceiro deslocamento obtidos através do método de superposicdo
modal, nos casos de transformacio de coordenadas com um e com dois modos
naturais de vibrag@o. Indica-se utilizar, em cada equagdo modal, a resolugdo direta
por segmentos lineares da acdo externa e o espagamento (At = 0,005s).

A Figura 6-7.2 mostra um shear building de trés graus de liberdade. Para esse modelo,
pede-se:

f(t) —

k=0,6-10""N/m

m, =m, =2m, =10°kg
£=0,04

f(t) = loﬁ(e—l{lt_e—'mt)N

FIGURA 6-7.2 Shear building de trés graus de liberdade.

a)
b)

c)

A matriz de amortecimento de Rayleigh com base na razao de amortecimento

(§ = 0,04) para os dois primeiros modos naturais de vibrag@o.

A razdo de amortecimento do terceiro modo natural de vibracdo, correspondente a
referida matriz.

Os historicos dos deslocamentos dos trés niveis do shear building. Indica-se
utilizar os métodos de integracdo direta por diferenca finita central, de Newmark e
de Wilson 0 = 1,4, com o espacamento (At = 0,005 s).



6-8 Questdes para reflexdo 279

ELSEVIER

6-8 QUESTOES PARA REFLEXAQ

6-8.1 Por que é importante estudar o comportamento do oscilador simples para
compreender os métodos de andlise de modelo de multigraus de liberdade?

6-8.2 Como identificar a necessidade de uma andlise dinAmica? Quais sdo os métodos de
andlise dinadmica, no dominio do tempo, disponiveis para modelo de multigraus de
liberdade? Quais sdo as diferencas bdsicas entre esses métodos?

6-8.3 Qual é a caracteristica da resposta em regime permanente de estrutura sob forca
harmonica? E qual a aproximacdo que foi adotada no procedimento desenvolvido
na Secdo 6-1?

6-8.4 Em que consiste o método de superposicao modal? Quais sdo as condigdes para
que esse método possa ser aplicado? Quais sdo as vantagens e desvantagens desse
método? E como identificar o niimero de modos naturais de vibragdo necessarios a
transformac@o de coordenadas?

6-8.5 Por que é usual considerar razdes de amortecimento de modos naturais de
vibracao?

6-8.6 Por que, em integracgdo das equagdes modais com ag¢des aperiddicas, é mais
indicado utilizar a resolu¢do direta por segmentos lineares da a¢do externa,
formulada na Subsecdo 3-7.2, do que usar um dos métodos de integracdo numérica
que foram apresentados na Sec¢do 3-7.3?

6-8.7 Em que consiste a correcdo estdtica dos modos superiores a solugdo do método de
superposi¢do modal? Quando essa correcio se mostra relevante?

6-8.8 O que é amortecimento proporcional? E amortecimento ndo proporcional? Quando
adotar essas concep¢des de amortecimento?

6-8.9 Idem para o amortecimento de Rayleigh? Quais sdo as vantagens e desvantagens
dessa idealizagdo de amortecimento?

6-8.10 Idem para o procedimento de superposicdo dos amortecimentos modais? Quais
sdo as vantagens e desvantagens desse procedimento?

6-8.11 Qual é a utilidade de autovetores complexos em Dindmica das Estruturas? Por
que ndo € usual utilizar esses autovetores?

6-8.12 O que significa integracdo direta das equagdes de movimento? Quais séo as
vantagens e desvantagens dessa integra¢ao? E quais sdo os principais métodos
dessa integragdo?

6-8.13 Por que a questdo de estabilidade numérica é mais problemdtica em integragdo
direta das equagdes de movimento de modelo de multigraus de liberdade do que
na equacdo de movimento do oscilador simples? O que é um método de integracio
direta incondicionalmente estdvel? E condicionalmente estdvel?

6-8.14 Quais sdo as diferencas bésicas entre os métodos de integracdo por diferenca finita
central, de Newmark e de Wilson 6? Quais sdo as vantagens de cada um desses
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métodos em relag@o aos demais? Como arbitrar o espacamento de integragdo em
cada um desses métodos?

6-8.15 Que caracteristica tem a resposta de uma estrutura sob forga de impacto? No caso,
qual € a influéncia do amortecimento e qual ¢ o método de andlise mais indicado
para modelo de elevado nimero de graus de liberdade?

6-8.16 Qual é a diferenca entre a simulagdo de ndo linearidade fisica através de
modificagdo da pseudomatriz de rigidez e a simulagdo através de altera¢do do
pseudovetor das forcas nodais? Que vantagens um procedimento tem em relacao
ao outro?
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Analise no Dominio
da Frequéncia

0 QUE E E QUAL A IMPORTANCIA DA ANALISE NO DOMINIO
DA FREQUENCIA?

Em resolu¢do numérica, uma andlise no dominio do tempo fornece solugado instante a
instante. Ja em andlise discreta no dominio da frequéncia, as soluc¢des referentes ao conjunto
dos instantes de discretizagdo da acdo externa sé sdo obtidas ao final da andlise. Nesta,
passa-se ao dominio da frequéncia com a transformada de Fourier (direta) e retorna-se ao
dominio do tempo com a transformada de Fourier inversa. Isto é, faz-se a transformacao das
equagdes diferenciais de movimento em equagdes algébricas na varidvel frequéncia, cujas
solugdes sao transformadas de volta ao dominio do tempo. Assim, a esséncia dessa andlise
€ a decomposicao da acdo externa em componentes harmonicos, a obtencao das respostas
a esses componentes em termos de frequéncia e a transposi¢c@o, com superposicao, dessas
respostas ao dominio do tempo.

Com propriedades fisicas definidas em forma complexa, como é o caso do amorteci-
mento estrutural, a andlise no dominio da frequéncia € a indicada, além de ter concisdo
de formulagdo e de expressar o contetido de frequéncia da agdo externa. O cotejamento
desse contetido com as primeiras frequéncias naturais do modelo discreto permite avaliar a
potencialidade dessa acdo em excitar a estrutura cujo modelo se analisa. Contudo, como essa
andlise € de entendimento mais dificil ao iniciante, demanda mais aten¢@o de uso e, em grande
parte dos casos, requer processamento mais extenso, a equivaléncia daquele amortecimento
a0 amortecimento viscoso, como aqui apresentado, mostra-se vantajosa, para entao se aplicar
a andlise no dominio do tempo.

Neste capitulo estd detalhada a fascinante andlise no dominio da frequéncia, juntamente
com os seus fundamentos, orientagdes de uso e diversas aplicacdes numéricas, cujas solucdes
sdo comparadas com as da andlise no dominio do tempo. Isso estruturado nas seguintes
secoes:

7-1 Apresentagdo, em notacdo exponencial complexa, da série de Fourier, que é a base
para a obtencdo das transformadas de Fourier.

281
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Desenvolvimento das transformadas de Fourier inversa e direta, na forma continua
e na forma discreta, além da descricdo das transformadas de Fourier rdpidas. Essas
ultimas sdo eficientes algoritmos das transformadas discretas e as utilizadas em
resolugdes numéricas.

Estudo da anélise do oscilador simples no dominio da frequéncia, com o amortecimento
viscoso e o amortecimento estrutural. E pormenorizada a conceituacio desse
amortecimento e apresentada a formulagdo discreta com o controle das correspondentes
aproximacdes de cdlculo, além da consideragdo das condigdes iniciais a0 movimento.

7-4 Apresentagio da andlise matricial do oscilador simples no dominio da frequéncia,

7-7

assim como das correspondentes peculiaridades e equivaléncia a resolu¢cdo com base
na integral de Duhamel.

Formulacdo da andlise de modelo de multigraus de liberdade através do dominio da
frequéncia, em coordenadas modais e em resolugdo direta nas coordenadas geométricas.

Comentérios quanto a utilizagdo do amortecimento estrutural e da andlise no dominio
da frequéncia.

Sugestdo de exercicios para resolugdo.

7-8 Proposicdo de questdes para reflexdo.

7-1 SERIE DE FOURIER EM NOTACAO COMPLEXA

A série de Fourier € o desenvolvimento de uma funcdo peridédica em seus componentes

de diferentes frequéncias e amplitudes. Essa série foi apresentada em notagao trigonométrica
na Subseg¢do 3-6.1 e, a seguir, ¢ modificada para a forma exponencial complexa. Para isso,
substituem-se as relacoes de Euler:

eiqm.,t + e—iqwgl
cos(qm,t) =

iqu,t —iquot

—€

2i (7-1.1)
na Equagdo 3-6.2, obtendo-se a série de Fourier sob a forma:

sin(qw,t) =

f(t)=a, + % i (aq (€™ +e79 ) —ib, (€™ —e 7! ))

q=1

- f(t):a0+lz‘((aq —ibq)eiq%[+(aq +ibq)efiq(:).,l)
= (7-12)
com os coeficientes a,, a4 € by expressos na Equagdo 3-6.3.

Com as notagdes:

C, =a,
c, = a, —ibg
2
c a, +ib,
2 (7-1.3)
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o desenvolvimento em série anterior modifica-se para a forma:

£(t)=C, + Y, (Coe™™ +Che ™)
a=1 (7-1.4)
em que o coeficiente C; € o complexo conjugado do coeficiente C,.

Logo, com anotagdo (C_, =C, ), obtém-se a seguinte forma exponencial da série de Fourier
de uma funcio periddica, que é mais compacta do que a correspondente forma trigonométrica:

f()= Y, Cqe" ™
= (7-1.5)

Nessa forma, C, € o valor médio da func@o periddica f(t) e o coeficiente C, € a amplitu-
de complexa da funcdo harmonica de frequéncia qw,, denominado coeficiente de Fourier.
O médulo desse coeficiente é uma medida da participagio do harmdnico € na composicio
daquela funcdo.

Esse coeficiente pode também ser escrito em forma exponencial. Para isso, substituem-se
as expressdes de a,, a4 € by constantes da Equacdo 3-6.3 na segunda das expressdes da
Equacao 7-1.3, de maneira a obter

1(2

J‘I+Tc .2 J‘I+To .
Cq=§ T f(t)cos(qa)ot)dt—lF . f(t)sin(qw, t)dt

- C,= TL( J{"*R £(t) (cos(qm, t) —isin(q,t)) dt)

S e, =TL [ femerar, q=0,1, 42,

(7-1.6)

A representacdo grifica do médulo desse coeficiente versus qo, € o espectro de amplitudes
de Fourier que evidencia a participagio das diversas fun¢des harmonicas na composicio da
funcgdo f(t).

E simples identificar que, com fungdo periddica real, os coeficientes Cq e C_ sdo com-
plexos conjugados cujas partes imagindrias se cancelam no desenvolvimento em série
expresso na Equacdo 7-1.5.

7-2 TRANSFORMADAS DE FOURIER

A transformada de Fourier € um operador matematico linear utilizado usualmente para
converter uma funcdo aperiddica no tempo, através da decomposicao dessa func¢ao, em
soma infinita de fun¢des harmdnicas, que constitui um espetro continuo de amplitudes.'
A transformada de Fourier inversa converte essa decomposicao ao dominio do tempo, em
restituicdo da funcdo original. Essas transformadas sdo muito tteis em interpretacio de
resultados experimentais, em transformacao de convolu¢des em multiplicagdes e em reso-
lucdo de equagdes diferenciais, como as da Dindmica das Estruturas. Tais transformadas
sdo desenvolvidas a seguir, em forma analitica e em forma discreta. Posteriormente, sdo

! Assim como a varidvel independente na série de Fourier ndo é necessariamente o tempo, a varidvel independente da
fung@o aperiédica em transformada de Fourier ndo precisa ser o tempo, pode ser uma variavel espacial, por exemplo.
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descritas as transformadas de Fourier rdpidas, que sdo eficientes algoritmos de célculo
das transformadas discretas.

7-2.1 Transformadas continuas

A série de Fourier expressa na Equacio 7-1.5 aplica-se em decomposi¢ao de funcao periddica,
com a obten¢do de um espectro discreto de amplitudes na varidvel frequéncia. Quando o periodo
dessa fungdo se torna muito grande, o espagamento entre frequéncias se faz muito pequeno, de
maneira que no limite, com o periodo tendendo ao infinito, a distribui¢do de frequéncias passa
a ser continua. Dessa maneira, obtém-se a representacdo de uma fun¢ado aperiddica, e diz-se
que a série de Fourier se converte na integral de Fourier, também denominada transformada de
Fourier inversa, e os coeficientes de Fourier se convertem na transformada de Fourier (direta).

Assim, para uma func¢do aperiddica na varidvel tempo, como a representada em linha
continua na Figura 7-2.1, arbitra-se um periodo (T, = 2w/®,) com o objetivo de imagini-la
periddica, como sugerem as representacdes em tracejado da figura. Esse perfodo serd pos-
teriormente suposto tender ao infinito, para simular a fun¢do aperiddica original.

£(t)

T ' v T DT

FIGURA 7-2.1 Consideracao de uma forga aperiédica como periddica.

A partir das Equacoes 7-1.5 e 7-1.6 e com a notac¢do (g = q0,), escreve-se:

f(t)—? 3 T,Ce f(t)—— 3 (,Cy e

0 q=—oc° q=—c

tu+To

t
TOCq = J;l f(t) l(l)q

(7-2.1)

Com o estabelecimento de T, tem-se o intervalo entre as frequéncias dos componentes
harmonicos do desenvolvimento da funcdo f(t) suposta com periddica:

@+ D0, —q0, =0, A0 — Aw=_"

T, (7-2.2)

Com o artificio da extensdo de T, ao infinito, o intervalo anterior tende a zero e, conse-

quentemente, a frequéncia o, tende a variar de forma continua. Assim, com essa extensao,
escreve-se o par de expressdes da Equacdo 7-2.1 sob a forma:

fO=—Tim | S T,C.el® g
® 2n o%m[q;w o
An—0

t+To 4y+T,
lim (T,Cy)= lim (j' f(He @4t g ) > F(og)= lim (j' f(te @9 gt
To—oo T, — \*ti T,— \*ti

An—0 An—0 Aw—0 (7_2.3)
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Logo, na condi¢@o limite tem-se (A® = dw), o que permite trocar, no par de expressoes
anterior, o somatdrio por integral, adotar a notagdo ® em lugar de w, e escrever:

1 = .
f()=— | F(iw)e" dw
(=5- ] Fio)

F(im) = ” f —imtd
(=] e dt -

Essas expressdes formam o par de transformadas de Fourier continuas. A primeira € a
transforma inversa, que exprime a funco aperiddica f(t) como a integral de componentes
harmoénicos de amplitudes F(im)/(2r), entre —c0 e +00. J4 a segunda expressao € a trans-
formada de Fourier (direta), que modifica aquela fun¢io temporal em uma fun¢io no dominio
da frequéncia, F(im).” Nota-se que as partes exponenciais dessas transformadas tém sinais
contrdrios, que o expoente ¢ negativo na transformada direta e € positivo na transformada
inversa. Observa-se que a funcéo temporal estd denotada com letra mindscula e que a fungdo
da frequéncia, com letra maidscula.’

As transformadas anteriores sao denotadas sob a forma:

{f(t) =7 (F(iw))
F(iw) =7(f(t)) (7-2.5)
em que 7 indica transformada de Fourier inversa e 7, transformada de Fourier (direta).

Como (® = 21y), o par de transformadas de Fourier pode também ser escrito em termos
da frequéncia ciclica:

f0= | Figpe>™ dy=7"(FGig))

Fip= | fe™ di=7(f
ip=]_ foe>™ a=7(w) -

A representagdo grafica do médulo da transformada de Fourier versus ® ou ¢ é o espectro
de amplitudes dessa transformada. Esse espectro € continuo, diferentemente do espectro de
amplitudes de Fourier de uma funcéio periddica, que € discreto.

A func@o aperiddica f(t) pode ser real ou complexa. Com fung¢@o real e par, F(io) ¢ uma
funcdo real e par. Em caso de f(t) ser apenas real, F(io) ¢ complexa, de parte real fungdo par
em o e de parte imagindria funcdo impar em .

Diz-se que a transformada de Fourier € um operador linear porque, com funcdes f(t) e
g(t) que admitam essa transformada, tem-se:

7 (of()+Pg(t)) =a7 (f(1))+B 7 (g(1) (7-2.7)

* As condigdes para a existéncia dessas transformadas sio irrelevantes em Dindmica das Estruturas e frequéncia
negativa, como utilizado nessas transformadas, € um artificio matematico.

* Com a manutencio da correspondéncia biunivoca entre as fungdes f(t) e F(im), quaisquer fatores cujo produto
seja 1/(2m) podem ser utilizados nas expressdes dessas fungdes.
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= 4
em que « e [3 sdo escalares.

Entre outras propriedades dessa transformada, tem-se para a derivada primeira:

T(f(t)) ff[%(i J: F(im)e“’”d(oD: 7'(% J_: F(io) ei""dwj

- 7(f()=ioFlio) =i T (f(1) 728

De forma semelhante, chega-se a propriedade da derivada segunda:

7(f(t)) =-0’F(io) =-0" 7 (f(1)) (7-2.9)

Outra propriedade diz respeito a convolucdo entre as fungdes f(t) e g(t), que se escreve:

(0®e0=[ fmat-ndi=| fi-vemds (7-2.10)

Em caso de as fungdes F(im) e G(iw) serem as transformadas de Fourier das funcdes f(t)
e g(t), respectivamente, tem-se:”

T (O ®g0)=7 (f(0)7 (&) = F(io) G(iw) (7-2.11)

Ou seja, a transformada de Fourier modifica uma integral de convolucéo no produto das
transformadas das func¢des envolvidas na convolugao.

EXEMPLO 7-2.1

Examina-se a transformada de Fourier da fun¢do Gaussiana centrada na origem:
f(t) = e 120",

Essa transformada se escreve:
2 2 = 2 2 ; 2 2 2 2
T(e"t /(26) ):J' e—t /(20) e—lu)t dt - T(e"t /(20) )=0 Dre 0w /2

Esse é um resultado real, pelo fato de f(t) ser real e par.
Naturalmente, tem-se a transformada inversa:

2 2 2 2
T_I(G 275 e—G @ /2)—1 =e—t /(20)

A parte esquerda da Figura E7-2.1a representa a fungao f(t) em linha continua no caso de (o= 1)
e, em linha pontilhada no caso de (o = 4). Na parte direita da mesma figura estdao mostradas as
correspondentes transformadas de Fourier, com os mesmos cddigos de tragado. Observa-se que a
fungdo Gaussiana mais estreita corresponde a transformada de Fourier mais larga, e de forma inversa
a fungdo Gaussiana mais larga corresponde a transformada mais estreita.

* Essa propriedade ¢ utilizada na integral de Duhamel, o que, em resolugio numérica, facilita a obtencdo da
solucdo dessa integral.

> De Vries, PL., 1994, A First Course in Computational Physics, John Wiley & Sons, New York.
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f(t) 1E I F(iw) 10- T r T
0,5 5
] T

-10 10t -4 -2 0 2 4 @

FIGURA E7-2.1a Funcgdes Gaussianas e correspondentes transformadas de Fourier.

EXEMPLO 7-2.2.

Examina-se a transformada de Fourier da fungao representada na Figura E7-2.2a.
f(t) A
£

Y=

—t] tl
FIGURA E7-2.2a Funcao degrau.

Essa é também uma funcgao real e par, de transformada:

. oty _ -iot i
76 = [ eotdt 5 7(1)=Flw=f, ¢ = Zhsin@h)
E o} )

Essa transformada esta representada na Figura E7-2.2b em que se observa, assim como no
exemplo anterior, que as amplitudes se atenuam a medida que se afasta da origem de frequéncia.

F(i®)
fot;
2
1
g \/
. Sr e g x 2 .
t, t t t; t; t,

FIGURA E7-2.2h Transformada de Fourier normalizada.

Em espectro de amplitudes de Fourier, pode-se delimitar uma regido de frequéncias que inclua
as amplitudes de valores mais relevantes na composi¢do da fungao f(t), regido esta que exprime o
chamado conteiido de frequéncia dessa fungdo. O cotejamento desse contetido com as primeiras
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frequéncias naturais de um sistema mecanico permite prever a importancia do comportamento
dindmico desse modelo, assim como fornece uma identificagdo dos modos naturais de vibragio
a serem considerados em transformagio modal de coordenadas (vide Subsecado 6-2.1).

7-2.2 Transformadas discretas

As integrais envolvidas em transformadas de Fourier continuas costumam ser de in-
tegracdes analiticas impossiveis, além do que, a funcio aperiddica f(t) pode ndo ter definicao
analitica e, sim, ser estabelecida por sequéncia de valores discretos no tempo. E necessario,
portanto, utilizar as transformadas de Fourier discretas que operam a partir de sequéncias
de valores de fung¢des, como desenvolvido a seguir.

Como ilustra a Figura 7-2.2, supde-se uma funcio discreta de periodo T, que englobe os
instantes de definicdo da mesma, de t, a t;, mais uma extensdao AT que inclua valores nulos, de
ty @ty Utiliza-se essa extensdo para tornar desprezivel o efeito periddico introduzido com
a discretizacdo da transformada de Fourier, como serd mostrado posteriormente. Adota-se
um niimero par de pontos de discretiza¢do, de t, a ty_;, igualmente espacados de (At="T,/N),
de maneira a se ter o instante ty, € 0 n-ésimo instante:

t,=nAt=nT,/N (7-2.12)

com(n=0,1,2,N-1).

f(n At)

AT i &

T,=NAt

FIGURA 7-2.2 Funcao aperiddica discretizada em N pontos.

Com a descrita discretizacdo, tém-se N incrementos de frequéncia definidos por:

Ao = 2n
T, (7-2.13)
de forma a se estabelecerem as frequéncias:
2n
0, =qAO — O;=—
T (7-2.14)

emque (q=0, 1,2, -N-1).

A frequéncia fundamental é (®, = 21t/T,) e, para um instante genérico, escreve-se:

_2nqnT, _2mqn

o,t, = O, =

T, N N (7-2.15)

Logo, sem considerar frequéncias negativas, cuja consequéncia de descarte serd examina-
da na Subsecdo 7-3.4, as integrais das transformadas expressas na Equacao 7-2.4 se tornam
nos seguintes somatérios chamados de transformadas de Fourier discretas:




7-2 Transformadas de Fourier 289

ELSEVIER

N-1
f(tn)=@ZF(imq) e N =797 (F(i,)) n=0,1,2,---(N-1)
21 q=0 ’

N-1

F(io,) = ALY f(t,) e 2™~ = 70(f(t,)), q=0,1,2,---(N=1)
n=0 (7-2.16)

~ . B 1
Nesse par de expressdes, 77 denota transformada de Fourier discreta e 70", trans-
3 . . 6
formada de Fourier inversa discreta.

Naturalmente, esse par de transformadas pode também ser obtido diretamente a partir da
série de Fourier definida nas Equacdes 7-1.5 e 7-1.6, que se repetem:

f()= Y, C, e
=
c = [ gty oot e
q = T_ u ( ) c
o (7-2.17)

Considerando a discretizag¢ao da variavel temporal nesse par de expressoes, substitui-se
qmot por (W, t, = qut, = 2mqn/N), e chega-se ao par:

N-1
f(tn) — ch ei2nqn/N
q=0

N-1
Cq Zﬂzf(tn) ei2man/N
o n=0 (7-2.18)

em que n varia de 0 a (N-1). Considera-se a mesma variacdo quanto a g, para delimitar
as frequéncias discretas e evitar frequéncias negativas. Seguidamente, sem alterar a corres-
pondéncia biunivoca entre essas duas expressoes, retira-se o fator 1/T, da segunda expressio
e o inclui na primeira, de maneira a obter:

N-1 . A® N-1 .
f(t“)Z Zcq e|2nqn/N Ez_ch e121[qn/N
q=0

T g=0

H|P—‘

—1
Cy =AY f(t,) e ™Y
n=0 (7-2.19)

z

Logo, com a troca da notagdo C, por F(imy) e como (1/T, = Aw/2), o par de expressoes
anterior fica igual ao das transformadas de Fourier expressas na Equacao 7-2.16.

Diz-se que a representagdo grafica de IF(imy)l versus wy € o espectro de amplitudes da
transformada de Fourier discreta.

Serd demonstrado na Subsecdo 7-3.4 que F(imy) e F(ioy.q), em que 0<q<N/2, sdo
complexos conjugados. Portanto, s6 hd necessidade de aplicar a segunda expressao da
Equacao 7-2.16 com q variando de 0 a (N/2—1). Assim, escreve-se o seguinte algoritmo.

% Com a manutengio da correspondéncia biunfvoca, pode-se multiplicar uma dessas transformadas por um fator
e dividir a outra por esse fator. Assim, ao utilizar programa automatico com essas transformadas é necessario
identificar a forma das mesmas.
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— Especificacdo de T,, N e de f(t,), com n variando de 0 a (N-1).

At=T,/N
— q=0,1,2, .-- N/2
aux =0

n=0,1,2, -+ (N-1)
aux = aux +£(t_)-e>™"N
F(i(:)q) = aux - At

—= q=1,2, --- (N/2-1)
F(iwy_,) = complexo conjugado de F(iw, )

ALGORITMO 7-2.1 Obtencao da transformada de Fourier discreta.

Ja para a transformada inversa, escreve-se o Algoritmo 7-2.2:

— Especificacio de T,, N ¢ de F(im,), com ¢ variando de 0 a (N-1).
—» n=0,12 --- (N-1)
aux =0

q=01,2, --- (N=1)
le =aux+ F(imq).eihqnm

i )= TL Re(aux)

]

ALGORITMO 7-2.2 Obtencao da transformada de Fourier inversa discreta.

Nesse algoritmo, o valor superior da varidvel incremental n pode ser menor do que
(N-1), o que € qtil para reduzir as multiplicacdes com varidveis complexas e porque
costuma ndo ser necessdrio determinar a transformada inversa em toda a extensdo
AT. Especificou-se parte real na dltima linha desse algoritmo, porque aproximagdes da
aritmética em ponto-flutuante podem conduzir a residuos de parte imagindria em f(t,) que
em aritmética infinita € real.

Além disso, importa reconhecer que, enquanto a transformada de Fourier continua
representa exatamente a fungao f(t), a transformada de Fourier discreta expressa de forma
aproximada apenas uma forma periddica dessa fungdo. Consequentemente, para utilizar
essa transformada, as correspondentes aproximagdes precisam ser controladas, como serd
detalhado na Subsecdo 7-3.4.

EXEMPLO 7-2.3

Para comprovar numericamente as transformadas de Fourier discretas, considera-se a funcao re-
presentada na Figura E7-2.3a, que tem a transformada de Fourier continua:

sin(t,m) . cos(t,m)—1
+i
®

Flio) = | e™'dt =
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()4

I £,=0,390 6255

tems
FIGURA E7-2.3a Funcao degrau.

Adota-se a discretizagdo dessa fungdo com (T, = 10s) e (N = 2'9),

Nas Figuras E7-2.3b e E7-2.3c estdo mostradas a parte real e a parte imaginaria da transformada
de Fourier. As linhas continuas representam resultados da transformada continua e as linhas ponti-
Ihadas, da transformada discreta. Praticamente, tem-se coincidéncia de representacdes.

Re(F(iw))
0,4

2

0,2

0 W

0 50 100 rad/s

FIGURA E7-2.3h Parte real da transformada de Fourier.

Im(F(i w))

0,1

-0,2

0 50 100 rad/s

FIGURA E7-2.3c Parte imaginaria da transformada de Fourier.
Finalmente, na Figura E7-2.3d, esta representada em linha continua a discretizacao inicial, e

em linha pontilhada, a transformada de Fourier inversa. Tem-se coincidéncia de representagdes, o
que mostra recuperagao da fungao continua original, a menos da descontinuidade dessa fungao.

1,0 x

0,5 }L
0 !

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0s

FIGURA E7-2.3d Transformada de Fourier inversa.

ft)
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7-2.3 Transformadas rapidas

Os algoritmos apresentados na subsecdo anterior sdo simples e foram utilizados em todos
os exemplos numéricos deste capitulo, mas nao sdo computacionalmente eficientes.

Cada uma das transformadas discretas expressas na Equaciio 7-2.16 tem N somatorios e N
multiplica¢des com varidveis complexas. Em caso de valor elevado para N, a aplicacdo direta
dessas expressdes demanda excessivas multiplicagdes. Grande parte dessas multiplicacdes
pode ser evitada, o que deu origem as transformadas de Fourier rdpidas (FFT—Fast Fourier
Transform) apresentadas pioneiramente por J. W. Cooley e J. W. Tukey, em 1965.

Para breve esclarecimento dessas transformadas rapidas, escreve-se a transformada direta
discreta contida na Equacao 7-2.16 sob a forma:

N-1
F(iog)/At= Y f(t,)e 2™/N

n=0

N/2-1 N/2-1
N F(l(l)q)/At — z f(th) e—127|:q(2n)/N + 2 f(t2n+1) e—lan(ZnH)/N
n= n=0
N/2-1 . ) N/2-1 .
N F(i(,l)q)/At — 2 f(th) e—1210qn/(N/2) +e—12nq/N z f(t2n+1) e—1210qn/(N/2)
n=0 n=0 (7—220)

Essa expressdo mostra a divisdo do cdlculo de F(iw,) em duas parcelas de N/2 somas,
em que os termos pares da sequéncia de f(t,) comparecem na primeira parcela, e os termos
de ordem fmpar, na segunda parcela.” Com essa divisdo, em lugar de N> multiplicacdes
com varidveis complexas, passa-se a ter (2(N/2)* =N*/2) multiplica¢des. Além disso, como
(N =2", (N/2 =2"") é um niimero par, o que permite a divisdo de cada uma das referidas
parcelas em duas outras e, assim sucessivamente, até que em cada parcela se tenha uma
Unica multiplicagcdo de varidveis complexas. A mesma sequéncia de divisdes em parcelas
de somatdrios se aplica a transformada inversa discreta, com idéntica reducao de multi-
plicacdes.’

Com o descrito procedimento, o ndmero total de multiplicacdes com varidveis com-
plexas, em cada transformada, reduz de N? para (N/2)¢og,N. E a Tabela 7-2.1 apresenta as
percentagens dessa reducdo para diferentes valores de N, o que evidencia a impressionante
eficdcia das transformadas de Fourier rdpidas.

! Cooley, J. W. & Tukey, J. W., 1965, An Algorithm for The Machine Calculation of Complex Fourier Series,
Mathematics of Computation, vol.19, pp. 297-301. Nesse artigo, tem-se a restricdo de N ser miltiplo inteiro
de 2, restricao esta que foi eliminada em artigos posteriores. Assim, atualmente a expressao transformada de
Fourier rdpida se refere a uma familia de eficientes algoritmos de obtengdo de transformada de Fourier discreta.

B o chamado lema de Danielson-Lanczos.

? Os sistemas computacionais disponibilizam rotinas dessas transformadas com diferentes condi¢des de nor-
malizagdo, o que requer atenc¢ao do usudrio. Um algoritmo de transformada rapida detalhado para programacao
¢ encontrado em Cooley, J. W.; Lewis, P. A. W. & Welch, P. D., 1969, The Fast Fourier Transform and its
Applications, IEEE Transactions on Education, vol. 12, pp. 27-34. Um programa dessa transformada em FOR-
TRAN ¢ encontrado em J. F. Hall, 1982, An FFT Algorithm for Structural Dynamics, Earthquake Engineering
and Structural Dynamis, vol.10, pp.707-811.
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Tabela 7-2.1 Reducao de multiplicagbes em transformada
de Fourier rapida.

N Percentagem de reducao
28=256 98,44
29=512 99,12
21921024 99,51
2'1=2048 99,73
2'2=4096 99,85

7-3 OSCILADOR SIMPLES AMORTECIDO

O oscilador simples foi estudado em notagdo trigonométrica nos Capitulos 2 e 3. Nesta
secdo, determina-se, em nota¢do complexa, a resposta desse oscilador sob for¢cas harmonica,
periddica arbitrdria e aperiddica. Na Secdo 7-4, a andlise sob for¢a aperiddica discreta serd
apresentada em formula¢do matricial.

7-3.1 Forca harménica
Uma forca cossenoidal pode ser escrita sob a forma: '’

f(t)=f, cos(wt)=f, Re(cosot+isinwt) — |f(t)=f, Re(c™") (7-3.1)

onde Re expressa a parte real da funcio complexa e'".

A seguir, obtém-se a resposta do oscilador simples sob essa forca, nos casos do amorte-
cimento viscoso e do amortecimento estrutural.

7-3.1.1 Amortecimento viscoso
Com a expressao de forga anterior e amortecimento viscoso, tem-se a equagdo de mo-
vimento:

| mii(t) + cit(t) + ku(t) = f, Re(e'®") | (732)

Escreve-se, agora, a solu¢@o de deslocamento em regime permanente expressa na Equa-
¢230 3-4.2 com notagdo andloga a da referida forca:

u, () =a, cos(®t— ) =a, Re(cos(wt— ) +isin(®t—9))
— up(t)=Re(a,e'®®)=Re(ape %) (7-3.3)

Para escrever a solucdo anterior em forma mais compacta, adota-se a notacio de amplitude
complexa, solugdo no dominio da frequéncia ou resposta complexa em frequéncia:

U(io)=a,e™ (7-3.4)

iot

' Uma forca senoidal pode ser escrita sob a forma f, Im(e'"), onde Im indica a parte imaginaria.



294 CAPITULO 7 Anélise no Dominio da Frequéncia ELSEVIER

que contém o angulo de fase entre a resposta e a forga externa, expresso na Equagdo 3-4.9,
que se repete:

2r§
=arct
¢ & 1-r? (7-3.5)

em que r € a razdo de frequéncias, ®/0,.

Logo, sem o indice p, por simplicidade, a solu¢do de deslocamento anterior escreve-se
sob a forma:

[u(t) = Re(U(iw)e™") (7-3.6)

que expressa que a solucdo é harmdnica com a mesma frequéncia que a da forga
externa.

Com a substituicdo dessa solucdo na equagdo de movimento anterior e sem indicacdo
de parte real, também por simplicidade, obtém-se a referida amplitude sob a nova forma:

fo

iot —f ot
k—-mo’ +ico (7-3.7)

(-mo’ +ico+k)U(im)e e — U(im)=
Além disso, utiliza-se a notacdo de funcdo de transferéncia (na frequéncia) ou funcio
(complexa) de resposta em frequéncia: ''

1

Hio)= k—mo’ +ico
(7-3.8)

~ ~ . 12
Com essa funcdo, escreve-se a solucdio em regime permanente:

u(t) =Re(f,H(iw)e™") (7-3.9)

Como (w; =k/m) e (c=2& w,m), escreve-se aquela fun¢do também sob as formas:

1 1
H(iw)= Hlio)=———
(i) k(1—(m/wn)2+12§(m/mn)) - (i) k(-1 +i2r &)

(7-3.10)

Para melhor entendimento dessa func¢do, utiliza-se a representacdo no plano complexo
ou plano de Argand mostrado na Figura 7-3.1. " No caso, tem-se a varidvel complexa:"*

(=) +i2rE=J(1-r*) +(Q2r&)* e (7-3.11)

' Vale registrar que essa fungio contém a frequéncia forcante e as caracteristicas do oscilador.

"> Observa-se que, com for¢a harménica de amplitude unitdria, a amplitude da resposta de deslocamento é igual
a funcio de transferéncia, isto é, essa funcdo representa a resposta em regime permanente do oscilador sob a
referida forga. Por essa razdo, essa fun¢io recebe também o nome de flexibilidade dindmica.

" Representagio geométrica apresentada pelo matemdtico francés Jean-Robert Argand (1768-1822).

'* O primeiro membro dessa equacio é a forma retangular de niimero complexo, e o segundo membro, a forma
polar.
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Im

A= a-rH +@2re)’

tgg=—>-

1-r?

2rg

FIGURA 7-3.1 Representacao de variavel complexa.

Logo, obtém-se a funcdo de transferéncia sob a nova forma:

! _ S [H(io)=[H(w)|e ™
kJ(1=12)> +(2r&)* e (7-3.12)

H@iw)=

em que se identifica o médulo:

IH(io)| = 1 Aq

ky(—=1?)* +(2r&) ~k

Isto é, o médulo da referida funcao € igual ao fator de amplificacdo dindmica que foi
definido na Equacgdo 3-4.15, dividido pelo coeficiente de rigidez.

(7-3.13)

Além disso, com a substituicdo da Equacao 7-3.12 na solugdo expressa na Equacao 7-3.9,
chega-se a nova forma da solug¢do de deslocamento em regime permanente:

‘u(t):fo H(io)| Re(e“‘“““’))\ (7-3.14)

em que se tem a amplitude de oscilagdo:
a, :fo |H(l(0)| (7_315)

No citado regime, com amortecimento viscoso, a energia dissipada € igual ao trabalho
realizado pela for¢a externa, que para um ciclo de oscilag@o se escreve:

2n/ .
Ed/viscosoz_';iclo f(t) du= J.O o f(t) u(t) dt (7_3 16)

onde

f(t)={, cos(ot)
u(t)=—wa, sin(wt—¢) (7-3.17)

Assim, reescreve-se a energia dissipada em um ciclo:

2n/o .
Eaniscoro ==0apf [ cos(@sin(@t-0)dt=—oapf, | -

nsinq))

®

2 2
T a, sing Ta, tgd

Edjviscoso = B A
|H(10))| - d/viscoso |H(1(D)| '—1+tg¢2

(7-3.18)

- Edpiscoso =T apfo sin ¢ =
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Logo, com base nas Equacdes 7-3.5 e 7-3.13, a expressdo anterior fornece:

Eunino = T k2 = (7-3.19)

que é o mesmo resultado expresso na Equacdo 3-5.23 e que evidencia que essa energia
é funcdo da frequéncia forcante.

7-3.1.2 Amortecimento estrutural

O amortecimento estrutural foi apresentado sucintamente na Subsecdo 3-1.2. A seguir,
esse amortecimento € descrito de forma mais ampla e utilizado na equagdo de movimento
do oscilador simples.

O comportamento elastico linear de materiais € uma simplificacdo do comportamento
real. Em materiais sob tensdes ciclicas no dominio eldstico, sempre ha dissipacao de energia
devida ao atrito interno e as deformagdes pldsticas em escala microscépica. Com isso, as
trajetorias de carregamento e de descarregamento de um material ndo sdo coincidentes, como
ilustra a Figura 7-3.2. Ocorre a formagdo de um ciclo de histerese, cuja area delimitada é
igual a energia dissipada.

f(t) 4 (t) 4

y u() y )
2 7

Material linear Material ndo linear

FIGURA 7-3.2 Ciclos de histerese.

Experimentos com diversos materiais, como metais, borracha, vidro etc., evidenciam
que a referida dissipacgdo praticamente independe da frequéncia forcante, o que motivou a
concepgdo do modelo de amortecimento estrutural, histerético ou sélido."” Os primeiros
experimentos com esse modelo foram conduzidos por A. L. Kimball e D. E. Lovell, em 1927,

'S & controverso o uso desses nomes na literatura. Aqui, o termo amortecimento estrutural é utilizado em
referéncia apenas a dissipagdo de energia devida ao atrito em material sob ciclos eldsticos. Contudo, por vezes
esse termo € usado quanto ao atrito em conexdes entre componentes estruturais e em aparelhos de apoio, como
também usado em referéncia a todas as causas de dissipag@o, além de ser adotado em caso de ciclos de histerese
além do limite eldstico. Devido a essa imprecisdo de terminologia, um nome mais adequado para o presente
amortecimento seria amortecimento em material eldstico, e um nome mais esclarecedor para o amortecimento
viscoso seria amortecimento visco-eldstico.
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e as primeiras aplica¢des foram em andlises aeroelasticas de asas de avido, conduzidas por
. 16
H. G. Kiissner, em 1929.

Esses experimentos mostraram que esse amortecimento depende do tipo do material
e, por serem conduzidos em comportamento eldstico, ndo inclui a energia dissipada em
escala macroscépica, que deve ser considerada em comportamento nao linear do modelo.
Mostraram também que a forca de amortecimento em regime permanente € proporcional a
velocidade (linear ou angular) e inversamente proporcional a frequéncia for¢ante, podendo
ser escrita sob a forma:

u(t)

f,()=mk—=
Ol ] (7-3.20)

onde m € o denominado coeficiente de amortecimento estrutural. A constante k foi incluida
nessa defini¢do de forca para que esse coeficiente seja adimensional e que essa forca possa
ser expressa juntamente com a forga restitutiva eldstica.

Com a consideragdo de que a resposta no referido regime seja na frequéncia forgante,
como expresso na Equacdo 7-3.6 para uma a¢ao cossenoidal, tem-se a resposta de velocidade:

u(t) =ioRe(Uio) &) =im u(t) (7-3.21)

que é defasada de 90° em relacdo a resposta de deslocamento. Logo, com a substitui¢ao
dessa expressiao na equagdo anterior, obtém-se a for¢a do amortecimento estrutural sob a

forma usual:
f, (t) =1in ku(t) (7-3.22)

que ¢ func¢ao da forga eldstica ku(t). Essa é chamada forma complexa da forca do amorte-
cimento estrutural. No caso, ndo se explicita a dependéncia dessa forca em relacao a frequén-
cia forcante, e a constante imagindria expressa que essa forca € em fase com a velocidade.

Com essa forga e acdo externa harmonica, escreve-se a equagdo de movimento do os-
cilador simples:

mii(t) + inku() + ku(t) = £, — | mii(t) + k(1 +inu(t) = f, ' | (7-3.23)

em que, em caso de acdo cossenoidal, vale a parte real da solucdo u(t).

Nessa equagdo, o fator (k(1+im)) € denominado rigidez complexa, e o fator (k(i+in)u(t))
é chamado de forca restauradora complexa."

Com a substituicio, nessa ultima equagdo, da solug@o de deslocamento em regime per-
manente expressa na Equacio 7-3.3 e a omissao da indicag@o de parte real, por simplicidade,
obtém-se:

(-m’+k(1+in) Ulio) ' =f,e" (7-3.24)

'® Neumark, S., 1962, Concept of Complex Stiffness Applied to Problems of Oscillations with Viscous and
Hysteretic Damping, Ministry of Aviation, Aeronautical Research Council, Reports and Memoranda, n™ 3269.

"7 Essa “rigidez” foi utilizada pioneiramente por R. Kassner, em 1936.
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~ P A a8
Dessa expressdo, tem-se a resposta no dominio da frequéncia:

fy =f,H(iw)

U(iw) = s
mo +k(1+in) (7-3.25)

em que se identifica a nova func¢do de transferéncia:

1 1
—mo’+k(1+in) k(-1 +in) (7-3.26)

H(iw) =

Também, em desenvolvimento semelhante ao do amortecimento viscoso, chega-se a
solucdo expressa na Equacdo 7-3.14, mas com o médulo de funcdo de transferéncia:

1
Hio)=——u=—
| | ky(1-r*)’ +7’ (7-3.27)
e com o angulo de fase:"’
=arct,
¢ £ -1 (7-3.28)

Vé-se que a resolu¢do com o amortecimento viscoso se transforma em resolucao com
0 amortecimento estrutural, com a simples substituicao das expressdes da funcdo de trans-
feréncia e do angulo de fase.

Assim, a expressao de energia dissipada da Equacao 7-3.18 é também vdlida com o
amortecimento estrutural, que, com as expressoes anteriores de médulo da fung¢ao de trans-
feréncia e de angulo de fase, fornece:

1
I=-1r" J14m*/(1-1?)

Essa expressio foi apresentada na Equacao 3-5.29, sem demonstracdo. Ela é independente
da frequéncia forcante, como € evidenciado por experimentos fisicos. J4 com o modelo de
amortecimento viscoso, a energia dissipada varia linearmente com essa frequéncia, o que é
ilustrado na Figura 7-3.3.

Vale identificar que, em caso do amortecimento estrutural, a fungdo de transferéncia e o
angulo de fase recaem nas correspondentes expressdes do amortecimento viscoso ao fazer:

(7-3.30)

Esse € o resultado que foi expresso na Equagdo 3-5.31 e obtido igualando-se as energias
dissipadas com os dois amortecimentos, o que torna a dissipacdo de energia dependente da

" Mantém-se a convengio de letra maitscula representar fungio no dominio da frequéncia e letra mindscula,
no dominio do tempo.

" Importa observar que o maximo valor desse médulo ocorre com (r = 1), e que a resposta nunca é em fase com
a acdo externa.
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A ) .
Eq Amortecimento viscoso

Amortecimento estrutural

nalf kn

Ye

Wn

FIGURA 7-3.3 Energia dissipada versus frequéncia forcante.

frequéncia forcante. Por essa razdo, ¢ mais indicado adotar a equivaléncia apresentada a
seguir.

As curvas de resposta em frequéncia com os amortecimentos viscoso e estrutural sao
semelhantes e préximas entre si. Os valores maximos dessas curvas, com o amortecimento
viscoso, ocorrem muito préximos de (r = 1) e, com o amortecimento estrutural, exatamente
em (r = 1). Logo, como a maior relevancia do amortecimento ¢ limitar as amplitudes em
condicao de ressonancia, € pratico adotar equivaléncia entre esses amortecimentos baseada
na coincidéncia de frequéncias, (0 = ®,).

Nessa condi¢@o e com amortecimento estrutural, obtém-se a amplitude:

. f()
Apresmra = £ [H®)] _, = kn (7-3.31)
Com o amortecimento viscoso, obtém-se:
. f,
By =1 HGO) =77 (7-3.32)

Com a igualdade dessas duas expressoes, obtém-se as equivaléncias:

(7-3.33a)

(7-3.33b)

A Figura 7-3.4 mostra a representac@o do fator de amplificacdo dindmica versus razao
de frequéncia, e a Figura 7-3.5, a representacdo do angulo de fase. Os tragados continuos
sdo referentes ao amortecimento viscoso, e as linhas pontilhadas dizem respeito ao amor-
tecimento estrutural. Identifica-se coincidéncia de representagdes na razio de frequéncias
igual a unidade, que foi a condi¢@o de equivaléncia adotada. Vé-se que, para valores usuais
de amortecimento e razdes de frequéncias diferentes da unidade, essas representagdes sdo
muito pouco diferentes entre si. Ou seja, a resposta com o amortecimento estrutural € igual a
resposta com o amortecimento viscoso na condi¢éo de (0 = m,) e ¢ muito pouco diferente em
caso de (0 # m,). Assim, dada a incerteza no estabelecimento de valor para o amortecimento
de uma estrutura, é pratico utilizar a equivaléncia anterior e efetuar a anélise no dominio
do tempo.
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Fator de amplificacdo dindmica

10
. (il _£=02e n=004
. i
{ £=0,05 ¢ n=0,1

7 1
i j */ n=0’2 |
; JAO oo
. VR .-
) o AN
1l ua~“*““””jﬁ#ﬂr WMN“ﬁh

|
% 0,5 1,0 1,5 2,0

Razdo de frequéncias r = o/,

FIGURA 7-3.4 Fator de amplificacao dinamica versus razao de frequéncias.

Angulo de fase

180°

£=0,02—]

135°

90°

2,0 3,0
Razdo de frequéncias r =/,
FIGURA 7-3.5 Angulo de fase versus razio de frequéncias.

Com a equivaléncia expressa na Equacdo 7-3.33a, passa-se a ter as seguintes expressdes
de fun¢do de transferéncia e de angulo de fase:

HGiw)=—5——
O =P +i28) (7-3.34)
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1
H(o)|=—————
k(1 -y +48> (7-3.35)
_ 28
¢ =arctg 1-12 (7-3.36)

Além disso, com a substitui¢do das Equagdes 7-3.35 e 7-3.36 na Equacdo 7-3.18, ob-

tém-se:
Ed/viscoso :nagkzé (7-337)

o que confirma que a energia dissipada independe da frequéncia forcante ao se adotar
(T]eq = Zi)

7-3.2 Forca periddica arbitraria

Na Segido 3-6 foi obtida a resposta de deslocamento em regime permanente do oscilador sim-
ples linear sob forca periddica arbitraria, sob a forma de uma soma de solugdes harmdnicas em
notacdo trigonométrica. A mesma resposta pode ser escrita em nota¢do complexa exponencial,
como desenvolvido a seguir. Esse desenvolvimento serd titil para o tratamento desse oscilador
sob for¢a aperiddica, com transformada de Fourier, que sera apresentado na proxima subsecao.

Com o desenvolvimento de uma excitagdo de periodo T, em série de Fourier, a equacao
de movimento do oscilador simples de amortecimento viscoso fica sob a forma:

mi(t)m + cu(t) +ku(t) = 2 Cyeit
S (7-3.38)

em que (0, = 21t/ T,) e C, € o coeficiente de Fourier expresso na Equacio 7-1.6.

A partir da solu¢do em regime permanente expressa na Equacado 7-3.9 para o caso de
forca harmonica, tem-se a solucio de deslocamento:

oo

u®)= Y, (Hliqo,) Cye ")
4= (7-3.39)

Nessa solugdo, ocorre a funcao de transferéncia do g-ésimo harmdnico, que, de acordo
com as Equacdes 7-3.8 e 7-3.10, se escreve:

1 _ 1

kK-m(qo,)* +icqw, k(-1 +i2r,&) (7-3.40)

H(iqm,) =

e onde se utiliza a nova notacdo de razdo de frequéncias:

_9 [O8
, (7-3.41)

Iq

De forma andloga a solug@o expressa na Equacdo 7-3.14, a solucdo anterior pode também
ser escrita como:

u(t)= Y, Cq[H(iq,)|e" 9%
4= (7-3.42)
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em que se tem o médulo da funcdo de transferéncia associado ao harmonico de frequéncia qa,:

1
[H(iqo, )| =
kJ(-1)’ +2r,&)’ (7-3.43)
e se tem o angulo de fase:
¢, =arctg 2 rqé
-1 (7-3.44)

A solucdo expressa na Equacdo 7-3.39 e na Equacdo 7-3.42 € periddica como a agdo
externa. Com um valor de q, préximo a frequéncia natural, ry € proximo da unidade, o que
implica grande contribui¢do do correspondente componente harmonico na resposta de des-
locamento, particularmente em caso de amortecimento muito pequeno. E oportuno observar
que a forma complexa de solug@o anterior € mais compacta do que a forma trigonométrica
apresentada na Equagao 3-6.14.

Em obtencdo da forma complexa do amortecimento estrutural na Subsecdo 7-3.1.2,
pressupds-se que a velocidade fosse harmonica simples e defasada de 90° em relagéo ao
deslocamento. Assim, na suposi¢do de que com esse amortecimento e a¢ao periddica arbi-
traria se tenha oscilagcdo préxima a harmdnica, basta substituir na solucdo de deslocamento
anterior as seguintes expressoes:”’

1
ky(-15)” +n? (7-3.45)

0y = alrctgl2
l-x (7-3.46)

[H(iqo, )| =

em que pode ser adotada a equivaléncia de amortecimento expressa na Equacdo 7-3.33a.

7-3.3 Forca aperiodica

Considera-se, agora, a equacido de movimento do oscilador simples viscoso:

| mii()+ci(t) + ku(t) = £(0) | (7-3.47)

em que f(t) é uma forca aperiddica.

Na transformada inversa que consta na Equacdo 7-2.4, F(im)dw/(2r) é a amplitude in-
finitesimal do componente harmonico de frequéncia ®, no desenvolvimento de f(t). Logo, de
acordo com a Equacdo 7-3.9, escreve-se a resposta infinitesimal de deslocamento em regime
permanente do oscilador simples:

F(iow) dw
21

du(t)= Re( H(io) ei“"j

(7-3.48)

20 N . . ~ T 3 Zo N .

Quando a frequéncia dominante de uma acao periddica é proxima de uma frequéncia natural, o correspondente
modo natural de vibragdo fica predominante na resposta, o que torna mais consistente adotar o modelo de
amortecimento estrutural.
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Logo, em comportamento linear, a solu¢ao de deslocamento (no dominio do tempo) sob a
forca aperiddica f(t) é a sobreposicio das respostas infinitesimais no intervalo de frequéncias
21
de —c0 a +00, 0 que se escreve:

1 m 2 2 iot
un=>- L H(io) F(io)e™ do

(7-3.49)
em que F(iw) € a transformada de Fourier da forca f(t).”
Além disso, com a notacdo de solucao no dominio da frequéncia:
U(im) =H(iw) F(i0w)=H(io) 7(f(1)) (7-3.50)
a soluciio de deslocamento anteriormente obtida toma a forma mais compacta:™
Lo~ . P
u(h=o- |7 vio) e do=7"Udo) s

Isto é, a transformada de Fourier inversa da solucido no dominio da frequéncia é a solu¢do
no dominio do tempo, o que implica a transformada direta:

U= |~ u®e ™ di=7(u()

(7-3.52)

Nota-se que a fungdo temporal estd representada em letra mindscula, e a solu¢iao no
dominio da frequéncia estd denotada em maitsculo.

A transformada de Fourier de f(t), juntamente com as Equacdes 7-3.50 e 7-3.51, € utilizada
naresolucao através do dominio da frequéncia. Com aquela transformada obtém-se a “acio no
dominio da frequéncia” F(imw); em seguida, com essa acdo e a fungao de transferéncia Him),
determina-se a soluc¢do nesse dominio, U(iw), e, finalmente, com a transformada inversa de
Fourier dessa solucdo, chega-se a solugao u(t) no dominio do tempo, em regime permanente.

Outra forma de obter a solu¢cdo no dominio da frequéncia é com a aplicagdo da trans-
formada de Fourier a equacgado diferencial de movimento do oscilador, que em caso do
amortecimento viscoso, fornece:

T(mii(t) +cu(t)+ ku(t) =7 (1) — 7T(mii(t)+7 (cu(t))+7 (ku(t)) = 7(f(t))
— —mo’ 7(u(t)+ico 7(ut)+k 7)) =7 (1) » (mo*+ico+k) Ulin)=F(in)
(7-3.53)

Vé-se que a transformada de Fourier converteu uma equagdo diferencial na varidvel
temporal, em uma equacio algébrica na varidvel frequéncia. E essa equagdo tem a solugdo:

! F(io) = H(im) 7 (f(1))

Ulie)= k—mo?* +ico
(7-3.54)

*' Nio hd necessidade de indicar que nessa solugio vale a parte real, porque a cada niimero complexo corres-
ponde o seu conjugado, de maneira que as partes imagindrias se cancelam.

*2 Em resumo, como essa forca é considerada através de uma soma infinita de fungdes harmdnicas de frequéncias
de variag@o continua, a solug@o € a integral das respostas infinitesimais do oscilador a essas funcdes.

» Assim, a andlise no dominio da frequéncia tem base em superposigio de respostas individuais a forgas externas
harmonicas e, na presente forma standard, nao considera o efeito de condigdes iniciais.

I
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que é o mesmo resultado que foi expresso na Equacdo 7-3.50.
E relevante, para desenvolvimentos futuros, definir o delta de Dirac centrado no instante T:
8(t—-1)=0 para t#T (7-3.55a)

. Y
que corresponde ao impulso unitério:**

+oo
[ s-ma=1 (7-3.55b)

Considerando o delfa de Dirac com a dimensdo s, esse impulso € adimensional e esta
ilustrado na Figura 7-3.6.

|

]/At T+At
lim [ 8(t—7)dt =1

T At=0

Yy

At
FIGURA 7-3.6 Impulso unitario.

Com a defini¢do anterior, uma for¢a de magnitude f aplicada no instante T escreve-se sob
a forma denominada propriedade de filtragem:

f(1)= j:’ £()3(t—1)dt (7-3.56)

Além disso, de acordo com o par de transformadas contido na Equacgao 7-2.4, escreve-se:

TE(-m)= ] 8(t—1c @ di=e "
T =8(t-1) (7-3.57)

Essas expressoes, para um impulso que atua no instante zero, particularizam-se em:

{T(é(t» =1
7 MH=3(1) (7-3.58)

Logo, com a substitui¢do da primeira expressao desse par na Equagao 7-3.50, obtém-se
(U(im) = H(iw)). Isso significa que a resposta no dominio da frequéncia a um impulso unitario
centrado na origem (em caso de condig¢des iniciais nulas) é a fungao de transferéncia, ou seja,
é a transformada de Fourier direta daquela resposta:

H(io)= | h(e ™ de=7(h(v)

(7-3.59)

** Na Subsegio 3-7.1 foi utilizado o termo impulso de curta duragdo em referéncia a f(t) dt que tem a dimensio
N.s=kg.m/s.
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Naturalmente, de forma inversa tem-se:

h(H)= ZL I” M) e'do=7"(H(iw)
-l

(7-3.60)

Assim, a resposta no dominio do tempo a um impulso unitdrio que atua no instante zero
e a fungdo de transferéncia constituem um par de transformadas de Fourier. Diz-se que a
funcdo de transferéncia tem as caracteristicas do oscilador no dominio da frequéncia e que
a resposta a um impulso unitdrio tem essas caracteristicas no dominio do tempo.

Quanto ao caso de for¢a aperiddica e amortecimento viscoso, tem-se a integral de

Duhamel expressa na Equacdo 3-7.3, que se repete:

u()=—— j‘ f(1) e sin(w, (t-1)) dt, t>71
mo, (7-3.61)

Nessa expressao, identifica-se a resposta, no dominio do tempo, ao impulso unitario que

atua no instante T:

h(t—1)= 1 etonen sin(, (t—1)), t>1
mo, (7-3.62)

Com base na Equacido 3-3.17, vé-se que essa resposta € idéntica a solugio de deslocamento
em vibracdo livre subamortecida no instante (t — T) devida as condicdes iniciais (u; = 0) e
(v;=1/m).

. . . . 25
Além disso, com a resposta anterior, tem-se a nova forma da integral de Duhamel:

u(t)=J:f(‘c)h(t—‘c)dT >t

(7-3.63)

Essa integral de convolugdo, com a propriedade expresso na Equacdo 7-2.11, reescreve-se
como:

u(t)=f(t)®h(t) — 7(u(t)=7{(t)®h(t))=F({in)Hin) — 7(u(t))=U(im)

Esse é o mesmo resultado que foi expresso na Equacao 7-3.52. E com aquela integral, a
Figura 7-3.7 ilustra os dois encaminhamentos de andlise.

Dominio do tempo Dominio da frequéncia
f—A—\ /—-A_—\
) TE®) F(io)
ht) — )|y
A l
w0 = f@hM) ~—29D yiw)=Hiiw)Fio)
(convolugdo) (multiplicagdo)

FIGURA 7-3.7 Analises nos dominios do tempo e da frequéncia.

» A forga é considerada como uma soma de impulsos.

I
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Na Subsecdo 3-7.1 foi exposta a dificuldade de resoluc@o analitica da integral de Duhamel,
além do fato de que as a¢des aperiddicas costumam ser definidas de forma discreta. O mes-
mo ocorre quanto a resolu¢do no dominio da frequéncia, o que torna necessario utilizar as
transformadas de Fourier discretas.

Para isso, no caso viscoso e em semelhanga a Equacdo 7-3.40, tem-se a funcdo de
transferéncia:

! . q=0, 1, 2.-(N-I)

Hio)=—F——
) k—m; +ico, (7-3.64)

com (0, = 21q/T,).

Ja em caso do amortecimento estrutural, a partir da Equacao 7-3.26, escreve-se a funcao
de transferéncia:*

L . q=0,12,-(N-1)

Hiw,)=——————
7 —ma +k(1+in) (7-3.65)

Com uma dessas duas fun¢des e com F(iw,), tem-se a solu¢do no dominio da frequéncia:

U(io,) = H(i0,)F(i0,), q=0,1,2,--(N=1D)| (7-3.66)

Logo, a partir dessa solucdo e em semelhanca a transformada de Fourier inversa contida
na Equacgao 7-2.16, obtém-se a solu¢io de deslocamento na sequéncia dos instantes adotados:

N-1
u(t,) =@ZU(imq) >N =797 (U(iw,)) , n=0, 1, 2,---(N-1)
2m 4% (7-3.67)

Assim, f(t,) com (n =0,1,2) sdo os dados no dominio do tempo e a entrada ao dominio da
frequéncia; (F(iw,) = 70 (f(t,)) com (q =0, 1,2) sdo os dados no dominio da frequéncia; H(io,)
transforma esses dados na solug@o nesse dominio U(iw,) e, finalmente, TW’I(U(imq)) éa
solu¢do no dominio do tempo, u(t,).

Essa andlise tem o Algoritmo 7-3.1.

— Especificacao de k, m, ¢ ou n, T,, N e de {(t,), com n variando de 0 a (N-1).
F(io ) =70(f(t,)), q=0,12,...(N-])

q=0,L2,...(N-1)

mq =2th/T0
1
mo, +k(1+in)

1 :
H(iw)=—m——F—————— ou H(iw,)=
( q) kfm(uj +icmq 4

Ui, ) = H(io,) F(io,)

u(t,)=70"'(U(io,)), n=0,1,2,.. (N-1)

ALGORITMO 7-3.1 Resolucao no dominio da frequéncia.

* Como nio se tem comprovagio experimental do amortecimento estrutural em caso de acio aperiédica, supde-se
que os movimentos vibratdrios sejam proximos a harmonicos.
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7-3.4 Controle das aproximacoes

A transformada de Fourier continua de uma fungio aperiédica representa exatamente essa fun-
c¢dlo através de soma infinita de fungdes harmonicas de frequéncias que variam de forma continua.
J4 a correspondente transformada discreta representa essa funcéio considerando-a como discreta e
periddica, de periodo que inclui a duragio da funco aperiddica original, mais uma extensao finita
de tempo, o que naturalmente implica resultado que difere da transformada continua. Assim,
a solugdo de deslocamento expressa anteriormente € a resposta em regime permanente de uma
extensdo periddica da forca externa que foi discretizada em N instantes igualmente espacgados e,
portanto, as correspondentes aproximagdes precisam ser examinadas, para que possam ser con-
troladas. E, como discutido a seguir, essas aproximagdes dependem do contetido de frequéncia
da forca externa, do periodo fundamental arbitrado, do niimero de instantes de sua discretizagao.
Essas causas ndo sio independentes entre si e fogem ao senso comum.

Inicialmente comprova-se que a fun¢do f(t,) expressa pela transformada de Fourier
inversa discreta é periddica. Para isso, faz-se (n=N+¢) na primeira expressdo contida na
Equacdo 7-2.16 e escreve-se:

Ao NG
f(tnse)=—— 2. F(ig) NN
21 q=0
Ao = o
— f(tnye) = E Z F(l(l)q) ei2m i2nge/N
0 (7-3.68)

i2mn

Logo, como (e“™ = cos2mq+i sin2nq) € igual a 1 com qualquer valor inteiro de g, tem-se

da expressdo anterior:
f(tne) = (1) (7-3.69)

0 que comprova periodicidade.

Verifica-se, agora, a consequéncia de se substituir, no fator exponencial da referida trans-
formada inversa, (n=¢) por —(N-¢). Para isto, escreve-se:

e121tq(—(N—l))/N — e—12nqel2nq£/N _ e121l',q£/N (7_3‘70)

Esse resultado mostra que, caso fossem consideradas frequéncias negativas na trans-
formada, os componentes de ordem ¢ e de ordem —(N— ¢)) teriam a mesma participac@o na
composi¢do da forca discreta, o que justifica terem sido consideradas apenas frequéncias
positivas na expressdo dessa transformada.

Verifica-se, também, o que ocorre ao fazer (q = N- ¢)) na transformada de Fourier direta
discreta, com 0< ¢ <N/2. Para isto, escreve-se:

N-1 N-1
F(ion_¢) = Atz £(t,) o i2TN=-O/N Flioon_ ;)= Atz f(t,) oi2m gi2nn/N
n=0 n=0

—i2mn 4

Logo, como e éigual a | para qualquer valor inteiro de n, a expressdo anterior fornece:

N-1
Fion_¢) = At Y, f(t,) e "N
n=0 (7-3.71)
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Isto é, F(ion_) € o complexo conjugado de F(iw,) e, portanto, tém-se a igualdade de
amplitudes:

‘ [F(ion-)| =[F(io,)| ‘ (7-3.72)

como mostrado na Figura 7-3.8. Consequentemente, pode-se calcular F(iowg) com g
variando de 0 a N/2, e impor que F(imy_q) seja o complexo conjugado de F(im,), como
no Algoritmo 7-2.1. Isso, além de reduzir o volume de célculo, evita que aproximagdes
da aritmética em ponto-flutuante fagam com que F(iwy_q) ndo seja um perfeito complexo
conjugado de F(img).

‘F(imq )‘ A

F(ioy) |Fimyg ) Flioyg )

||||H|I|| nll”MHH‘”HIn nl”HHlH” %

On /2 .
On—¢ :
wy =2n/At

Onye

FIGURA 7-3.8 Espectro de amplitudes da transformada de Fourier discreta.

Também, tem-se:

N-1
F(iw,)= Atz f(t,) e’ =nimeroreal
prd (7-3.73)

e, com N par, obtém-se:

N1 —iZItEnL N1 .
F(ion,)=AtY f(t)e 2 N=AtY f(t,)e ™
n=0 n=0

N-1
— F(ioy,)=At 2 f(t,)(cos(rtn)—1isin(mwn)) = nimero real
n=0 (7-3.74)

Consequentemente, como F(iw,) e F(imy_,) sdo complexos conjugados e as correspon-
dentes fung¢des exponenciais se reduzem a unidade, as correspondentes partes imagindrias
se cancelam na soma da transformada inversa discreta, o que garante que f(t,) seja real.
O mesmo ocorre na solugdo discreta de deslocamentos expressa na Equacdo 7-3.67, pelo
fato de essa solug@o ser obtida com a transformada inversa de U(i®,).

Além disso, devido ao fato de o espectro da transformada de Fourier discreta ter o
periodo NAw, frequéncias superiores a 0y, ndo sdo representadas nessa transformada. Isto é,
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(q=N/2) determina a maior frequéncia representada na transformada de Fourier discreta. Essa é a
frequéncia de Nyquist” ou frequéncia de dobramento, que se escreve a partir da Equagio 7-2.14:

o= N =X
N/2 o, Nz = (7-3.75)
1
- =—
fnn At (7-3.76)

Portanto, 2At é o mais curto periodo de harmonico incluido na transformada discreta,
enquanto o mais longo periodo € igual a T,, arbitrado ao discretizar a agdo externa.

Assim, a acurdcia de representacdo de uma fung@o aperiddica através da transformada
de Fourier discreta pode ser melhorada com a reducdo do espagamento At. Para uma dada
sequéncia de valores discretos f(t,), caso inexistam frequéncias acima da frequéncia de
Nyquist na correspondente funcio continua, a transformada de Fourier inversa discreta
representa exatamente a transformada continua dessa fun¢@o, a menos do carater periédico
introduzido. E o que ocorre no caso do espectro ilustrado na figura anterior em que se tem
(IF(iony)! = 0). Caso contrdrio, hd sobreposi¢ao de valores de amplitudes de Fourier, como
mostra a Figura 7-3.9, o que contamina a solu¢do numérica em fendmeno denominado
aliasing, significando distor¢do de representacdo.

F(im,
‘ ( q)‘ 1 Espectro calculado

Espectro verdadeiro
Espectro do aliasing
4

s

i il

wy =21/ At

FIGURA 7-3.9 Espectro de amplitudes da transformada de Fourier discreta com aliasing.

Caso se identifique que IF(imn)| seja significativo, hd necessidade de reducdo do es-
pacamento At. De forma inversa, caso se conheca a priori a maxima frequéncia relevante na
expansdo da fungdo continua f(t), fns., @ €xpressdo anterior estabelece a seguinte condi¢do
de espagamento dos valores discretos dessa funcao:

;méx.sL - |At<
2At 2;méx. (7'377)

Por outro lado, hd também o interesse em que o espacamento At seja suficientemente pequeno
em relacdo ao periodo natural do oscilador simples, para que a resposta em vibragao livre durante a
extensdo do periodo seja bem representada. Para isso, recomenda-se impor também que At< T}, /10.

¥’ Denominagio em homenagem ao matemdtico sueco-americano Harry Nyquist (1889-1976).
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Falta uma estratégia para escolher a extensdo AT, que é a parte incluida no periodo T, para
que seja eliminado o efeito peridédico introduzido na representagao da fungao f(t) através da
transformada de Fourier discreta. E prético arbitrar essa extensdo de maneira que a amplitude
em vibracdo livre, ao atingir o final do periodo T,, se reduza a um valor irrelevante, como
1% de seu valor no instante t; (vide Figura 7-2.2), por exemplo.

Em caso do amortecimento viscoso, essa redugio pode ser estimada com base na resposta
ao impulso unitario atuante no instante zero, que, de acordo com a Equacio 7-3.62, decresce
com o fator exponencial e ", Logo, escreve-se:

et <1/100 — —Ew,AT¢ne < ((nl—¢n100)

S AT [AT30,733T,/E
Ew,

Assim, para uma dada forga aperiddica definida de forma discreta, as aproximagdes
dependem essencialmente de T, e de N ou, o que dd no mesmo, de At e de N. Em outras
palavras, dependem da resolucéo no tempo, At, e da resolucdo em frequéncia A®.

(7-3.78)

EXEMPLO 7-3.1

Para comprovar numericamente a anélise desenvolvida anteriormente, considera-se a idealizagdo
em oscilador simples do reservatério sob forca de impacto que foi utilizada no Exemplo 3-7.1. Essa
idealizac@o e essa forga estao reproduzidas na Figura E7-3.1a, por conveniéncia.

[k =130,46.10° N/m
4m =456,05-10" kg
flt)em N 4
£=0,03
4,474-10° [
...... k e
- ¢ |m f(t)
= i i i t en_]_s
0,02 0,03 0,05 -

FIGURA E7-3.1a ldealizacao em oscilador simples e forga de impacto.

Inicialmente, adota-se (T, = 15s) e (N = 2%9).
Com essa discretizacdo, tem-se a frequéncia de Nyquist:

T N
On =— > On2=

=214,47rad/s
At T,

Na Figura E7-3.1b estao representadas a parte real e a parte imaginéaria da transformada de
Fourier, respectivamente, simétrica e antissimétrica em relagdo a frequéncia de Nyquist.

Na Figura E7-3.1c esta mostrado o espectro de amplitudes da transformada de Fourier, simé-
trico em relacdo a frequéncia de Nyquist. No caso, essa frequéncia é nula, o que evidencia que o
espacamento (At = T,/N = 0,014 65s) adotado estd adequado.
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Re(F(img)) Im(F(img))
B 1,5:10° 1
105 .t s 'l..
O R o
0 - o~
0 -1,510°
0 WNp2 [ 0 ON72 On

FIGURA E7-3.1b Parte real e parte imaginaria da transformada de Fourier.

[Flio,) 1,510
10°
5-10*

0

0 (NG N
FIGURA E7-3.1c Espectro de amplitudes da transformada de Fourier.

A Figura E7-3.1d apresenta os histéricos de deslocamento nos quinze primeiros segundos.
A representacao em linha continua resultou da anélise no dominio da frequéncia, e a re-
presentacdo em linha pontilhada, da resolucdo por segmentos lineares da agao externa. Essas
representagdes sdao praticamente coincidentes. Contudo, em representagdes de zero a um
segundo e meio, como mostra a Figura E7-3.1e, identifica-se que ocorre um deslocamento
inicial na solucdo obtida através do dominio da frequéncia, o que se deve a adogao de um
valor nao adequado para T,.

u (m
(m) 0,05
0 \j\/\/\f\
-0,05
0 5 10 15s
FIGURA E7-3.1d Histéricos de deslocamento nos quinze primeiros segundos.
m
w05
0 .
-0,05

0 0,5 1,0 1,5s

FIGURA E7-3.1e Histéricos de deslocamento, com condicao inicial espiiria.
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De fato, conforme a Equacao 7-3.78, é indicado utilizar:
AT >0,733T,/£=0,733-1,175/0,03=28,709s — T,>28,709+0,05=28,759s
e foi utilizado (T, = 155s).

A Figura E7-3.1f apresenta os histéricos obtidos com base em (T, = 30s) e (N = 2'!), os quais
tém perfeita coincidéncia de representacéo.

v o5

i \\\//‘\
-0,05 |
0 0,5 1,0 1,5s

FIGURA E7-3.1f Histéricos de deslocamento, sem condigao inicial espiria.

Com a utilizacdo do amortecimento estrutural equivalente expresso na Equacéo 7-3.33a, junta-
mente com a correspondente fungao de transferéncia expressa na Equacao 7-3.65, foram obtidas
representagdes graficas coincidentes com as anteriormente apresentadas.

EXEMPLO 7-3.2

Para evidenciar a importancia da frequéncia de Nyquist, reconsidera-se o oscilador do exemplo
anterior, agora sob a forca (f(t) = 10% % N) que esté representada a seguir.

f(t) em N
10°

5.10°

0

0 S 10 155
FIGURA E7-3.2a Forca aplicada ao oscilador.

Adota-se (T, = 55s) com (N =27), (N =28), (N=2%e (N =21,

Com essas discretizagdes, obtém-se os espectros da transformada de Fourier mostrados na Figura
E7-3.2b. Observa-se que, com o aumento do valor de N, cresce a frequéncia de Nyquist e decresce
a amplitude [F(ioy,,)| -

A Figura E7-3.2c apresenta os histéricos de deslocamento obtidos com os diversos valores de
N. A linha continua, a linha em trago-ponto e a linha tracejada se referem, respectivamente, as
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solugdes resultantes com (N = 27), (N = 2%) e (N = 27). A solugdo com (N = 2'%), ndo representada,
praticamente coincidiu com a de (N = 2°). Independentemente das condigdes iniciais espurias, as
amplitudes diminuem & medida que se aumenta o valor de N, até se estabilizarem com (N = 2°).

N’ N® N° N1
F(iw,) 12:10°
9.10* | !
i r i
6-10° : ] :
‘ / i | ;
3-10* %
s S P = T
oL = mm T

9 :10
G2 =32L7 o) =643 4rad/s

FIGURA E7-3.2b Espectros de amplitudes da transformada de Fourier.

u (m)
0,02} == —
0.01 \ / \ ]
0 \‘\\ // ; \\ //
0,01 N R
0 2s

FIGURA E7-3.2¢ Histéricos de deslocamento.

A extensdo AT, em que valores nulos da acdo externa s@o especificados para eliminar
a periodicidade introduzida com a discretizacdo da transformada de Fourier, implica mais
processamento computacional, o que afeta a eficiéncia da andlise. Além do que, raramente
¢ relevante a resposta apés o cessar dessa acdo. H4, pois, o interesse em um procedimento
que elimine essa periodicidade artificial, sem o uso daquela extensio.™

Um desses procedimentos € subtrair, da solu¢cdo em regime permanente u(t,) obtida com
a andlise no dominio da frequéncia, a solucdo discreta de vibragdo livre devida as condigdes

% Veletsos, A. S. & Kumar, A., 1983, Steady State and Transient Response of Linear Structures, Journal of
Engineering Mechanics Division, ASCE, vol. 109, pp. 1215-1230.



314 CAPITULO 7 Anélise no Dominio da Frequéncia ELSEVIER

iniciais espurias, U, e V., determinadas nessa mesma andlise. Assim, tendo-se a solugio
expressa na Equagao 3-3.17, escreve-se a solucao de deslocamento corrigida:

- U,E0, +V, .
Ucor (tn) = u(tn ) - e_ém"ln (uo COS((,l)atn) + % Sln(matn ))
a

(7-3.79)

Para essa expressdo, U, é o deslocamento u(ty) obtido com a analise no dominio da
frequéncia, e a velocidade Vv, é aproximadamente igual a (u(t;) — u(ty))/At), em que u(t;) é
também deslocamento obtido com essa andlise. Alternativamente e de forma rigorosa, Vo
pode ser obtida a partir da derivada primeira da expressdo de deslocamento da andlise no
dominio da frequéncia. Para isso, com a substitui¢do da Equacao 7-2.15 na Equacao 7-3.67
obtém-se:

AOS -
u(t,)= o ZU(lmq) evam
q=0

(7-3.80)
A derivada dessa expressdo ¢ a solug@o de velocidade:
Awi ! )
i(t) = Y @y U(io, ) €9
2n i (7-3.81)
. AwiNE amiNg
- u(ty)= (Aw) z qU(l(oq)em“[" = ? z qU(w)q)em“["
q=0 o q=0
Assim, chega-se a velocidade no instante inicial:
2 - N-1 ) N/2 .
7, =22 qUGio,) — ¥, =—4—72T'qum(U(10)q)
T, &= T &0 (7-3.82)

Uma vez que seja eliminada a periodicidade artificial, o critério de escolha da extensdo
AT passa a ser a duracdo de tempo em que se deseja obter a resposta dinamica apds o cessar
da agdo externa, em geral, o lapso em que um valor mdximo da resposta possa ser alcangado.
E como em vibragdo livre esse maximo ocorre em ndo mais do que T,/2, passa a ser indicado

utilizar:
T, 2t +T,/2 (7-3.83)

EXEMPLO 7-3.3

Para comprovar o procedimento de eliminacao de periodicidade apresentado anteriormente, recon-
sidera-se o Exemplo 7-3.1.

Naquele exemplo, com base em (T, = 15s) e (N = 2'9), foi obtido o histérico de deslocamento
em linha continua mostrado na Figura E7-3.1e, que apresenta as condicdes iniciais espurias:

U, =-4,913-10°m e v,=-7,755-10°m/s

Com essas condigbes e a Equagao 7-3.79, sao obtidos os histéricos mostrados na Figura E7-3.3.
O histérico corrigido esta representado em linha tracejada, que coincide com o da resolugéo por
segmentos lineares da agao externa representado em linha pontilhada.
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Um0

-0,05
0 0,5 1,0 I.5s

FIGURA E7-3.3 Histéricos de deslocamento.

7-3.5 Consideracao das condicoes iniciais ao movimento

Com a desenvolvida andlise no dominio da frequéncia obtém-se apenas a resposta
for¢ada. Em caso do amortecimento viscoso e em comportamento linear, condi¢des iniciais
ao movimento podem ser levadas em conta através da adicdo da solucdo de vibragdo livre
amortecida (expressa na Equagdo 3-3.17) a resposta de deslocamento obtida através do
referido dominio. Alternativamente, essas condi¢cdes podem ser incluidas na andlise nesse
dominio, como exposto a seguir.

Dado a um oscilador simples um deslocamento u, e uma velocidade nula, a partir
da posicao neutra especificada pela coordenada x, como mostra a parte esquerda da
Figura 7-3.10, a massa oscila a partir de u, em vibragao livre, até se estabilizar na referida
posicdo, devido ao amortecimento. Alternativamente, uma vez que seja aplicada uma forca
(f, = ku,), instantaneamente e de forma permanente, a partir da configura¢io neutra e em
sentido contrdrio a u,, como ilustra a parte direita da mesma figura, essa for¢a imprime
uma vibracdo em torno de u,, até que a oscilacdo decaia, por amortecimento, a esse valor
de deslocamento.

Mo,

K o ‘ k -
AW i | fr=ku,

g | L g i :

iy T e ez

po— !

X U %
[ —_—

FIGURA 7-3.10 Oscilador simples amortecido com deslocamento inicial.

Assim, com base nas Equacdes 7-3.66 e 7-3.67, escreve-se a resposta ao referido des-
locamento inicial como:

Aﬂ) v 3 : i2nqn/N
u(t,)=u, +—— 3 H(io,) F(io,)e>™™™ | | n=0,1,2,--(N-1)
2150 (7-3.84)
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em que F(iw,) € a transformada discreta da forca igual a —ku,. Essa transformada, de
acordo com a segunda expressdo da Equagdo 7-2.16, se escreve:

N-1
F(i®,) =—Atku, Y, e 2"~
= (7-3.85)

Ja quanto ao efeito da velocidade inicial v,, tem-se:

7 mvesdt=mv, (7-3.86)

onde 8(t) é o delta de Dirac que atua no instante zero. Assim, a velocidade inicial pode
ser simulada através da aplicagdao do impulso:

I=m v,8(t) (7-3.87)
cuja resposta de deslocamento se escreve:
u(t)=m v,h(t) (7-3.88)

em que h(t) é a resposta ao impulso unitdrio expressa na Equacdo 7-3.60. Em outras
palavras, a grandeza matematicamente correlata a velocidade inicial é a quantidade de
movimento mv,,.

Logo, escreve-se a solu¢d@o continua devida & velocidade inicial v,:

u =" [ Hiiw) ™ do
2n (7-3.89)
e, em forma discreta, tem-se
N-1
u(t,)= mVoA® 2 H(im,) gi2man/N
21 q=0
my N-1 )
- |u(ty)=—2 H(iog)e?™™N| | n=0,1,2,-(N-1)
NAC S
(7-3.90)

7-4 FORMULAGAO MATRICIAL

A andlise no dominio da frequéncia desenvolvida anteriormente é standard, tem a des-
vantagem de operar com varidveis complexas, além da necessidade do estabelecimento de
um periodo e de fornecer a solucdo nas coordenadas originais apenas ao final da anélise.
Essas desvantagens sdo em parte eliminadas com a formulagao matricial desenvolvida a
seguir. Nesta, incorpora-se, em uma Unica expressio, a transformada de Fourier discreta da
acdo externa, o produto dessa transformada pela funcio de transferéncia e a transformada
inversa desse produto.”

*Venancio-Filho, F. & Claret, A.M., 1992, Matrix formulation of the Dynamic Analysis of SDOF in the Frequency
Domain, Computers & Structures, vol. 42, n’. 5, pp. 853-855.
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7-4.1 Matriz de transformada de Fourier implicita

Para desenvolver a andlise no dominio da frequéncia de oscilador simples em notacdo
matricial, definem-se os seguintes vetores e matrizes:

f=[f(t) ft) - ft,) o f(t)]" (7-4.1a)
u=[u(t0) u(ty)  cou(ty) e u(tN-l)]T (7-4.1b)
. . . . T
F=[F(io,) Flo) - Fio,) - Fiox,)] 7410
eo eO e eO e eo
e i2TN) o min@uN) i N-DRRUN)
E- =
. efiqn(27[/N) . efiq(Nfl)(Zn/N)
. —i(N—l)(I:!—l)(ZTL/N)
s ' e . (7-4.1d)
eo eO e eo e eO i
i(2T/N) - Qn@UN) ei(N—l?(Qn/N)
E+ _ : :
- Celan@aN) o ig(N-DRR/N)
sim. . ei(N—l)(N—l)(Zﬂ:/N) ] (7-416)
HGio,) 0 - 0 - 0
0 H@w) - 0 - 0
H= 0 - H(io,) - 0
0 0 - 0 - H(woy,) (7-4.16)

Assim, o vetor f contém os dados de entrada a andlise, o vetor U, os valores de saida,
ambos no dominio do tempo. Na matriz H pode ser utilizada a fungio de transferéncia do
amortecimento viscoso ou do amortecimento estrutural.

Com as defini¢des anteriores e com base na Equacio 7-2.16, escreve-se a transformada
de Fourier discreta da acdo externa sob a forma matricial:

(142

Logo, com base nas Equacdes 7-3.66 e 7-3.67, tem-se a solu¢@o de deslocamento no
dominio do tempo sob a forma:

u=22 E+HF
2n (7-4.3)
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A partir dessas duas ultimas equagdes, escreve-se:

A0 HEf o lu=LETHE f
o N (7-4.4)

Com a notagdo de matriz de transformada implicita:
E=E"HE~ (7-4.5)

a solucdo anterior fica sob a forma mais compacta:

u=LEf
N

(7-4.6)

Essa expressao sintetiza a transformada de Fourier da agdo externa, o produto dessa
transformada pela func¢do de transferéncia e a transformada inversa desse produto, o que
motivou a denominacdo transformada de Fourier implicita.

A Figura 7-4.1 esquematiza a andlise no dominio da frequéncia nas formulac¢des
matricial e standard. Nessa dltima, diferentemente da primeira, ficam explicitados
o contedido de frequéncia da ac@o externa e a solu¢do no dominio da frequéncia. Na
primeira e para um dado oscilador, a matriz E pode ser utilizada com diferentes dados
de entrada, ndo requer que o nimero de pontos da discretizagdo daquela ac¢do seja uma
poténcia de dois,” e tem propriedades que facilitam o seu calculo, como serd apresentado
na Subsecdo 7-4.3.

f{t,), n=0,1,--- (N-1) o) | F(io,) ,q=0,1,- (N-1)

H(iog), q=0,1,- (N-1)

E—E*HE U(iog) = H(iog Fioy) , g=0,1, (N-1)
\ J,T@-‘(U(imq )
\
111 Ef u(ty), n=0, 1, (N-1)

FIGURA 7-4.1 Analises no dominio da frequéncia, matricial e standard.

A solucdo de velocidade € obtida a partir da Equacdo 7-4.4 e se escreve:

a=LETHE f
N

(7-4.7)

*Venancio-Filho, F. & Claret, A.M., 2002, Frequency and Time Domain Dynamic Structural Analysis: Conver-
gence and Causality, Computers & Structures, vol. 80, pp. 1503-1509.
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em que se tem a matriz diagonal:

i(,l)oH(i(Do) 0 0 0

0 ioH({im,) - 0 0
T 0 ieHi) 0

0 0 0 -+ iy H(ioy_ ;)

(7-4.8)

7-4.2 Consideracao das condicoes iniciais

Na Subsecao 7-3.5 foi mostrado como incluir condi¢des iniciais em andlise no dominio
A . . . z . ~ () 31
da frequéncia. A seguir, esse efeito € considerado em formulagdo matricial.

Um deslocamento inicial u, pode ser levado em conta, na andlise no dominio da fre-
quéncia, através da soma desse deslocamento & solu¢c@o de deslocamento como resposta a
aplicacdo, de forma instantanea, da forca —ku,. Logo, tendo-se em vista as Equacdes 7-3.84
e 7-3.85, escreve-se, em forma matricial, a solug¢do devida a u,:

u=u, 1+lE(—ku0 1)
N (7-4.9)

em que 1 é um vetor de N coeficientes iguais a unidade.

Na referida subsecao, foi também mostrado que a resposta a velocidade inicial v, € mv,h(t).
Com base ao expresso na Equacio 7-3.90, escreve-se a solu¢@o devida a essa velocidade:

=TV p 0L _MYopg
NacT | Na

(7-4.10)

em que § denota um vetor de N coeficientes, com apenas o primeiro coeficiente ndo nulo
e igual a unidade.

Assim, uma vez que seja obtida a matriz de transformada implicita, a consideracdo de
condicdes iniciais a0 movimento requer simples operagdes matriciais.

Com a acdo simultanea de forca aperiddica de valores discretos contidos no vetor f e
das condig¢des iniciais u, e v, escreve-se a solucao de deslocamento sob a forma compacta:

u=u01+iE [f—kuo 1+ Yo 8)
N At

(7-4.11)

7-4.3 Propriedades da matriz de transformada implicita

Além de concisdo, a formulag¢do matricial tem, em relacdo a formulagdo standard, as
vantagens de um menor nimero de operagdes, de ndo apresentar a restri¢do de N ser multi-

3! Ferreira, W.G.; Claret, A.M.; Venancio-Filho, F.; Ribeiro, M.V., 1997, The Treatment of Initial Conditions
in the Frequency-Domain Dynamic Analysis, XVIII CILANCE, vol. 2, pp. 815-821.
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plo inteiro de 2 e de permitir liberdade quanto a extensdo de periodo. Essas vantagens sdo
identificadas com o exame de um termo genérico da matriz de transformada implicita, E.

Para isso, com a notagdo (a = 2nt/N), um termo genérico da matriz E se escreve:
N-1 N-1 N-1
L + - _ inaq —ijaq _ iaq(n—j)
ey = D, eaghggeq = D, e hgge ™™ = 3 hege
q=0 q=0 q=0 (7-4 12)

emque (n=0, 1,2 (N-1)) e (hyq = H(i®y,)). Além disso, e,, e ey sdo, respectivamente,
termos genéricos das matrizes E* e E~.

O cdlculo do fator exponencial da expressdo anterior envolve a diferenca (n—j), o que
significa que os termos de cada diagonal descendente da matriz E, da esquerda para a direita,
tém valores constantes. * Isto &, essa matriz tem:

19

Essa propriedade € ilustrada na parte esquerda da Figura 7-4.2, que evidencia que a matriz
E pode ser construida a partir de sua primeira coluna e de sua primeira linha.

€0 Coi eoz% €0 Cn-1,0 Gn-—2,0 Cn-30
€o2 :
€1 €n-3,0

€0 €n-2,0 : ' :
\ T e | En-1,0° ' ’ 1

FIGURA 7-4.2 Indicacao de coeficientes iguais da matriz de transformada implicita.

Para um coeficiente genérico da primeira linha da matriz E, tem-se:

N-1 _ N-1 ) _ N-1 _ )
€0.Non = z hqqelaq(—NJrn) — z hqqe—lan elaan — z hqqe—12nq elaan
q=0 q=0 q=0
N-1 )
o eona = D hge™" -
a=0 (7-4.14)

Esse resultado expressa que a primeira linha da matriz E pode ser gerada a partir de sua
primeira coluna, como ilustra a parte direita da figura anterior. Logo, para construir essa
matriz € necessdria apenas a determinacdo de sua primeira coluna.

Além disso, o termo genérico dessa coluna se escreve:

N-1 N-1
eno = Z hqqeiaqn Ez H(l(l)q) ei21[qn/N
4=0 4=0 (7-4.15)

* Esta uma matriz de diagonais constantes é denominada matriz de Toeplitz, em homenagem ao matematico
alemao Otto Toeplitz (1881-1940).
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A partir desse resultado, identifica-se que:

A0 A0S o™ | | n=0, 1, 2,-(N=1)
211: n0 275 o q ) s Ly &

(7-4.16)

¢é a transformada de Fourier inversa discreta da funcio de transferéncia. Assim, a
referida coluna pode ser obtida com a transformada de Fourier inversa rdpida dessa
funcdo.

Importa mostrar que a formulagido matricial pode ser utilizada sem a tradicional extensao
de periodo. Como o aumento dos dados de entrada com termos nulos (em constitui¢do da
referida expansio) implica mais linhas na matriz E, essa matriz expressa “resultados” de
um periodo. Logo, devido a periodicidade introduzida com a discretizacdo da transformada
de Fourier, a primeira linha dessa matriz, (ey;, j = 0,1...N-1), seria igual a linha virtual que
ocorreria ap6s o final da matriz, (ey;, j = 0,1...N-1), e assim por diante. Além disso, devido
a formagao daquela primeira linha, novas linhas implicam novos coeficientes nas primeiras
posicdes da referida linha, como ilustra a parte direita da figura anterior. Portanto, anulando-se
os coeficientes superiores a diagonal principal da matriz E, como ilustrado na Figura 7-4.3,
elimina-se a periodicidade. Diz-se, entdo, que essa matriz passa a atender ao principio da
causalidade que estabelece que a resposta do sistema em um instante t, depende apenas das
acdes atuantes em instantes anteriores.

/4

FIGURA 7-4.3 Esquema de eliminacao da periodicidade.

Outro fato importante é que a presente andlise pode ser utilizada em determinagio
de parte dos valores de saida. Isso é esclarecido com o produto matricial esquematizado
na Figura 7-4.4. Identifica-se que, com a utiliza¢do dos n primeiros valores dos dados
de entrada, f(t,) até f(t,_;), ha necessidade apenas de considerar as n primeiras colunas
da matriz E". Basta determinar as n primeiras colunas do produto HE™. Seguidamente,
a partir desse produto, para determinar os n primeiros valores de saida, u(t,) até u(t,_;),
s6 é preciso utilizar as n primeiras linhas da matriz E*. Logo, faz-se necessdrio co-
nhecer apenas a primeira submatriz principal de ordem (nxn) da matriz E, na qual os
coeficientes acima da diagonal principal devem ser anulados, para eliminar o efeito
de periodicidade.

Desvincula-se, assim, o nimero dos dados de entrada com o ndmero dos valores de saida,
embora seja necessario determinar todos os termos da fungio de transferéncia.

I
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u E " - f
| | 1 00| _(nx1)
(nxl)\__‘l] 1 (nxN) 0o
O=x (000 (Nxn)[ 00 -/ | {0
' 9 0 g diagonal Do E
| | [ (NxN) | | |
[ 00
00-
HE =||{(Nxn)|/0 0 ---
_ 0 0 B _ I e
(nxn) |0 0 - Eliminagiio da 0 8 g
0 periodicidade E 0
E:E+HE_: —

FIGURA 7-4.4 Esquema de resolucdo parcial com a formulagao matricial.

7-4.4 Transposicao ao dominio do tempo

A formulagdo matricial desenvolvida anteriormente utiliza fung@o de transferéncia, que
tem varidvel complexa e, portanto, tem vantagem em caso de se adotar amortecimento es-
trutural. Com amortecimento viscoso, essa formulagio ndo carece do uso de varidvel com-
plexa, como exposto a seguir.

A transformada de Fourier inversa da funcao de transferéncia, H(im), é a resposta no
dominio do tempo a um impulso unitdrio que atua no instante zero, h(t). Logo, com base na
Equacdo 7-4.16, tem-se:

Aw 2
—¢€n :h(tn) — €, :h(tn)—Eh(tn)Tu
o " ! Ao (7-4.17)

Como na solucdo de deslocamento expressa na Equacio 7-4.6, a matriz E é pré-multi-

plicada por 1/N, escreve-se:

1 T,
—e,o=h(t,)—2=h(t,)At| n=0,1, 2,---(N-1
e =h(t) 2 =h(t,) (N-1)

(7-4.18)

onde h(t,)At € a resposta de deslocamento, no instante t,, devida a um impulso atuante
durante o primeiro espagamento de tempo.
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Além disso, de acordo com a Equacdo 7-3.62, tem-se a resposta a um impulso unitario
atuante no instante zero:

1 —Ent
h(t)=——¢e > " sin(w,t)
mo, ‘ (7-4.19)
Recai-se, assim, em uma matriz triangular inferior constituida de valores discretos da res-
posta ao impulso unitdrio centrado na origem, matriz esta que, multiplicada pelo espacamento
At e pés-multiplicada pelo vetor dos dados de entrada, fornece os valores de saida no dominio
do tempo, como ilustra a Figura 7-4.5.

0 0
0 0
h(t,) f

h(t;) h(t,) h(t)

FIGURA 7-4.5 Solugao matricial no dominio do tempo.

Como (h(t,) = 0), a n-ésima linha do sistema de equagdes algébricas esquematizado na
figura anterior fornece a solu¢do de deslocamento no instante t,:

n-1
u(ty)= At ) h(ta-)f(t;)
i=0 (7-4.20)

Logo, as solugdes de velocidade e de aceleragao, no referido instante, podem ser obtidas,
de forma aproximada, como:

ﬁi:ui_ui—l
AL 0,1, 2,0
ijA_ui_ui—l
f=— it
At (7-4.21)

A solucdo de deslocamento referente ao instante t, ¢ computada com os valores da res-
posta ao impulso centrado na origem, calculados em cada um dos instantes anteriores a t;.
Assim, a medida que cresce o valor de n, o nimero de termos do somatério dessa solugdao
aumenta linearmente, sendo que cada termo corresponde a uma multiplica¢@o de varidveis
reais. Esse aumento ndo ocorre em resolugdo recursiva que se caracterize pela determinacio
da solu¢@o em cada instante a partir da solucio do instante anterior, como na resolucio direta
por segmentos lineares da acao externa que foi desenvolvida na Subsecdo 3-7.2 e nos métodos
de integracdo numérica implicitos detalhados na Subse¢@o 3-7.3. Além do que, na presente
resolucdo, a acdo externa é considerada constante em cada espacamento de tempo, enquanto
essa acdo tem lei linear naquela resolucdo. Consequentemente, a presente resolucao requer
espacamento de tempo menor, sendo adequada em determinagdo de resposta de curta duracdo,
além de 1til quando a resposta ao impulso unitdrio € obtida experimentalmente.
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A solucdo de deslocamento expressa na Equacao 7-4.20 também se escreve sob a forma:
u(ty) = At 3 h(t)f(ty—;)
gl‘ (7-4.22)

que pode ser obtida diretamente da integral de Duhamel expressa na Equacio 7-3.63. Para
isso, com base na propriedade da convolug@o que foi apresentada na Equacao 7-2.10, escreve-se:

u()= [ £t~ Dh(x)de (7-4.23)

em que se tem a resposta ao impulso unitario centrado na origem e a forga externa
variando do instante t até a origem, o que significa inversdo na medida do tempo. Logo, a
Equacao 7-4.22 pode ser entendida como a forma discreta dessa integral, em que se considera
a forca externa como constante em cada espacamento de tempo.

Segue algoritmo da presente resolucdo.

— Especificagio de k, m, &, At e f; em cada discretizagdo do tempo. |
mn: k/m’ wa:mn I_gz

— 1=0, 1, --- até o nimero de instantes de discretizacdo

t, =iAt
AL
Ah, = ——— ¢™™ " sin(aw, t;)
mmﬂ
u,=0, v, =0, a,=0
—» n=1,2,--- até o nimero de instantes de discretizacio
u, =0
i=0,1,---n
u, =u, +Ah _f
i =ui_ui-l, i _ =iy
At At

ALGORITMO 7-4.1 Resolucao com base na resposta ao impulso unitario centrado na origem.

EXEMPLO 7-4.1

Para comprovar o algoritmo anterior, considera-se o oscilador simples de (k=50kN/m), (m=250kg)
e (£ =0,03), agora sob a forca harmdnica de 5000cos(70t) em newtons.

No caso, tém-se as propriedades:
o, =14,142rad/s

T, =0,444s
o, =14,136rad/s
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Nas duas proximas figuras estao representados, em linha continua, os histéricos de deslocamento
obtidos com a expressao exata contida na Equagao 3-4.10, juntamente com os histéricos, em li-
nha pontilhada, obtidos com o algoritmo anterior. Para a Figura E7-4.1a adotou-se o espagamento
(At =0,005s=T,/88,8) e para a Figura E7-4.1b segunda, (At = 0,0005s = T,/888). Esses histéricos
evidenciam a necessidade de intervalo de tempo muito pequeno para se obter uma resposta acurada
com o algoritmo anterior, o que se deve a consideracao da forga excitadora como constante em cada
espagcamento de tempo.

FIGURA E7-4.1a Histodricos de deslocamento no caso de (At = 0,005s).

u(m)OOISJ‘(\ AN A
RAVAR YAV VAvAY
PR A VAR SREL A VAY A S

2

FIGURA E7-4.1b Histdricos de deslocamento no caso de (At = 0,0005s).

Com os mesmos cédigos de representacao, na Figura E7-4.1c estdo mostrados os histéricos de
velocidade obtidos com o espagamento (At = 0,0005s), que sao coincidentes.

V(m/S)OZ a - A Y A s
AT AN AN SN A
AR YIRVEAVARLYER

\V/ U A \/

0 0.1 02 03 0.4 0.5s

FIGURA E7-4.1c Histéricos de velocidade no caso de (At = 0,0005s).
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7-5 MODELO DE MULTIGRAUS DE LIBERDADE

O sistema global das equag¢des de movimento de modelo de multigraus de liberdade, com
amortecimento viscoso, tem a forma:*

‘ Mdv+Cdv)+Kd(=f(t) ‘ (7-5.1)

Em caso de amortecimento proporcional, o sistema anterior pode ser resolvido através
de transformac@o modal de coordenadas, como apresentado a seguir. Com amortecimento
ndo proporcional, pode ser resolvido sem essa transformacao, como estd demonstrado na
Subsec¢do 7-5.2.

7-5.1 Resolugcao com coordenadas modais

A transformacgao de coordenadas:
d(O) =9, «,(1) (7-5.2)

foi utilizada no método de superposi¢do modal apresentado na Se¢do 6-2. Com esse
método obtém-se as equagdes modais desacopladas:

40+20 80 +0]4(O=40, j=1,2:p (7-5.3)
em que ocorre a for¢ca modal:

4 (0=0] () (7-5.4)
Cada uma dessas equacdes modais pode ser resolvida no dominio do tempo, com um dos
métodos apresentados no Capitulo 3. Pode também ser resolvida no dominio da frequéncia, de
acordo como o que foi apresentado na Subsecao 7-3.3. Em andlise standard nesse dominio e
para cada equacdo modal, devem ser determinadas a transformada de Fourier da forca modal,
a fung@o de transferéncia, a solu¢do no dominio da frequéncia e a transformada inversa dessa
solucdo. Com o conjunto das solu¢des modais obtidas e através da transformagao modal de
coordenadas, chega-se a solucdo nas coordenadas geométricas iniciais.

Essa resolucio requer menos processamento em caso de o vetor das forcas nodais externas
ter separacdo entre uma distribuicdo espacial de forcas e uma funcio do tempo, como foi
expresso na Equacdo 6-2.31 e que se repete, por conveniéncia:

f(t)=f, f(t) (7-5.5)

Com essa separagdo, a j-ésima equagdo modal toma a forma:
4i(0)+20&d; ()+0] 45(0=]ff() (7-5.6)
Logo, como ( ¢] f,) € um escalar, pode-se resolver a nova forma de equagdo modal:
4;(0+20i8; (D +0] 4;()=f(1) (7-5.7)

e multiplicar a correspondente solucdo por aquele escalar.

¥ Nio se considera o caso do amortecimento estrutural porque nio hd comprovacio experimental de que este
possa ser utilizado em modelo de multigraus de liberdade sob agdes externas aperiddicas.
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Assim, a menos do efeito de condigdes iniciais a0 movimento, escreve-se a solugdo nas
coordenadas geométricas:

d() = ¢,0;f, 4,(1)
5 (7-5.8)

Considera-se, agora, que a funcdo f(t) seja aperiddica discretizada em N instantes, como
foi ilustrado na Figura 7-2.2. Isso permite a determinacao da transformada de Fourier dis-
creta:

N-1
F(iog) =At Y f(t,)e ™"~ =70(f(t,)), q=0, 1, 2,---(N-1)
n=0 (7-5.9)
Para a equacdo modal anterior, a funcdo de transferéncia discreta expressa na Equa-

¢do 7-3.64 toma a forma:

=0 L 2N
o] — g +i28;0,0, (7-5.10)

H;(w,) =
com (g = 2nq/T,).
Logo, obtém-se a j-ésima solu¢do no dominio da frequéncia:
U;(o,) =H;(n,) F(ing), q=0,1, 2,---(N-1) (7-5.11)
Com base nessa solugdo e através da transformada de Fourier inversa discreta, chega-se
a j-ésima solucao modal:
A(l) N-1 .
4;(t,) === U,(i®,) e*™"™ =70 (U; (io,)), n=0,1,2,---(N-1)
2T 5= (7-5.12)

Finalmente, com base no conjunto das solu¢des modais, obtém-se a solug@o discreta nas
coordenadas geométricas:

P
dit,)=Y 9,0/ f.#(t,) | . n=0,12,-(N-1)
j=1 (7-5.13)

Com o estabelecimento de T, e de N, determina-se At. A extensdo AT contida em T, deve
atender ao indicado na Equacdo 7-3.78, para que ndo ocorram condi¢des iniciais espurias, e
o espagamento At deve atender ao estabelecido na Equacio 7-3.77 (com a substitui¢do de ¢,
pelo p-ésimo periodo natural de vibragdo), para uma adequada representagcdo do contetido
de frequéncia da funcéo f(t). Condigdes iniciais podem ser levadas em conta com base na
Equagdo 6-2.5 e no que foi apresentado na Subsegdo 7-3.5.

~ . 34
Essa resolugdo tem o algoritmo que se segue.

3 E oportuno relembrar a possibilidade de resolugio das equagdes modais por segmentos lineares da forca modal,
com o algoritmo que foi apresentado na Subse¢do 3-7.2, que leva em conta as condic¢des iniciais, além de ser
recursivo, com pequeno niimero de operagdes aritméticas. Contudo, nio se pode afirmar que essa resolucio seja
sempre computacionalmente superior a da andlise no dominio da frequéncia e sim, que essa resolu¢ao é muito
eficaz e mais simples do que a dessa andlise.
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— Especificagio do nimero p de modos de vibragiio, das razdes de amortecimento
desses modos, de f,, T, e de f(t,) com n variando de 0 a N-1.

— Construgdo das matrizes K, M e d(t,)) = com n variando de a (N -1)
— A resolucdo do problema de autovalor K@ =M® Q_ fornece ® e Q.
F(iw, ) =70(1(t,)), q=0,1,2---(N-1)
— j=1,2, - p
—» q=0,1,2, --- (N=1)
0, =2nq/T,
1

4 2 :
0] —o; +i28;0;0,

H;(io,) =

U, (iw,) = H,(io,) Fliw,)

4(1,)=T0"(U (i0,), 10=012,-(N=1)
—= n=0,1,2, --- N-1
dit,) =d(t,)+o0; f (t,)

ALGORITMO 7-5.1 Resolucao das equacdes modais no dominio da frequéncia.

Em cada equacdo modal, pode-se utilizar a formulacdo matricial que foi apresentada na
Sec¢ao 7-4. No caso, com a imposi¢ao de que a matriz de transformada implicita seja triangular
inferior, elimina-se a periodicidade devida a discretizacio da transformada de Fourier, o que
dispensa a tradicional extensao de periodo.

7-5.2 Resolucao direta

Com forcas externas quaisquer, o sistema global das equagdes de movimento com
amortecimento viscoso pode ser escrito como:

J
Md(t)+Cd(t) +Kd(t)= D f, (1)
j=1

(7-5.14)
onde f; ¢ a j-ésima distribuicdo espacial de forgas nodais externas, f(t) ¢ a correspondente
fungdo do tempo e J é o nimero de parcelas necessarias a composi¢do daquelas forgas.

A solugdo desse sistema pode ser obtida com a superposi¢do das solugdes dos sistemas:
Md,()+Cd, () +Kd, () =ff.(t), j=1,2,---] (7-5.15)

Em caso de funcdo fj(t) periddica, esta pode ser decomposta em série de Fourier e, em
caso de fi(t) aperiddica, ser decomposta em um espectro discreto de componentes harmoénicos
com base em transformada de Fourier discreta.

Para o caso elementar da fungdo (fi(t) = cos(mt)), escreve-se:

Md;(t)+Cd;(t)+Kd;(t) = f; cos(t) = f; Re(e'™")

(7-5.16)
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Esse sistema, semelhantemente a Equacao 7-3.6, tem a solugdo em regime per-
manente:

d;(t) = Re(U;(iw) e'®h (7-5.17)

onde U;(im) é o vetor solugdo no dominio da frequéncia, constituido de amplitudes
complexas.

Com essa solugdo, sem indicacdo de parte real, por simplicidade, o sistema de equagdes
diferenciais anterior recai no seguinte sistema de equagdes algébricas complexas:

(—0’M+ioC+K)Uj0) e =fie®" - (—o’M+ioC+K)\Ujio)=f (7.5

Assim, com a notacao de matriz de impeddncia:

1(i0) = -0’M+i0C+K | (7-5.19)

obtém-se solug@o do sistema anterior:

U(io)=I{0)' f; —» |U(io)=HG{o)f; (7-5.20)
em que (H(io) = I(im)") é denominado matriz de receptéancia.

Logo, chega-se a solu¢io no dominio do tempo:”

d,(t)=Re(l(i0)" f,e'®") (7-5.21)

EXEMPLO 7-5.1

O oscilador duplo mostrado na Figura E7-5.1a tem o sistema de equagdes
[Zm O} d, +[3c —c} d, +[3k —k}{ul}:{ 0 }
0 m]|d,|] L cl(d,] L%k kJlu f(t)

k=200kN/m
m=3800kg
c=2kN-m/s

f(t) =6cos(30t)kN

FIGURA E7-5.1a Oscilador duplo amortecido sob forca harménica.

Comparam-se as respostas desse oscilador obtidas através da presente analise no dominio da
frequéncia e por integragédo direta de Newmark.

* Importa observar que, em caso de sistema nio amortecido, a presente resolucio recai na que foi apresentada
na Se¢do 6-1, em que ndo ha varidvel complexa.

I
329



330 CAPITULO 7 Anélise no Dominio da Frequéncia ELSEVIER

A matriz de impedancia e a matriz de receptancia tém as seguintes formas:

o .[-84+18i —20-6i
Tiw) =10 {—20—6/ —52+6/}'

Hio) = 10°¢|-L1814+0,35541  0,3769+0,3165i
0,3769+0,3165i  ~1,9860-0,3944i

Com essa ultima matriz e o vetor de distribuicdo espacial de forgas nodais externas, obtém-se o
vetor solugdo no dominio da frequéncia:

. 2,2612-10°+1,8991-1073j
Uliw) = 5.
-0,011 92-2,3662-10°i

A Figura E7-5.1b apresenta os histéricos do primeiro deslocamento e a que lhe é consecutiva
apresenta os histéricos do segundo deslocamento. Em linha continua estao representadas as solugdes
com a integracdo direta de Newmark, que atendem a condigdes iniciais nulas. Em linha pontilhada
estdo representadas as solucdes da anélise no dominio da frequéncia que considera a forca f(t) de

fato como periédica. Observa-se que a partir do terceiro segundo e meio, as representacdes gréficas
0,004 /\ ﬂ /\ ﬂ ‘
GE02 ,/ IR A A i

estao praticamente coincidentes.
{ ]

0 1 2 3 4s

d; (m)
A

0,002 fi {4 F A
-0,004

FIGURA E7-5.1h Histéricos do primeiro deslocamento.

2°ii&ﬁ&ﬂﬁmﬂﬂ\ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬁﬂﬂ
wt AUV

0 1 2 3 45

FIGURA E7-5.1¢c Historicos do segundo deslocamento.

EXEMPLO 7-5.2

Considera-se a viga biapoiada do Exemplo 6-1.1, reproduzida na Figura E7-5.2a. Compara-se o histérico
da sec@o média obtido com o presente desenvolvimento de anélise no dominio da frequéncia com o
correspondente histérico determinado através das equacgdes modais resolvidas no dominio do tempo.
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El=4-10'N-m’
m'=200 kg/m
. a N £=0,02
2
iy

FIGURA E7-5.2a Viga biapoiada de suporte a um motor deshalanceado.

As matrizes K e M foram apresentadas no Exemplo 6-1.1.

Com base no procedimento de superposi¢do dos amortecimentos modais desenvolvido na Sub-
se¢do 6-3.1.2 e com o estabelecimento do amortecimento (§ = 0,02) para todos os modos naturais
de vibrac&o, obtém-se a matriz de amortecimento global:

[ 1095,9 -455,07 —218,90 -2,1792 -13,867 85084 -6,6791 —1,1730 |
45389 50,437 -2411,4 463,58 88,300 -50,437 -8,5084

2208,5 -540,55 -225,58 50,437 -46,865 —6,6791

C- . 4959,3 =0 -2411,4 540,55 2,1792
- 2189,4 -463,568 -222,58 -13,867
4538,9 -50,437 455,07

. 2208,5 -218,90

sim. 1095,9

A Equacao 7-5.19 fornece a matriz de impedéancia, cujas trés primeiras colunas estao apresen-
tadas a seguir:

7,993-107 +7,671i-10*
—-6,012-107 - 3,186 i-10*
4,006-107 —1,532i-10*
-1,525-10°
-9,707i-10°
5,956i -10”
—4,6751-10°
-8,211i10

I(iw) =

—6,012-10" - 3,186i -10*
1,185-10% +3,1771 -10°
3,531i-10°
—-6,025-10" —1,688i -10°
6,012-107 + 3,245i -10*

6,181i-10° 3,531 -10°
-3,531i-10° -3,281i -10°
-5,9561-10° —4,6751 -10°

4,006-10" —1,532i-10"
3,531i-10°
1,599 -10% +1,546i-10°
-6,012-10" - 3,783i-10* ---
4,006-10" —=1,579i-10*

A inversao dessa matriz é a matriz de recepténcia, com a qual, e com o vetor de distribuicéo
espacial das forcas nodais externas, obtém-se, através da Equacao 7-5.20, o vetor solugdo no

dominio da frequéncia:

Ulio) =

6,077-10" +1,640 i-10™
1,093-10°+2,959 i-10™
4,287-10%+1,168 i-10™*
1,545-10°%+4,199 i-10™*
0
1,094-107° +2,958 i-10™*
-4,287-10"-1,168i-10™*
-6,077-10*-1,640i-10™"
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Com esse vetor, a Equacdo 7-5.21 fornece a solugdo d(t).

A Figura E7-5.2b mostra os histéricos do deslocamento da sec¢do transversal média da viga,
de zero a 2s. Em linha continua, estéa representada a solugdo obtida com a superposicdo modal
completa em resolug@o no dominio do tempo, que atende a condi¢des iniciais nulas. Em linha
pontilhada, esta representada a solu¢cdo com a presente anéalise no dominio da frequéncia que
considera a agao externa como periédica e, portanto, ndo atende aquelas condigdes. Observa-se
grande proximidade de representacdes na proximidade de 2s, o que significa inicio de resposta
em regime permanente.

LA AARRARAAAA
AL TR

FIGURA E7-5.2h Histéricos do deslocamento da secao média.

Considera-se, a seguir, o caso de fungdo aperiddica fi(t). Com a aplicagdo da transformada
de Fourier ao j-ésimo sistema expresso na Equacgdo 7-5.15, escreve-se:

T(Md, 1)+ Cd, (1) +Kd, (1) = T(ff,(1))
> (~0™M+ioC+K) T(d,(t) =f, T(f,(1) = f, F(iw) > Iio) T(d;1)=f, F(io)
- T(d, (1) =X{o)"'f,Fi0) - Td,1)=H(io)fF o)

(7-5.22)
Logo, com a notagdo de vetor solu¢cdo no dominio da frequéncia:
|U;(i0) =H(io) f, F; (o) (7-5.23)
tem-se o vetor solu¢cdo no dominio do tempo
d0=7T"U, () (7-5.24)

Em resolucdo numérica, considera-se que a fung¢io aperiddica fj(t) seja definida na
duracdo de tempo (T, = NAt), nos instantes t,, t;, ty_;, de maneira a se ter a transformada
de Fourier discreta:

N-1
F(i0,) =AY fi(t,) e 2™ q=0, 1, 2,---(N-1)
=0 (7-5.25)

em que se utiliza a frequéncia discreta (g = 21q/T,).
Para cada frequéncia o, escreve-se a matriz de impedéancia:

I(w,)=-0) M+io,C+K (7-5.26)
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que define a matriz de receptancia:

Hlw,)=I{o,)" (7-5.27)

Além disso, em semelhanga a Equacio 7-5.23, t€m-se os vetores solu¢do no dominio
da frequéncia:

U,(ioo,) =H(i,) f, F;(io,), q=0,1,2,---(N-1) (7-5.28)

cujo ¢-ésimo termo se escreve:

U[(j)(i('oq):Z{Hlk(imq)fk(j) F,(imy), q=0,1, 2,---(N-1)

(7-5.29)
onde m € o nimero de graus de liberdade.
Logo, obtém-se o ¢-ésimo termo do vetor solu¢do no dominio do tempo:
A(D N-1 .
iy () =22 D Uy (i) €™ =707 (Uyy (i@,)), n=0, 1, 2,---(N=1)
27 4 (7-5.30)

Finalmente, com a superposi¢ao das solugdes de deslocamento dos J sistemas de equacdes
de movimento expressos na Equacdo 7-5.14, obtém-se a solucdo completa:

J
d(t,)=>dyp |, ¢=0,1,2,---m
j=1

(7-5.31)

Em caso de um unico vetor de distribuicio espacial de forcas nodais f, a presente analise
tem o algoritmo que se segue.

— Especificagio de T,, N, f e de f(t,.), com n variando de 0 a (N-1).
— Construgio das matrizes K, Me C.

Flio,) = TOf(t,)), g=0,1,2,--(N-1)

— q=0.1,2, .-« (N=1)

o, =2nq/T,

Lio,) = -0 M+io,C+K

H(iw,) =Lio, )

Ulio,) =H(io,) fFio,)

—= ¢=1,2,---m

d,(t,) =707 (U,(io,)), n=0,1,2,--(N-1)

ALGORITMO 7-5.1 Resolucao direta no dominio da frequéncia com modelo de multigraus.

I
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Nesta andlise ndo ha como se tirar partido das caracteristicas de esparsidade das matrizes
de rigidez e de massa e ocorre a inversdo de uma matriz de impedancia para cada uma das
frequéncias discretas, o que requer processamento computacional excessivo, em caso de
modelo de muitos graus de liberdade.” Também é necessdrio incluir uma extensio AT nas
sequéncias de fj(t,), além do que, o procedimento de consideragdo das condigdes iniciais
apresentado na Subsecdo 7-3.5 ndo se aplica.

EXEMPLO 7-5.3

O oscilador duplo do Exemplo 7-5.1 é agora considerado sob a for¢a de impacto representada na
Figura E7-5.3a. Compara-se a resposta de deslocamento desse oscilador obtida através da presente
analise no dominio da frequéncia, com a resposta obtida por integracéo direta de Newmark.

f(t) em kNN 4

20

tems

0 0,02 0,03 0,05
FIGURA E7-5.3a Forca de impacto.

Adotam-se os parametros de discretizagdo (T, = 10s) e (N = 2''), que corresponde & frequéncia
de Nyquist:

[ Tfl_—N =643,4rad/s

A Figura E7-5.3b mostra o espectro de amplitudes da transformada de Fourier discreta da forga
externa, que evidencia adequada discretizagao.

‘F(iw“)‘ 600 |-.

400

200

0 "_.---.__...___.----..___‘____.-----._..--._-1“'.'-

0 N2 N

FIGURA E7-5.3b Espectro de amplitudes da transformada de Fourier.

% Clough & Penzien (1993) propuseram efetuar essa inversdo apenas em reduzido niimero de valores de Wy
igualmente espacados e utilizar um procedimento de interpolacdo para obter as respostas nos valores interme-
didrios de frequéncias.
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A Figura E7-5.3c apresenta os histéricos do primeiro deslocamento do oscilador duplo e a que lhe
é consecutiva mostra os histéricos do correspondente segundo deslocamento. As representagdes em
linha continua dizem respeito a integracdo numérica direta e as representacdes em linha pontilhada,
a da analise no dominio da frequéncia. Vé-se perfeita coincidéncia gréfica de representacdes, o que
valida a forma de implementagao dessa andlise.

d; (m)
0,02
VIV
-0,02 i
0 1 2 3 4 5s

FIGURA E7-5.3c Histéricos do primeiro deslocamento.

dg (rn)

0,04 -\
VoA

N RN ANFANNZ N N
ARV

-0,02 ~

~0,04
0 1 2 3 4 5s

FIGURA E7-5.3d Histéricos do segundo deslocamento.

Na formulacgdo anterior foi adotada separagao entre distribuicdes espaciais das forgas
externas e fungdes do tempo. No que se segue, estende-se a andlise no dominio da frequéncia
de modelo de m graus de liberdade para o caso em que ndo se considera essa separacgio. Para
isso, escreve-se o vetor de forcas externas sob a forma:

f(t):ilj f;(t)
= (7-5.32)

em que l; € um vetor em que o j-ésimo coeficiente € igual a unidade e os demais coefi-
cientes sdo nulos. fj(t) ¢ a funcdo forga aplicada ao j-ésimo grau de liberdade.

A partir da Equacao 7-5.24, escreve-se a solug@o de deslocamentos para o vetor de forcas
anterior:
d(t)=Y, 77" (U;(i0) =7 D U;(im)
i i (7-5.33)
E tendo-se em conta a Equacdo 7-5.23, essa solug@o toma a forma:

d=7" i(H(iw) I Fj(i0)=7" [H(im)i I, Fj(iu))]
= = (7-5.34)
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Adota-se, agora, a notacdo de vetor das transformadas de Fourier das m for¢as nodais externas:

F(io) = i I;F;(io)
j=1

(7-5.35)
Logo, escreve-se a solucdo de deslocamentos sob a forma mais compacta:
d()=7"(U(iw)) (7-5.36)
em que se tem o vetor solu¢do no dominio da frequéncia:
U(io) =H(io)F (io) (7-5.37)
Para o caso de resolucdo discreta, escreve-se:
U(io,) =H(io,) F(in,), q=0, 1, 2,---(N-1) (7-5.38)

em que a matriz de receptancia H(iw,) é calculada como expresso na Equagdo 7-5.27 e
em que se utiliza o j-ésimo coeficiente de F(iw,), como consta na Equagdo 7-5.25.

Assim, o ¢-ésimo coeficiente da solucdo no dominio da frequéncia tem a forma:

U, (iwq)zﬁngk(iwq)Fk(iwq), q=0,1, 2,---:(N-1)
= (7-5.39)

onde o coeficiente H,, da matriz de receptancia é a fungdo que relaciona a resposta no
dominio da frequéncia correspondente ao ¢-ésimo grau de liberdade com a transformada de
Fourier da forca aplicada segundo o k-ésimo grau de liberdade.

Logo, o ¢-ésimo coeficiente da solugdo no dominio da frequéncia toma a forma

N-1
de(ty) =A£ZUx(imq)&’fzm”"N =TD"'(U,(io,)), n=0,1,2,--(N-1)
2m o= (7-5.40)

7-6 CONSIDERAGOES FINAIS

Uma questdo que se coloca é: Que andlise utilizar, a do dominio do tempo ou a do
dominio da frequéncia?

Nao € possivel uma resposta geral e peremptoria, porque essa escolha depende de cada
caso em si, de facilidades do programa automatico disponivel e de predile¢do do analista,
mas cabe reunir consideragdes quanto a essa questdo.

Os principais argumentos apresentados a favor da andlise no dominio da frequéncia sio:
expressar em seu desenvolvimento standard o contetido de frequéncia da acio externa’ e ser
a indicada em caso de propriedades dependentes da frequéncia, como com amortecimento

3 2 z . . . . . . ~
7 Esse contetido é obtido com a transformada de Fourier, cujo espectro de amplitudes fornece uma indicagio
do comportamento dindmico e do niimero de modos naturais de vibracdo a considerar em transformac¢iao modal
de coordenadas.
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estrutural e em interagao solo-estrutura ou interac@o fluido-estrutura. Entretanto, o referido
conteido pode ser obtido independentemente de se optar por andlise no dominio da fre-
quéncia, e as referidas interagdes fogem ao escopo deste livro. Ja quanto ao amortecimento,
seguem 0s comentarios:

1. O fenémeno da dissipagéo de energia em vibragio de estrutura é muito complexo,
devido as suas diversas causas e porque depende do material, do nivel de amplitude
das oscilagdes, dos componentes ndo estruturais agregados a estrutura, além da
presenca humana e do fluido circundante.

2. O amortecimento estrutural é a idealizagdo da dissipacdo de energia em atrito interno
ao material que atua em comportamento eldstico sob tensdes ciclicas harmonicas
simples. Esse atrito ¢ um fendmeno microscépico, enquanto as equagdes de movimento
das estruturas descrevem comportamento macroscopico. Além disso, qualquer
medi¢do experimental de amortecimento em uma estrutura inclui as diversas causas de
dissipacdo de energia, e ndo apenas a dissipa¢do devida aquele atrito.

3. Como experimentos fisicos mostram que a energia dissipada em vibragdo harmonica
praticamente independe da frequéncia forgante, a critica recorrente ao amortecimento
viscoso € ter expressdo de dissipac@o de energia dependente dessa frequéncia. Ja
com o amortecimento estrutural, a correspondente expressio € independente dessa
frequéncia, o que é argumentado a favor desse amortecimento.

4. Contudo, ndo hd comprovagdo experimental de que o amortecimento estrutural possa
ser utilizado em caso de a¢do externa aperiddica e em comportamento ineldstico com
um grau de liberdade. A questio é ainda mais controverso quanto ao estabelecimento
de um dnico valor para esse amortecimento em caso de modelo de multigraus de
liberdade, sob a¢des aperiddicas, em comportamento eldstico ou ndo.

5. Embora o amortecimento viscoso (linear) tenha expressdo matemdtica que néo
corresponde fisicamente ao conjunto das causas de dissipacdo de energia em estrutura,
medi¢des experimentais caracterizam um coeficiente viscoso equivalente ao fenomeno
como um todo. Além do que, estd disponivel um grande niimero de resultados de
medicdes experimentais desse amortecimento, que podem ser utilizados em equagdes de
movimento de resolu¢cdo muito mais simples do que no caso do amortecimento estrutural.

Assim, o amortecimento estrutural é raramente utilizado e, em caso de disponibilizagdo de
um valor desse amortecimento para uma dada estrutura, é prético utilizar a sua equivaléncia
a0 amortecimento viscoso, &, = m/2, e efetuar a andlise no dominio do tempo.

Com amortecimento viscoso, a menos que se queira obter o contetido de frequéncia das
acdes externas, ndo ha vantagem aparente de se utilizar anélise no dominio da frequéncia,
dado que:

1. A resolugdo numérica nesse dominio ndo € recursiva.

2. A anilise no dominio da frequéncia requer grande cuidado na discretiza¢do da ac¢do
externa, para bem representar o conteiido de frequéncia dessa a¢do. Requer também
atencdo para que ndo sejam introduzidas condi¢des iniciais espurias oriundas da
periodizacdo da transformada de Fourier discreta.
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3. A forma standard dessa anélise de oscilador simples ndo inclui o efeito de condi¢oes
iniciais.
4. A formulagio matricial dessa andlise, em caso de oscilador simples viscoso, recai em

resolu¢do no dominio do tempo, ndo recursiva.

5. A simula¢do numérica mais geral e eficaz de ndo linearidade é através de integracdo
;. . ~ . 21 P 38
numérica direta das equagdes de movimento em andlise no dominio do tempo.

A analise dinamica no dominio da frequéncia é a indicada em caso de propriedades fisicas definidas
em forma complexa. Neste capitulo, essa andlise foi apresentada nas formas standard e matricial, com
amplo detalhamento e investigacéo do controle das correspondentes aproximagoes.

A formulacdo matricial, aplicavel a oscilador simples, reduz parte das desvantagens da formulacéo
standard, mas nao explicita o contetdo de frequéncia da agdo externa, que é uma vantagem da anélise
no dominio da frequéncia. Essa formulagéo, em caso de amortecimento viscoso, recai na tradicional
analise no dominio do tempo.

Foi esclarecida a limitagdo de uso do amortecimento estrutural e apresentada a sua equivaléncia
ao amortecimento viscoso, que possibilita analise no dominio do tempo, simples e de bons resultados.

Nao se pode afirmar que, em caso de oscilador simples, a analise no dominio do tempo seja
computacionalmente superior a do dominio da frequéncia, mas ficou evidente que essa Ultima requer
mais atencgdo de uso do que a primeira.

Foi também esclarecido que, em caso de modelo de multiplos graus de liberdade e de amortecimento
proporcional, a analise no dominio da frequéncia se aplica com eficiéncia (através de transformadas
de Fourier rapidas) as equagdes modais. Mas ficou evidente que a resolucdo direta nesse dominio,
em caso de elevado nimero de graus de liberdade, requer excessivo processamento computacional,
0 que inviabiliza essa resolugdo na prética.

7-7 EXERCICIOS PROPOSTOS

7-7.1 Determine a transformada de Fourier continua da fungio representada
na Figura 7-7.1a e represente as correspondentes parte real e parte imagindria,
além do espectro de amplitudes.

f(t)

fo

Yy—

FIGURA 7-7.1a Funcao rampa descendente.

** A anlise no dominio da frequéncia é um método de superposigio e, portanto, nio é prépria para o tratamento
de nio linearidades. Contudo, sdo encontrados, na literatura, diversos procedimentos de simula¢do de com-
portamento ndo linear aplicdveis a casos particulares de modelos de reduzido niimero de graus de liberdade.
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7-7.2 Para a discretizacio da funcdo (f(t) = 10*(e""'—e ™) no caso de (T, = 5s) e (N = 2°),
obtenha as representacdes da parte real e da parte imagindria da transformada
de Fourier, assim como do espectro de amplitudes dessa transformada.

7-7.3 A resolugio do Exercicio Proposto 3-9.10 fornece a seguinte solucéo analitica de
deslocamento para o oscilador simples subamortecido sob a forga (f(t) = f,e%):

© f, 06" + (00— & 0,) sin(@,t) — 0, cos(®, t)) e Gent
u =
m

®, o’ -20& 0, +E20? +n?

Para o oscilador simples de propriedades (k = 7.10*N/m), (m = 10’kg), (§ = 0,04)

e submetido a forga (f(t) = 10*(e """~ ") em newtons, determine os histéricos

de deslocamento com base na referida solu¢do e com base no Algoritmo 7-3.1

de resolucdo no dominio da frequéncia. Utilize:

a. Discretizacio com (T, = 10,24 s) e (N = 2'"). Confirme os histéricos obtidos
com o Algoritmo 7-4.1, nos dez primeiros segundos.

b. Discretizacio com (T, = 4,094s) e (N = 2'"). Obtenha os histéricos nos dois
primeiros segundos.

c. A discretizag@o anterior, juntamente com a corre¢ao de condigdes iniciais
espurias, através da Equacdo 7-3.79. Faga a mesma representacao de histéricos
que no caso anterior.

7-8 QUESTOES PARA REFLEXAO

7-8.1  Qual é a diferenca fundamental entre andlise no dominio do tempo € andlise
no dominio da frequéncia? Em que circunstancias cada uma dessas andlises se
mostra indicada? Essa indicacdo € excludente?

7-8.2  Por que se diz que a andlise no dominio da frequéncia se baseia em
superposi¢do? E os métodos de andlise no dominio do tempo se baseiam em
superposi¢do ou nao? Como exemplificar?

7-8.3 O que expressa uma série de Fourier? Qual é a utilidade dessa série em andlise
dindmica de estruturas?

7-8.4 O que é o par de transformadas de Fourier? Qual é a utilidade dessas
transformadas em andlise dinamica de estruturas?

7-8.5 O que sdo as transformadas de Fourier discretas? Por que utilizar essas
transformadas em lugar das correspondentes transformadas continuas? Quais sdo
as peculiaridades dessas transformadas?

7-8.6 O que sdo as transformadas de Fourier rdpidas? Qual é a importancia dessas
transformadas?

7-8.7 O que significa conteiido de frequéncia de uma funcéo aperiédica? Por que é til
conhecer esse conteddo em caso de forga externa aplicada a uma estrutura?

7-8.8 Como explicar o amortecimento viscoso e o amortecimento estrutural? Quais sdo
as vantagens e desvantagens de cada um desses amortecimentos?
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7-8.9

7-8.10

7-8.11

7-8.12

7-8.13

7-8.14

7-8.15

7-8.16

7-8.17

7-8.18

O que é uma fungdo complexa de resposta em frequéncia? Qual € a diferenga
dessa funcdo nos casos do amortecimento viscoso e do amortecimento
estrutural?

Quando e por que utilizar amortecimento viscoso equivalente a0 amortecimento
estrutural? Em que se baseia essa equivaléncia?

O que € o impulso unitdrio? Qual € a relacdo entre a resposta no dominio
do tempo ao impulso unitdrio centrado na origem e a fungio de transferéncia?
Essa relacdo se aplica em que concep¢do de amortecimento?

Por que se adota uma extensdo de tempo em defini¢cdo da forga externa

em andlise discreta standard no dominio da frequéncia? E possivel prescindir
dessa extensdo no caso do oscilador simples? Como? E no caso de modelo
de multiplos graus de liberdade?

Como controlar as aproximagdes introduzidas com a discretizagdo das
transformadas de Fourier em andlise dindmica das estruturas?

O que é e o que expressa a frequéncia de Nyquist? Como utilizar essa frequéncia
em andlise dindmica de uma estrutura?

Por que, em andlise standard de oscilador simples no dominio da frequéncia,
condig¢des iniciais a0 movimento ndo sdo incluidas? Como incluir, em andlise
nesse dominio, o efeito dessas condicdes? E no caso de modelo de multiplos

graus de liberdade, o que fazer?

Em que consiste a andlise com a transformada de Fourier implicita? Quais sdo
as vantagens e desvantagens dessa transformada?

Por que, com amortecimento viscoso, a formulagdo matricial da analise no
dominio da frequéncia de oscilador simples recai em resolugdo discreta que
pode ser obtida a partir da integral de Duhamel? Essa resolug@o se mostra
vantajosa? Por qué?

Por que a resolu¢@o no dominio da frequéncia de modelo de multiplos graus
de liberdade, sem o uso de transformagdo modal de coordenadas, oferece
dificuldade de processamento? E por que nio ocorre essa dificuldade com essa
transformacgado de coordenadas?



Analise Sismica

POR QUE E COMO EFETUAR UMA ANALISE SISMICA
DE ESTRUTURA?

O sismo ¢é uma agdo dindmica que tem grande poder destrutivo nos paises vizinhos
ao Brasil, ao longo da Cordilheira dos Andes, e em diversas outras regides do Globo.
Felizmente, no pais, a sismicidade é muito reduzida em quase todo o territério. Contudo,
devido aos desafios da globalidade da formagdo do engenheiro, ndo se pode ignorar
0 sismo como uma importante acdo a ser de conhecimento dos engenheiros civis projetistas
nacionais. Além do que, mesmo no pais, € necessario considerar essa acdo em obras de
grande magnitude, como instalagdes nucleares, hidroelétricas e sistemas de exploragdo
de petréleo.

Pelo fato de os sismos mais intensos serem agdes excepcionais de longo periodo de
retorno e terem carater aleatorio, as estruturas sismorresistentes sdo usualmente projetadas
com a capacidade de dissipacdo de energia em regime ineldstico, com danos aceitaveis em
funcdo da importancia das mesmas e com a condig@o de preservagdo de vidas. Entretanto,
devido a complexidade de andlise nesse regime e a impossibilidade de prever e quantificar
com seguranga os sismos futuros, andlises deterministicas eldsticas lineares sdo amplamente
utilizadas a partir de dados de uma “média” de a¢des sismicas passadas, considerando a am-
plificagdo sismica do solo e o tipo e fun¢do social da edificagdo. Os resultados dos esforgos
internos, assim obtidos, sdo reduzidos por um coeficiente com o fito de transforma-los em
provaveis resultados de andlises ndo lineares fisicas.

Os c6digos normativos de projeto possibilitam andlises deterministicas com forgas es-
taticas horizontais equivalentes para as estruturas usuais em locais de sismos de pequena
intensidade e recomendam andlises dinAmicas em regides de sismos de maior relevancia.

Uma andlise sismica deterministica pode ser realizada com a imposi¢ao de acelero-
gramas sismicos a base da estrutura, para entdo se efetuar a resolucdo das equagdes de
movimento. Pode também ser levada a efeito através de espectros de resposta obtidos
a partir daqueles acelerogramas, com a obtengdo de solucdes maximas de equacdes
modais, para posterior combinacio dessas solugdes em estimativas de respostas extremas
da estrutura. O primeiro desses procedimentos é o mais geral e consistente. Contudo, o
segundo procedimento é o mais utilizado em projeto das edificagdes usuais, devido a
simplicidade, maior facilidade de defini¢io da ag@o sismica e por requerer processamento
menos extenso.

341
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Esse contexto de especificacdo da a¢do sismica e do desenvolvimento das correspondentes

andlises merece grande detalhamento e é objeto de literatura especializada.' Entretanto,
este capitulo apresenta uma abordagem sucinta, mas esclarecedora o suficiente para o
entendimento da ac@o sismica, dos c6digos normativos de projeto e dos principais métodos
de andlise. Isso estd apresentado na seguinte estruturacio de se¢des:

8-1

Descri¢ao do significado dos termos relevantes relativos a sismos.

8-2 Apresentagdo de esclarecimentos quanto a origem e caracterizagio das a¢des sismicas.

8-3 Conceituagio e obtencdo dos espectros de resposta do deslocamento relativo, da

pseudovelocidade relativa e da pseudoaceleragdo absoluta. Esses espectros sdo que
expressam valores maximos devido a aplicag¢@o de acelerograma sismico ao suporte
de osciladores simples, com diferentes periodos e valores de amortecimento viscoso.

8-4 Apresentacgdo de orientagdes de concepgdo de edificios sismorresistentes e descri¢do

das correspondentes andlises através de forcas estdticas equivalentes, de espectros de
resposta e de historicos de aceleragdo.

8-5 Detalhamento da andlise sismica de estruturas submetidas a agdes multiplas nos apoios.

8-6 Sugestdo de exercicios para resolug@o.

8-7 Proposicdo de questdes para reflexdo.

8-

1 TERMINOLOGIA

A literatura de andlise sismica de estruturas tem termos proprios importantes de serem

esclarecidos para contextualizar essa andlise. Seguem os termos mais relevantes:

Acelerograma — Representagao grafica ou digitalizada da variagc@o temporal da
aceleracdo de um sismo, que depende da distincia da estrutura ao epicentro e das
caracteristicas locais do solo.

Acelerometro — Equipamento captador de sinais de acelerag@o, geralmente elétricos.
Distdncia epicentral — Distancia entre o epicentro e a estacdo de medida sismolédgica
na superficie terrestre.

Edificacoes sismorresistentes — Construcdes projetadas para resistir as acdes sismicas
estabelecidas por codigos normativos, de maneira a preservar vidas humanas e com
danos reparaveis.

Epicentro — Ponto na superficie terrestre diretamente acima do hipocentro.

Espectro de resposta — Representac@o grafica ou analitica dos valores extremos de
resposta de osciladores simples, com diferentes periodos e valores de amortecimento
viscoso. Trata-se de espectros do deslocamento relativo, da pseudovelocidade relativa
e da pseudoaceleracdo absoluta.

Espectro de resposta tripartido — Representagao dos espectros do deslocamento
relativo, da pseudovelocidade e da pseudoaceleracdo, em um tnico diagrama de
escalas logaritmicas.

'Vide Chopra, A.K., 2007.
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Espectro de projeto — Espectro de resposta construido com base em c6digo normativo
de projeto, que leva em consideracdo as caracteristicas do solo, o tipo de estrutura
(no que tange a geometria e a ductibilidade) e a importancia desta para a sociedade.
Forca basal — Forga horizontal total na base de uma edificagdo, também denominada
corte basal.

Forcga sismica — Forga sobre uma edificacio, decorrente de uma agio sismica.
Hipocentro — Ponto no interior da Terra em que se inicia uma liberaciio de energia sismica.’
Intensidade — Indicagdo subjetiva, usualmente na Escala Mercalli Modificada, do
efeito produzido por um sismo nos edificios, objetos e pessoas, em determinado local.
Magnitude — Valor, usualmente na Escala Richter, relacionado com a energia liberada
por um sismo.

Ondas sismicas — Ondas elasticas geradas por sismos, que se propagam pelo interior e
pela superficie da crosta terrestre, ocasionando vibragdes nessa superficie.
Profundidade focal — Distancia entre o hipocentro e o epicentro.

Rebote eldstico — Teoria desenvolvida por Harry Fielding Reid, em 1908, de que

as placas tectonicas se deslocam relativamente entre si, com acimulo de energia
elastica que, ao atingir o limite de resisténcia em certas regides interplacas, provoca
deslocamento brusco de uma placa em relagdo a outra, com a liberagcdo de grande
quantidade de energia e a geracio de sismos.

Réplicas sismoldgicas — Sismos menores que ocorrem depois de um forte tremor

de terra, devido ao ajuste das rochas que deram origem a esse tremor.

Shaking table — Equipamento de simulag@o de sismos em modelos reduzidos

de laboratdrio.

Sismicidade — Nivel de ocorréncia de sismos, no espago e no tempo, em uma
determinada regido.

Sismo — Vibragdo brusca e rapida da superficie terrestre, devido a movimentos
subterrineos como os de placas rochosas, atividade vulcanica, explosdes e
desmoronamento de solo. Um sismo sob o oceano pode causar maremoto, também
denominado tsunami, que é uma grande onda ou sucessio de ondas que se desloca a
grande velocidade.

Sismologia — Ramo da Geofisica que estuda os sismos e fendmenos correlatos.
Sismografo — Equipamento registrador de deslocamentos, também denominado
sismometro.

Terremoto — Sindnimo de sismo e de tremor de terra, preferencialmente em caso

de grande intensidade.

Zona sismica — Regido geografica com sismicidade semelhante.

8-2 ACAO SISMICA
A identificag@o das causas e a mensuragao dos sismos pertencem a drea de conhecimento

denominada Sismologia. Contudo, para fundamentar o presente desenvolvimento de andlise
sismica de estruturas, algumas informacdes basicas sdo apresentadas a seguir.

* Na crosta continental, a maior parte dos hipocentros ocorte entre 2 e 20 quilometros de profundidade e, na crosta
ocednica, em profundidades maiores.
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Os sismos podem ser naturais ou induzidos pela atividade humana.

Os naturais ocorrem principalmente devido ao movimento relativo entre placas tectonicas
(que sdo denominados sismos interplacas, os mais frequentes e os de maior magnitude) e em
falhas entre blocos rochosos (que sdo chamados de sismos intraplacas).

Os sismos induzidos costumam ser provocados por minerac¢do, explosdo subterranea e
extracdo de dgua de aquifero, devido a acomodacio de solo.

Uma das maneiras de avaliar sismos ¢ pela quantidade de energia liberada, através da
grandeza denomina magnitude. E entre as varias escalas dessa avaliagdo, a mais utilizada é
a Escala Richter, definida sob a forma:

M =log,, A (8-2.1)

em que A é a amplitude maxima da onda sismica, em microns, registrada por um

. 3 ~ . . A . . 3

sismografo Wood-Anderson de torgao, situado a uma distancia de 100km do epicentro.
No caso de o sismdgrafo ndo estar a essa distancia, faz-se a correcéo:

M =log), A—log A, (8-2.2)
onde A, é um valor que depende da distancia.

Uma correlacdo aproximada entre essa magnitude e a energia E, em joules, liberada por
um sismo € expressa por:

log E=4,8+1,5M (8-2.3)

Na referida escala, um sismo é potencialmente destrutivo a partir de 5 graus e, o de maior
magnitude j4 registrado foi de 9,5 graus, que ocorreu em 22 de maio de 1960, no Chile."

A magnitude de um sismo ndo fornece indicacdo dos efeitos causados nas edificacdes,
que dependem do local afetado. Ja a avaliacdo de um sismo por intensidade é uma medida
qualitativa, fung@o desses efeitos nas pessoas, estruturas, objetos e infraestrutura.’

A escala de intensidade mais utilizada é a Mercalli Modificada que vai de um a doze
graus (representados em algarismos romanos para conotar subjetividade) e que, dependendo
do veiculo que a divulgue, é descrita em palavras distintas.’ Segue uma dessas descrigdes:

’ Essa é uma escala sem limite superior, proposta pelo sismélogo americano Charles Francis Richter (1900 -1985),
juntamente com o sismélogo alemdo Beno Gutenberg (1889 -1960), e que foi utilizada pela primeira vez em
1935. Um sismo de grau 7,0 libera cerca de 30 vezes a energia de um de grau 6,0. Um de grau 6 corresponde a
cerca de 3,7 bombas de Hiroshima, e um de grau 8,9, a aproximadamente 108 400 dessas bombas.

* Os terremotos mais letais registrados nos tltimos anos foram:

—1Ird, em 20/6/1990, de magnitude 7,4, com 50 000 mortos.

— Sumatra (ilha pertencente a Indonésia), em 26/12/2004, magnitude de 9,1, com 227 898 mortos.
— Paquistdo, em 8/10/2005, magnitude de 7,6, com 86 000 mortos.

— Sichuan, China, em 12/5/2008, magnitude de 7,9, com 87 582 mortos.

— Haiti, em 12/1/2010, de magnitude 7,0, com 222 500 mortos.

* Em edificacdes, inicialmente sio afetadas a alvenaria e as vedacdes, com a formacio de fissuras, trincas e/ou des-
locamento de revestimento. Com o aumento das amplitudes das vibragdes, ocorrem danos nos elementos estruturais.

® Trata-se de modificaciio efetuada por Richter, na escala proposta pelo vulcanélogo italiano Giuseppe Mercalli
(1850 -1914), em 1902, que ja era uma alteraciio da Escala de Rossi-Forel desenvolvida em 1883.
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1. Nenhuma vibragio é perceptivel por pessoas.

2. Algumas pessoas podem sentir movimento quando em repouso ou em andares superiores
de prédios altos.

3. No interior de prédios, diversas pessoas sentem leve vibragio; no exterior, contudo,
nada sentem. Objetos pendurados balangam.

4. A maior parte das pessoas situadas no interior de prédios sente vibragéo. Lougas balancam.

5. As pessoas sentem vibragio, independentemente de suas localizacoes. Portas fazem
barulho, pratos quebram, quadros mexem, objetos pequenos se deslocam e drvores oscilam.

6. As pessoas caminham com dificuldade. Os objetos e quadros costumam cair, o revestimento
dos muros pode rachar. H4 deslocamento de mobilias, quebra de lougas e vidragas rachadas.

7. As pessoas tém dificuldade de se manter em pé, os motoristas sentem seus veiculos
sacudirem, alguns prédios e casas desmoronam. Sinos de igrejas tocam.

8. Motoristas tém dificuldade em conduzir seus veiculos. Grandes estruturas, como chaminés
e prédios, costumam desabar. Galhos e troncos quebram. Solos imidos sofrem rachaduras.
Estruturas de tijolo, casas frageis, obras de irrigacdo e diques sofrem graves danos.

9. Ocorrem rachaduras no solo. Algumas tubulagdes subterrineas se partem.

10. Parte dos prédios e de suas fundagdes sdo destruidas, assim como algumas pontes.
As barragens sao significativamente danificadas. Os trilhos ferrovidrios se entortam.
Aparecem muitas rachaduras espalhadas no solo.

11. Grande parte das constru¢oes desaba, as pontes e as canaliza¢des subterrineas sdo
destruidas.

12. Quase tudo € destruido. O solo fica ondulado. Rochas costumam se deslocar.

A avalia¢@o da magnitude e da intensidade de sismos ndo tem utilidade pratica no projeto de
estruturas. Para isso, os sismos sdo registrados sob a forma de acelerogramas, segundo as
translacdes nas direcdes Norte-Sul, Leste-Oeste e vertical.” Além disso, a caracterizacio
de um sismo, para efeito de projeto, estd relacionada com o solo de fundagao, local, tipo e
importancia da edificacio, e os parAmetros mais importantes nessa caracteriza¢io sao a
aceleracdo maxima e o contetddo de frequéncias.

Apesar de intensa pesquisa dos mecanismos de geracdo dos sismos naturais, nao € possivel
prevé-los e quantifica-los com seguranca. E factivel, contudo, definir as regides suscetiveis
a sismos com provaveis aceleracdes maximas e contetidos de frequéncias. Assim, os paises
sujeitos a sismos disponibilizam c6digos normativos que quantificam as acdes sismicas em
seus territérios e apresentam critérios para o projeto de edificacdes sismorresistentes.

Como o Brasil estd situado no interior da Placa Sul-Americana sem falha geoldgica relevante, a
sismicidade tem nivel muito reduzido em quase todo o seu territorio, e ndo ha registro de tsunamis.

70 sismo de Long Beach foi o primeiro a ter acelerogramas registrados, em 1933. Embora possam ser regis-
trados histéricos de velocidade e de deslocamento, é mais pratico obter esses histéricos com a integracio de
acelerogramas.

I
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A norma NBR-15421 (2006), destinada ao projeto das estruturas civis usuais resistentes a sismos,
divide o pafs em zonas sismicas, como mostra o0 mapa da aceleracio caracteristica de projeto na
Figura 8-2.1.° Essas zonas sdo em ntimero de cinco, numeradas de 0 a 4, com aceleragdes sismicas
horizontais caracteristicas de projeto, em percentuais da aceleracdo da gravidade e normalizadas
em relac@o ao terreno da classe B (rocha).” Para as estruturas localizadas nas zonas 1 a 3, os valores
de aceleragdo devem ser obtidos por interpolagdo. Ja o contetido de frequéncia é caracterizado
através de espectros de resposta de projeto, cujo conceito serd apresentado na proxima secao.

PAPEN
1

P

FIGURA 8-2.1 Mapeamento da aceleracao sismica horizontal caracteristica de projeto, a,.*
* Mapeamento reproduzido de NBR 15421, com autorizacéo da Diretoria de Rela¢bes Externas

da ABNT.

A citada norma nio estabelece requisito de resisténcia sismica as estruturas localizadas na
zona 0. Para as estruturas situadas na zona 1, apresenta procedimento simplificado de aplicacao
de forcas estaticas horizontais em todos os pisos do edificio e em cada uma de duas direcdes
horizontais ortogonais, iguais a 1% do peso da edificacio acima de cada piso. Para as edificacdes

# ABNT NBR 15421:2006, Projeto de Estruturas Resistentes a Sismos.

? Essas sio aceleragdes maximas de referéncia que tém 10% de probabilidade de serem superadas em 50 anos,
o que corresponde ao periodo de retorno de 475 anos.
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localizadas nas demais zonas sismicas, essa norma estabelece critérios para analise com forgas
horizontais equivalentes (que levam em considerago a aceleracdo sismica e o efeito da am-
plificacdo desta no solo), como também orienta a utilizacdo de métodos de andlise dinAmica.

Usualmente, os cédigos normativos de projeto especificam uma acéo sismica horizontal
translacional a ser considerada em duas dire¢des ortogonais da estrutura, assim como definem
a acdo vertical como parte daquela ag@o. Aos efeitos sismicos devem ser somados os efeitos
das forcas gravitacionais e das demais agdes que atuam sobre a estrutura.

Um importante acelerograma € o do componente Norte—Sul do sismo El Centro, mos-

trado na Figura 8-2.2 e ocorrido em 18 de maio de 1940, no Imperial Valley, Califérnia. Esse
acelerograma tem magnitude 6,7, duracio de 30s, aceleragdo de pico de 0,319g (3,13 m/s?). "

i (g) 04

0,2

AL 1N
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-0,2 l ' H

0 10 20 30 s
FIGURA 8-2.2 Acelerograma, sismo E/ Centro (1940).
Os valores de um acelerograma sao registrados em iguais intervalos de tempo. Com

base em aceleracdo linear em cada um desses intervalos, € cubica a lei de deslocamentos no
mesmo intervalo, que, com a notacdo da Figura 8-2.3, se escreve:

U(t) A

lei cuibica

U
Ui

¥y —+

At

FIGURA 8-2.3 Deslocamento em um espacamento de tempo.

"E um acelerograma muito representativo, dado ao seu elevado pico de aceleracio e porque em sismos intensos
(que podem perdurar por até um minuto) a duragao da parte mais intensa ndo costuma ultrapassar 30s. Ha diversas
digitalizacdes desse acelerograma. Utilizou-se neste livro a disponibilizada em www.vibrationdata.com/elcentro.
htm, que tem 1 558 pontos espagados de 0,02s. Atualmente, tém sido adotados pontos espagados de 0,005s. Vale
comparar a aceleragdo de pico desse acelerograma com a aceleracdo sismica horizontal da maior parte do ter-
ritdrio brasileiro estabelecida pela NBR 15421, que € de 0,025 g. Identifica-se a baixa sismicidade desse territdrio.


http://www.vibrationdata.com/elcentro.htm
http://www.vibrationdata.com/elcentro.htm
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u(t)=at’ +bt’ +c1+d (8-2.4)

Da expressdo anterior obtém-se:

u(t)=3at’> +2bt+c
i(t)=6at+2b

(8-2.5)
Com (1 =0), tem-se:
u_ =d — d=u,
U_, =Cc — c=u;,
i, =2b — b=1i,,/2 (8-2.6)
E com (T = At), obtém-se:
i; =6a At+2i,,/2 — a=L(1’ji —1iy)
6AL (8-2.7)
Logo, chega-se as seguintes leis de velocidade e de deslocamento:
0(T) = (i, ~ii, ) T+ i, T
2At i i-1 i-1 i-1
_ | P 3, Ui o,
w(t)=—y; -l T +—71 +u_,T+u,
6At 2 (8-2.8)
Fazendo (T = At) nessas duas dltimas expressdes, obtém-se:
YA\ .
U = — (U + iy )+,
2
A
u = — (i + 20 )+ At +uy
6 (8-2.9)

que com (i =1, 2, ...) fornecem os histéricos de velocidade e de deslocamento.

Integracdes numéricas costumam acarretar aproximacdes. E os histéricos anteriores
podem ser obtidos de forma mais simples, diretamente da consideracio de aceleracdo linear
em cada espagamento de tempo, com as seguintes expressoes:

TP s N S B VI
At Q=1 2,
o =0T g At
At (8-2.10)

As Figuras 8-2.4 e 8-2.5 mostram os histéricos de velocidade e de deslocamento obtidos
a partir do acelerograma do sismo EI Centro apresentado anteriormente. '’

"' Na determinacio do histérico de deslocamento foi imposta a condi¢do de deslocamento final nulo, para
compensar a acumulacdo das aproximacdes numéricas ao longo da integrag¢do na variavel tempo.
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FIGURA 8-2.4 Historico de velocidade, sismo E/ Centro (1940).
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FIGURA 8-2.5 Histdrico de deslocamento, sismo E/ Centro (1940).

O efeito de um sismo em uma estrutura depende do contetido de frequéncia do acelero-
grama sismico e de propriedades da estrutura, como distribui¢des de rigidez e de massa,
assim com de sua ductilidade."” Uma estrutura mais rigida do que outra niio significa neces-
sariamente que tenha melhor comportamento sismico.

Como ilustragdo, a Figura 8-2.6 apresenta o espectro de amplitudes da transformada
de Fourier do acelerograma do sismo EL Centro que foi representado na Figura 8-2.2.
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FIGURA 8-2.6 Espectro de amplitudes da transformada de Fourier, sismo El Centro (1940).

"> As estruturas em concreto armado tém mais ductilidade do que as em ago, e as estruturas hiperestdticas, mais
ductilidade do que as isostaticas.
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Nesse espectro, as amplitudes maiores do que 0,75 IF(if)| estdo entre as frequéncias 2 a
42 Hz, que correspondem a periodos entre 0,5 e 0,024 s. Assim, uma estrutura de periodo
fundamental de 1s € menos sensivel a esse sismo do que outra de periodo fundamental de
0,1s, que é mais rigida."

Em projeto de uma estrutura, a acio sismica pode ser caracterizada por acelerogramas
(registrados ou artificiais) ou por espectros de respostas que serdo apresentados na proxima
secdo.'* Acelerogramas sio essenciais em andlise de estruturas com agdes multiplas em
apoios, e espectros de resposta sdo utilizados em andlise de edificacdes de base rigida.
Além disso, na andlise pode ser utilizado: um método estético (que considera forgas es-
taticas equivalentes a acdo sismica), o método de superposi¢cdo modal (com integracdes
numéricas das equacdes modais ou com o uso de espectro de resposta em cada uma dessas
equacdes) ou o método de integragdo direta das equagdes de movimento (com a utilizagdo
de acelerogramas).

8-3 ESPECTROS DE RESPOSTA

Espectros de resposta sdo representagdes (grificas ou analiticas), sem consideracdo de
sinal, de valores de pico de respostas de osciladores simples com diferentes periodos e amor-
tecimentos. Em andlise sismica s@o utilizados os espectros de deslocamento, de velocidade
e de aceleracdo, devidos 2 aceleracio da base."”

Do ponto de vista de projeto, histoéricos de resposta ndo sdo realmente importantes, desde
que possam ser determinadas diretamente estimativas de valores extremos de resposta, como
de deslocamentos e esfor¢os internos, por exemplo. Essas estimativas podem ser obtidas, de
forma pratica, com espectros de resposta. Além do que, em procedimento aproximado
de andlise, esses espectros sdo lteis em determinacdo de forgas estdticas a serem aplicadas
lateralmente a estrutura.

Na Sec¢ao 3-8 foi obtida a equac@o de movimento do oscilador simples excitado por
aceleracdo da base. Adota-se agora para esse oscilador, como mostra a Figura 8-3.1, a
notacdo uy(t) para o deslocamento horizontal da base (em que o indice s € alusivo a sismo),
w(t) para o deslocamento da massa em relagc@o a base e u(t) para o deslocamento absoluto
da massa."®

"% Os edificios mais flexiveis sdo os mais suscetiveis ao efeito do vento. No caso de sismos, a situacdo se inverte,
os edificios mais rigidos sdo os mais sensiveis.

'* Em andlise dinAmica probabilistica a acio sismica é caracterizada através de densidades espectrais de poténcia
da aceleracdo.

" Esses espectros foram concebidos por Maurice Anthony Biot (1905-1985), em 1933, mas a sua ampla
divulgacdo deve-se a George William Housner (1910-2008), a partir de 1941. Espectros de resposta costumam
também ser utilizados em andlise do efeito de for¢cas de impacto, como de explosdes.

' O deslocamento total é Gtil para prever uma separagio entre edificios, que evite o choque entre os mesmos,
e é necessdrio no caso de estruturas que suportam equipamentos sensiveis a deslocamentos.
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FIGURA 8-3.1 Idealizacao de coluna como oscilador simples com movimento da hase.
Com a relacdo entre deslocamentos:
(8-3.1)
escreve-se a equacdo de movimento em termos do deslocamento relativo:
mw(t)+cw(t)+kw(t)=—mi(t) (8-3.2)

em que {iy(t) é suposto definido por um acelerograma. Assim, —miiy(t) € a forga equivalente
a acdo sismica.

Com a divisdo de ambos os membros da equagdo anterior pela massa, obtém-se a nova
forma de equagdo de movimento:

() + 280, W(D) + @2w() = i, (1) (8-3.3)

A equacio anterior pode ser resolvida no dominio do tempo, através de um dos méto-
dos apresentados no Capitulo 3, ou no dominio da frequéncia, como foi apresentado no
Capitulo 7. Os espectros de resposta (eldstica) sdo construidos com a identifica¢do do valor
extremo dessa equacio para osciladores de diferentes periodos naturais e amortecimentos.'’

Como exemplificacdo, considera-se o oscilador simples de periodo natural de um segundo,
razao de amortecimento de 0,05, sob a a¢do do acelerograma do sismo El Centro apresentado
anteriormente. Para esse oscilador obteve-se o histdrico de deslocamento relativo mostrado na
Figura 8-3.2." Nesse histrico esté indicado o deslocamento relativo médximo em valor absoluto,
0,113 m. Esse é o deslocamento relativo espectral que recebe a notacdo:

o

em que estd indicado ser fun¢do do periodo natural e do amortecimento.

"7 A literatura apresenta adaptacdes desses espectros a0 comportamento ineldstico, o que tem caréter aproximativo,
principalmente quando esses espectros sao utilizados com o método de superposicdo modal, em que € implicita
a validade do principio da superposi¢do dos efeitos.

8 A . z P . . ~ P . .
" Vé-se que esse histérico é muito mais regular do que o da aceleracio sismica de base que lhe deu origem.
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FIGURA 8-3.2 Histdrico de deslocamento do oscilador de (T, = 1s) e (§ = 0,05), sismo E/ Centro.

A representacdo grafica do deslocamento relativo espectral versus periodo natural ou
frequéncia natural, para um dado amortecimento, é denominada espectro de resposta do des-
locamento (relativo). No caso do sismo El Centro, esse espectro € ilustrado na Figura 8-3.3,
com as razdes de amortecimento 0,02, 0,05, 0,1 € 0,2. Observa-se a tendéncia de crescimento
desse deslocamento com o aumento do periodo natural, crescimento este que € mais intenso
a medida que se reduz o amortecimento.

S, (m)
¢ £=0,02
04 ‘ N
=005 _/
0,3
0,2
0,1
0 1

0 L0 2,0 30s

Periodo natural

FIGURA 8-3.3 Espectros de resposta do deslocamento relativo, sismo E/ Centro.

O deslocamento relativo espectral é ttil em obtencio da forca eldstica:"
f, =k S4(T,.9) (8-3.5)
sem informag¢@o quanto ao instante em que ocorre essa forga.

Outra importante resposta maxima é a pseudovelocidade relativa espectral definida
20
como:

Sv(Tn’E.))z(DnSd(Tn’g)‘ (8-36)

" Essa forga sera utilizada na Subsecio 8-4.1, em determinacio de forca estética equivalente.

» Presentemente, pseudo tem o significado de aproximado.
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A representacdo grafica de S, versus periodo (ou frequéncia) natural é denominada es-
pectro de resposta da pseudovelocidade (relativa) e € ilustrada na Figura 8-3.4, para o caso
do citado acelerograma e das razdes de amortecimento 0,02, 0,05, 0,1 e 0,2.

S, (m/s)
A /’\ £=0,02

1,0 1
/ E=005 /N
paN

0,75 [L l\'\v
RN
ol N~ e —

0 1,0 2,0 3.0s

Periodo natural

FIGURA 8-3.4 Espectros de resposta da pseudovelocidade relativa, sismo E/ Centro.

A pseudovelocidade relativa espectral é diferente da velocidade relativa maxima (exata)
que ocorre em um instante distinto que o do deslocamento relativo espectral e que, para ser
determinada, requer a obtengdo do histérico dessa velocidade. Contudo, como a diferenca é
pequena e a expressao anterior facilita a determinagio de uma velocidade espectral, € rotineiro
o uso da pseudovelocidade relativa espectral.

Para evidenciar essa diferenca, considera-se o caso da razdo de amortecimento de 0,05
e o acelerograma do sismo El Centro. Na Figura 8-3.5 estd mostrado, em traco continuo, o
espectro de resposta da pseudovelocidade relativa e estd representado, em linha pontilhada,
o espectro de resposta da verdadeira velocidade relativa. Observa-se pequena diferenga entre
esses dois espectros, que é pouco relevante, principalmente devido a incerteza na defini¢ao
da excitagdo sismica.

S, (m/s)

0,75 / L3 A
0,5

0,25

0 1,0 2.0 3,0s
Periodo natural

FIGURA 8-3.5 Espectros de resposta da verdadeira velocidade e da pseudovelocidade do sismo
El Centro, & = 0,05.
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A pseudovelocidade relativa € 1til em determinag@o da energia potencial de deformagao
elastica linear de pico, que tem a expressao:

1
=—kS?=
2 d

2
1
PRI E,=-mS;

1
2 o 2 (8-3.7)

pe

Obtém-se, agora, a acelerag@o absoluta espectral para o caso ndo amortecido. Para isso,
substitui-se o deslocamento relativo (w = u — u,) na equagao de equilibrio do oscilador simples
sem amortecimento (W + maw = — ii;), em obtencdo da equacio (i + ®;w = 0). Essa equagio
fornece o valor maximo:

. 2
Unix. = (Dn |Wméx.| (8-38)

que é denominado pseudoaceleracdo absoluta espectral. Essa aceleracdo maxima pra-
ticamente coincide com a aceleracdo absoluta mdxima em caso de amortecimento pequeno,
como 0s que ocorrem nas estruturas.

Para comprovar esse fato, considera-se o caso da razdo de amortecimento de 0,05 e o
mesmo acelerograma do sismo EI Centro. A Figura 8-3.6 mostra coincidéncia grafica do es-
pectro da pseudoaceleragdo, representado em traco continuo, com o espectro da verdadeira
aceleracdo, representado em linha pontilhada.

Sa(g)
1,2
0.9
0.6 jt \ f\—\
03 .
MM
0
0 1,0 2.0 30

Periodo natural

FIGURA 8-3.6 Espectros de resposta da aceleracao verdadeira e da pseudoaceleragcao do sismo
El Centro, & = 0,05.

Essa coincidéncia justifica utilizar a pseudoaceleracdo espectral, quando entdo se tem a
seguinte relagc@o entre espectros:

Sa (TnyEQ):(Disd(Tn’E))z(DnSv(Tnag) (8_3'9)

A representacdo grifica de S, versus periodo (ou frequéncia) natural é denominada es-
pectro de resposta da pseudoaceleragdo absoluta. Esse espectro € mostrado na Figura 8-3.7
em termos de unidades da aceleracdo da gravidade, para o caso do sismo El Centro (1940)
e com as razdes de amortecimento 0,02, 0,05, 0,1 € 0,2.
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FIGURA 8-3.7 Espectros de resposta da pseudoaceleracao absoluta, sismo E/ Centro.

Embora as respostas espectrais do deslocamento relativo, da pseudovelocidade relativa e
da pseudoaceleracio absoluta se relacionem entre si através da frequéncia natural, essas res-
postas fornecem uma indicag¢do do contetdo de frequéncias da excitacdo sismica. Observa-se
que os deslocamentos de um oscilador sdo particularmente sensiveis aos movimentos de
baixa frequéncia, as velocidades sdo sensiveis aos de média frequéncia e as aceleracdes, aos
de alta frequéncia.

Newmark representou os trés descritos espectros, em um tnico diagrama de escalas
logaritmicas, denominado espectro de resposta tripartido.” Esse espectro estd ilustrado na
Figura 8-3.8 para o caso do sismo EI Centro (1940), em que os tracos continuos de cima para
baixo dizem respeito as razdes de amortecimento 0, 0,02, 0,05, 0,1 e 0,2.”> Nas abscissas estio
marcados os perfodos em segundos, nas ordenadas estdo assinaladas as velocidades espectrais
em centimetros por segundo, nas diagonais a 45° estdo registrados os pseudodeslocamentos
espectrais em centimetros e nas diagonais a —45° estdo indicadas as pseudoaceleragoes es-
pectrais em termos da gravidade.

Os espectros de resposta anteriores tém alteragdes bruscas, o que nio é conveniente em
codigos normativos de projeto. Além do que esses espectros foram obtidos com osciladores
de comportamento linear, enquanto as estruturas sdo usualmente concebidas para atingir
comportamento no linear, quando da ocorréncia de sismos intensos. Por essa razio, aqueles
codigos apresentam espectros suavizados e especificam um fator de ductilidade que expresse
capacidade de deformacdo pléstica, na busca de transformar a resposta eldstica linear em
resposta ndo linear, em carater aproximativo. Também, a utilizacdo de espectros de resposta
de um sismo ja ocorrido ndo incorpora o cardter aleatério de sismos futuros, além de nao
considerar as caracteristicas do solo local, do tipo de estrutura e da importancia desta para
a sociedade.

' Newmark, N.M., 1959, A Method of Computation for Structural Dynamics, Proceedings of ASCE, vol. 85,
EM3, pp. 67-94. E cldssica a apresentaciio do espectro de resposta tripartido em livros que tratam de andlise
sismica, contudo, esse espectro nio apresenta atualmente utilidade prética em projeto.

* Figura reproduzida do livro Dynamics of Structures, 2010, ISTE and John Wiley & Sons, com autoriza¢io
do autor Patrick Paultre.
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FIGURA 8-3.8 Espectro de resposta tripartido, sismo E/ Centro.

Para resolver tais questdes, os c6digos normativos apresentam critérios para a cons-
trucdo de espectros de resposta de projeto que expressam, através de trechos lineares e
curvos suavizados, uma “média” de varios sismos, com a consideracido probabilistica
da sismica local e das referidas caracteristicas. Costumam apresentar critérios apenas
para espectros de resposta da pseudoaceleragdo, uma vez que a pseudovelocidade es-
pectral pode ser obtida com a divisdo dessa aceleracdo pela frequéncia natural angular,
e o deslocamento espectral obtido com a divisdo dessa aceleragdo por essa frequéncia
ao quadrado.

Como exemplificagdo inicialmente de espectro de projeto, considera-se a NBR—-15421.
A partir da aceleracdo sismica horizontal caracteristica de projeto mapeada na Figura 8-2.1,
a,, € da classe do terreno (rocha s, rocha, solo muito rigido, solo rigido ou solo mole), sdo
estabelecidos os fatores de amplificacio sismica C, e C,. Com esses fatores sdo definidas as
aceleracdes espectrais horizontais (a5 = C,a,) € (a1 = Cya,) que consideram a amplificagio
sismica no solo, para a construgdo do espectro da pseudoaceleragdo que ¢ mostrado na
Figura 8-3.9.
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FIGURA 8-3.9 Espectro de resposta de projeto, NBR-15421.

Como segunda exemplificacdo, a Figura 8-3.10 mostra espectros de projeto da Norma
Argentina CIRSOC 103, quanto a a¢do sismica horizontal para a zona sismica 1 e o amor-
tecimento de 5%.”

S (8)
03 .. Solotipo I1I
L > e N Solo tipo I1
Solo tipo T
0,1 ¢
0
0 0,5 1,0 1,5 20s

Periodo natural

FIGURA 8-3.10 Espectros de resposta de projeto, CIRSOC 103.

Resultados de medi¢des de amortecimento de estruturas sob a acdo sismica apresentam
grande variabilidade. Os cédigos normativos de projeto recomendam amortecimento vis-
coso de (§ = 0,05) para as estruturas sem isoladores de vibragdo e com boa capacidade de
dissipac@o de energia, e costumam orientar a ado¢ao de um menor valor em caso dessa
capacidade ser reduzida.

» Normas Argentinas para Construcciones Sismorresistentes, CIRSOC 103, www.inpres.gov.ar.
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8-4 ESTRUTURAS DE EDIFiCIOS

As edificagdes consideradas sismorresistentes devem resistir, com danos limitados, aos
sismos em qualquer direcio e como acdes excepcionais.” O projeto dessas construcdes
requer concepg¢ao arquitetonica-estrutural com redundancia de estabilidade, com ductilidade
e capacidade de dissipacdo de energia. O projeto deve ser elaborado com base em andlise
numérica que simule, em caso de ocorréncia do sismo previsto mais desfavoravel, compor-
tamento estrutural que garanta a preservacio de vidas humanas e danos reparaveis.

Para isso, as edificacdes sismorresistentes devem ter claras trajetérias de transmis-
sdo das forcas sismicas entre os componentes estruturais. Essas edificacdes costumam
ser concebidas com base rigida (em radier ou como resultado do contraventamento das
fundagdes) ou sobre multiplos apoios sem contraventamento. O primeiro caso tem a
vantagem de assegurar excitacdo uniforme em toda a estrutura e é abordado na presente
secdo. O segundo caso é o de estruturas de grandes vdos, com apoios muito afastados
entre si, como pontes e grandes estruturas de cobertura. A correspondente andlise serd
detalhada na préxima secao.

Além de base rigida, ¢ recomendével que os edificios de andares multiplos tenham:
Distribuicdo regular dos componentes em planta, preferencialmente em malha ortogonal;
Uniformidade estrutural ao longo da altura;

Componentes verticais mais rigidos situados préximos a periferia da edificacdo;

Resisténcia a esforcos de tor¢ao;

o N~

Ductilidade e capacidade de dissipacao de energia em duas dire¢des ortogonais e na
direcdo vertical.

E indicado também que os referidos edificios sejam concebidos com:

1. Lajes rigidas em seus planos, para bem distribuir os esforgos horizontais entre os
componentes verticais resistentes;

Rigidez e resisténcia semelhantes em duas dire¢des ortogonais principais;

Simetrias horizontais ou proximidade dos centros de massa e de rigidez, em cada andar.

Em andlise deterministica, a agdo sismica € considerada a partir de acelerogramas impos-
tos a base da edificag@o ou levada em conta, de forma aproximada através de espectros de
resposta. Em locais de reduzida sismicidade e com esses espectros, os cddigos normativos
apresentam critérios para a determinac@o de forgas horizontais estaticas equivalentes em cada
piso da edificacdo, como descrito na proxima subse¢do. Para casos de sismicidade mais rele-
vante, orientam a utilizacdo de andlises dindmicas, como as descritas na subsecao posterior.

** Construgdes essenciais, como hospitais, pontes importantes e usinas nucleares devem ser integralmente
preservadas. Atualmente tem sido muito utilizados isoladores de vibragcdo que costumam reduzir o efeito dos
sismos sobre as estruturas em até 75%. O exemplo de isolamento de maior destaque € o do Yokohama Landmark
Tower (prédio de 296 m de altura, o mais elevado do Japao), em que uma base isoladora composta de roletes e
molas foi combinada com o efeito equilibrador de um péndulo.
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8-4.1 Analise estatica equivalente

Pelo fato de uma andlise dindmica consistente requerer muito mais processamento do que
uma estdtica, é pratica, para edificacdes de respostas que possam ser bem caracterizadas pelo
primeiro modo natural de vibracdo que se situem em regides de baixa sismicidade, substituir
essa andlise por uma pseudoestdtica. Isso porque, com idealizagdo de um grau de liberdade,
uma forg¢a horizontal na base da edifica¢do pode ser estimada a partir da pseudoacelera¢do
absoluta espectral, que foi apresentada na se¢@o anterior.

Para isto, com base nas Equacdes 8-3.5 e §-3.8, tem-se a forca eldstica do oscilador

simples:
f,=kS, /@ — (8-4.1)

em que o valor de S, € identificado em um espectro de resposta da pseudoaceleragio
absoluta, tendo-se o periodo fundamental do edificio e a correspondente razdo de amorte-
cimento.” Essa é a chamada forca basal ou corte basal, que pode ser escrita sob a forma:

f, = WS,Clg (8-4.2)

Nessa expressio, W € o peso da edificagdo (com a inclusdo de um percentual das forcas
verticais acidentais) e C € um fator de correcdo que, entre outras influéncias, costuma levar
em conta a importancia da edificacdo, a amplificagdo sismica no solo e a utilizagdo de
espectro de resposta eldstico em projeto de estrutura de comportamento nao linear. Além
disso, aquele fator considera o nimero de pisos da edificacdo, uma vez que, com poucos
pisos, a massa efetiva do primeiro modo natural de vibragio é menor do que a massa total.”

Na NBR-15421, a forca basal é chamada de forca horizontal total na base da estrutura

e é expressa sob a forma:
843)

em que C;, denominado coeficiente de resposta sismica, ¢ um coeficiente que engloba o
referido fator, a pseudoaceleracgdo espectral e a aceleracio da gravidade.

Essa forca deve ser distribuida entre as varias elevacdes da edificagcdo, com a seguinte
parcela em cada elevagdo x de laje:

F.=C,H (8-4.4)
onde se tem o coeficiente:
WXhI;

Cvx =

T
2 wib!
i=1

(8-4.5)

» O periodo fundamental pode ser obtido através de um problema de autovalor ou por férmulas aproximadas
contidas no c6digo normativo de projeto.

2 z ~

* Com o aumento do perfodo fundamental, reduz-se a pseudoaceleracio e, consequentemente, a forca basal. Esse
fato € utilizado em dimensionamento de sistema de isolamento na base, de maneira a permitir deslocamentos
horizontais, com o consequente aumento do periodo fundamental.
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Nesse coeficiente, w; e wy sdo as parcelas do peso efetivo total que correspondem as
elevagdes i e x, respectivamente; h; e h, sdo as alturas entre a base e as elevagdes i e x, res-
pectivamente; n € o niimero total de andares da edificag¢do e k € um expoente de distribuicio
relacionado com o periodo fundamental, T,.”’

Esse expoente pode assumir os seguintes valores:

* k=1, para estruturas de periodo menor do que 0,5s;™
o k=(T+15)/2 para estruturas de periodo entre 0,5s e 2,5s;
* k=2, para estruturas de periodo maior do que 2,5s.

No caso particular de edificagdes situadas na zona sismica 1, a NBR-15421 apresenta a
expressdo anterior simplificada para a forma:

Fx =0,01wy (8-4.6)

8-4.2 Analise dinamica

Em andlise dinamica de estruturas de edificios de andares multiplos de base rigida podem

. N 29
ser concebidos modelos com diferentes graus de refinamento.” Esses modelos costuma ter as
massas concentradas nos diversos niveis da edificagdo e se dividem nas duas seguintes categorias:

1. Modelo shear building, em que 0s pisos sdo supostos indeformédveis e as colunas,
inextensiveis;

2. Modelo tridimensional, em que se pode incluir a rigidez de todos os componentes da
estrutura.

Esses modelos estdo ilustrados na Figura 8-4.1. O primeiro, denominado shear building,
€ classico, simples e bem mais rigido do que a estrutura real, devido a consideragio de pisos
indeformdveis e colunas inextensiveis. Em caso de estrutura com dois planos de simetria,
esse modelo pode ser plano, com apenas um grau de liberdade de translagdo em cada nivel
da edificacdo, como mostrado na parte esquerda da figura. Assim, esse modelo equivale a
uma coluna de trechos de rigidez igual a soma das rigidezes a flexdo dos pilares do corres-
pondente nivel da edificacdo. Quando ndo ha planos de simetria, o modelo deve ter, em cada
nivel da edificacdo, duas translacdes horizontais ortogonais, além da rotagdo em torno de um
eixo vertical, o que permite levar em conta as rigidezes transversais e de torgao.

O modelo tridimensional € o mais elaborado e o indicado em caso de estrutura que
apresente irregularidades acentuadas de rigidez. Pode considerar aceleragdes sismicas nas trés
direcdes principais ortogonais da estrutura e incluir, através de discretizagcdes em elementos
finitos, a rigidez de flexdo das lajes. Em caso de as lajes serem consideradas indeformaveis

*7 A forga Fy correspondente a cada elevagio da edificacdio deve ser distribuida entre os diversos componentes
estruturais verticais simorresistentes, através dos diafragmas horizontais que simulam as lajes, e deve ser
considerado um momento de tor¢do em cada elevagao, em caso de excentricidade do centro de massa em relagdo
ao centro de rigidez.

28 . . e e
Vale observar que a distribui¢@o € linear, crescente com a altura.

*» A NBR 15421 admite a idealizagdo das lajes como rigidas e como flexiveis em seus préprios planos, em
procedimento de andlise com a representacao da agdo sismica através de forgas horizontais estaticas equivalentes.
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FIGURA 8-4.1 Idealizacoes de edificios de andares miiltiplos.

em seus planos, o que recebe o nome de hipotese do diafragma, a laje de ordem i € suposta
com trés deslocamentos de corpo rigido, dy, dy' e 1), considerados no centro de massa da
laje, por simplicidade.” Esses deslocamentos estéo ilustrados na Figura 8-4.2, juntamente
com os deslocamentos dos tipos rxy, I'yx € dz, que sdo utilizados na discretizacio da laje em
elementos finitos de placa, na idealizagdo das vigas como elementos de grelha e na idealizacio
dos pilares como elementos de pértico espacial.’’

A7 Y

laje de ordem i

X

FIGURA 8-4.2 Deslocamentos em modelo tridimensional de edificio de andares miiltiplos.

Com essa idealizag¢do, um edificio de N andares, com p pontos de discretizacdo em
cada laje, tem (3p + 3)N graus de liberdade, o que pode implicar diversos milhares de
equagdes de equilibrio.

* Com essa coincidéncia, o momento de inércia rotacional de uma laje retangular axb, em relacfio ao eixo Z que
. 2z 2 2. z . . 2 .
lhe perpendicular no centro de massa, € (I, = m(a” + b")/12), onde m € a massa uniforme por unidade de drea da laje.

*!' Vide Soriano, 1995, Secio 3-4.
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Para o desenvolvimento a seguir, supde-se que tenham sido construidas as matrizes globais
K, M e C do descrito modelo tridimensional. Com as aceleragdes sismicas tix,(t), ty(t) €
iizy(t) (de forma andloga a Equag@o 8-3.2, mas sem o sinal negativo do termo do segundo
membro, por ser irrelevante), escreve-se o sistema global das equagdes de movimento:

Md(t)+ Cd(t)+Kd(t) =My iy, (t)+ My iy, () + M1 i () = f(t) (8-4.7)

O vetor d contém todos os deslocamentos néo restringidos do modelo, sendo que os des-
locamentos das lajes como diafragmas sao relativos a base rigida. Além disso,

T
Iy =L 01 ...0 -1 J

é um vetor de influéncia com valores unitdrios nas posi¢des correspondentes as nume-
racdes dos deslocamentos na dire¢cdo X e com valores nulos nas demais posi¢des. Conse-
quentemente, Mly é um vetor coluna com as massas associadas a acelerac@o sismica nessa
direcdo. Os vetores ly e I, sdo semelhantes ao vetor Ix.

(8-4.8)

O sistema global anterior pode ser resolvido com um dos métodos de integragdo numérica
apresentados nas Secdes 6-4 e 6-5, em obten¢do do histdrico de resposta de qualquer grandeza
que seja de interesse, como deslocamento ou esfor¢o interno, por exemplo.

Tratando-se de comportamento linear e amortecimento proporcional, aquele sistema
pode também ser resolvido com o método de superposi¢do modal que foi detalhado na
Secdo 6-2. Para isso, utiliza-se a transformacdo de coordenadas expressa na Equagdo 6-2.16,
de maneira a obter p equagdes modais desacopladas, que no caso de apenas a aceleracdo
1ix,(t) se escrevem:

(1) + 20,8 ;() + 07 () = @] Mixiix (1) = fiiix, (1) (8-4.9)
com (j =1,2,...p). Nessa expressio:
§i=0Mix (8-4.10)
¢ o denominado fator de participagdo modal.

A qualidade de uma transformacao modal depende inicialmente da representacéo do vetor
de participacdes modais no subespago definido pelos modos naturais de vibragao retidos em
®,. Para avaliar essa transformagao, escreve-se, com base na Equagdo 6-2.35, a norma de
erro de truncamento modal:

M1)" (M1, —M &, MIy)
(Mlx)" (M) (8-4.11)

llefl=

Um valor muito pequeno dessa norma expressa adequada representacio do referido
vetor.

A qualidade da transformagao modal depende também da correlacdo das frequéncias dos
modos retidos em @, com o contetido de frequéncia da excitacdo sismica. Contudo, para sim-
plificar a questao, os cddigos normativos costumam estabelecer que seja incluido, no conjunto
das equagdes modais, pelo menos 90% de participagdo da massa total da edificacdo, m,, em
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cada uma das dire¢des ortogonais consideradas na analise. Isto é, requerem que a razdo de
participag¢do de massa:

p
Im = Z ;jz /my
= (8-4.12)

. . . 32
seja maior ou igual a 0,9.

As equagdes modais anteriores podem ser resolvidas com um dos métodos desenvolvidos
no Capitulo 3 ou através do dominio da frequéncia, como foi apresentado no Capitulo 7. As
solugdes dessas equagdes sdo posteriormente transformadas as coordenadas geométricas
iniciais, em obtenc¢do de histéricos de resposta. Contudo, em projeto hd interesse em valores
maximos e nao em histéricos de resposta completos. Utiliza-se, entdo, o método baseado em
espectro de resposta detalhado a seguir, em que sdo obtidas estimativas de valores extremos
para as grandezas de interesse.

Uma vez que se disponha do espectro de resposta da pseudoaceleragdo absoluta e com
base na frequéncia ; e na razdo de amortecimento &;, ambos da j-ésima equacdo modal,
identifica-se o valor da pseudoaceleracdo absoluta espectral S,). E com esse valor, obtém-se
o deslocamento relativo espectral:

Sap

2
; (8-4.13)

Sag) =

Logo, chega-se a parcela do vetor de deslocamentos fisicos correspondente a0 maximo
deslocamento da referida equagdo modal:

d) = 9i 4 Saij) (8-4.14)
Nesse vetor consta o termo correspondente ao i-ésimo grau de liberdade, que se escreve:
di) = 93 4 Sa) (8-4.15)

onde @;; denota o i-ésimo coeficiente do modo natural de vibrac@o ;.

Assim, com (j = 1,2,...p) s@o obtidas as parcelas de deslocamento correspondentes as
diversas equagdes modais, parcelas estas que tém o sinal algébrico de ¢;f;, uma vez que Sy,
ndo tem sinal, por defini¢do. Essas parcelas sdo referentes a distintos instantes e, consequen-
temente, € necessdria uma estratégia para combind-las de maneira a obter uma estimativa de
deslocamento maximo. Para isso, tém-se diversos procedimentos, entre os quais se destacam

os descritos a seguir:

1. Procedimento da soma dos valores absolutos:

P
di= 2 |di(j)|
=1

(8-4.16)

* Com a consideragio de todos os modos naturais de vibragio na transformacio modal, essa razdo é igual a
unidade.
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Esse procedimento fornece resultados muito conservadores e, portanto, ¢ pouco:
utilizado.

2. Procedimento da raiz quadrada da soma dos quadrados, SRSS — Square Root of the
Sum of the Squares, também denominado ponderagdo quadrdtica, em que se determina:

(8-4.17)

Esse procedimento € baseado na teoria de vibrag@o aleatéria e fornece melhores
resultados do que o anterior. Subestima, contudo, valores extremos quando da
ocorréncia de frequéncias naturais préximas uma das outras, como em caso

de o, /05 < 1,4.

3. Procedimento da combinagio quadritica completa, CQC — Complete Quadratic
Combination, em que se calcula:™

P
Y dig pirdigo)
=il

(8-4.18)

Esse procedimento € também baseado na teoria de vibragdo aleatdria, mas diferentemente
do anterior, leva em consideragdo a correlacdo entre o j-€simo e o k-ésimo modos naturais
de vibracdo, através do fator p;.. Entre outras formas apresentadas na literatura para esse
coeficiente de correlacdo, tem-se:”

_ 84/ i€k (€ +rp&)
(1= r3)” + 48 & 1+ 13) +4(E] +ED) 1 (8-4.19)

Pik

em que rj € a razao entre frequéncias naturais:

®j
rjk =—
Wk (8-4.20)
Com o mesmo amortecimento em todos os modos naturais de vibrag@o, o coeficiente
anterior simplifica-se para a forma:

_ 8&2 (1 + Tk ) l'j?]’(/2
(=15)° + 4875 (1 +15)°

Pk

(8-4.21)

A Figura 8-4.3 mostra a representagdo desse coeficiente para os valores de razdes
de amortecimento 0,01, 0,03 e 0,05. Vé-se que esse coeficiente decresce rapidamente a
medida que as frequéncias ®; e wy se afastam entre si, principalmente com a redugéo do
amortecimento.

* Wilson, E.L., Kiureghian, D.A., Bayo, E.P., 1981, A Replacement for the SRSS Method in Seismic Analysis,
Earthquake Engineering and Structural Dynamics, vol. 9, pp. 187-192.

¥ Der Kiureghian, A., 1980, Structural Response to Stationary Excitation, American Society of the Engineering
Mechanics Division, vol. 106, EM6.
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Coeficiente de correlagio

1,0

Razdo de frequéncias

FIGURA 8-4.3 Coeficiente de correlagao entre modos de vibracao.

Como (pjx = k) no caso de (j = k), escreve-se a estimativa da Equagao 8-4.18 sob a nova
forma:

P 2 P P
diz | 2k + Y Ddi pidic

j=I j=lk=1
kei (8-4.22)

Essa expressao evidencia que com frequéncias bem separadas (de reduzidos coeficientes
de correlacdo), a estimativa de resultado com o procedimento CQC se aproxima da estimativa
do resultado com o procedimento SRSS. E em caso de amortecimento nulo para todos os
modos, o procedimento CQC recai no de SRSS.

Em resumo, o procedimento SRSS fornece bons resultados em caso de frequéncias natu-
rais bem separadas, e o procedimento CQC € indicado em caso de ocorréncia de frequéncias
agrupadas.” Os valores maximos de velocidades e de aceleracdes nodais podem ser estimados
de forma andloga ao adotado para os deslocamentos.

Como os deslocamentos médximos estimados com qualquer um dos procedimentos ante-
riores baseiam-se em distintos instantes, os esforcos internos ndo podem ser determinados a
partir dessas estimativas. Para obter cada um desses esforcos interno, deve-se determinar a
parcela correspondente ao vetor de deslocamentos pertinente a j-ésima equacido modal (d(j)
que foi expresso na Equag@o 8-4.14) e combinar as parcelas obtidas com base nas diversas
equagdes modais, através de um dos procedimentos de estimativa de maximo.

Segue algoritmo de estimativa do i-ésimo deslocamento mdximo em caso de aceleragdo
sismica na dire¢do X e com o procedimento SRSS.

* Entre outros procedimentos de combinagio de resultados modais, o U.S. Nuclear Regulatory Guide 1.92
apresenta o NRC ten-percent method ¢ o NRC Double-sum method.

I
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— Especificagdes da razdo de amortecimento, do numero p de modos de vibragio,
do espectro de resposta da pseudoacelera¢do e da ordem i do deslocamento
maximo procurado,

— Construgio das matrizes K, M e do vetor de influéncia I, .

— A resolugdio do problema de autovalor K® =M® € fornece @, e €.
=l

fi=0] My, o =y%

—Com T;=2n/w; e &, identifica-se S,; no espectro de resposta.

_ & _
Saci) =Sai ! > digy =iy £ Saeh

P
hi= _E;dizm
v T

ALGORITMO 8-4.1 Estimativa de deslocamento maximo com hase em espectro de resposta.

O presente método serd utilizado no proximo exemplo, em compara¢do com o método de

integracao direta das equagdes de movimento. Serd verificado que o método baseado em espec-
tro de resposta fornece resultados com diferencas significativas em relacao a resultados dessa
integracdo. Contudo, essa estimativa € corriqueiramente utilizada em projeto, devido as razdes:

1.
2.

Trata-se de método muito simples, de reduzido processamento.

Fornece diretamente valores maximos de deslocamentos e de esforgos internos,
evitando o fornecimento de uma enorme quantidade de resultados nao relevantes.

Pode adotar um espectro de resposta suavizado que seja o resultado de uma média de
vérios sismos, que leve em consideraco as caracteristicas do solo local, da ductilidade
da estrutura e da importancia desta.

Nao requer a constru¢do da matriz de amortecimento, por ter o amortecimento
proporcional como pré-requisito.

Como desvantagens do uso de espectros de resposta, t€ém-se:

. Os valores mdximos calculados t&m cardter muito aproximativo, ndo tém sinais

algébricos e ndo ocorrem no mesmo instante de tempo.

Os espectros de resposta sé se aplicam ao caso de transformag@o modal que desacople
as equacdes de movimento e, portanto, requerem amortecimento proporcional e
comportamento linear.

Esses espectros nao podem ser utilizados em caso de a¢des multiplas em apoios, isto &,
quando a base ndo € rigida.

Ja a integracdo direta das equacdes de movimento e a integracdo das equagdes modais,

em determinacdo de histdricos de resposta, apresentam as seguintes caracteristicas:

1.

Té&m extenso processamento, principalmente em caso de integracao direta.
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2. Fornecem grande quantidade de resultados, entre os quais é necessério identificar os

que sejam relevantes.

3. Os cddigos normativos de projeto requerem andlises com vérios acelerogramas para
garantir que o contetido de frequéncia da estrutura seja plenamente excitado.

4. Naio linearidades e partes da estrutura com amortecimentos distintos podem ser
consideradas através de integracdo direta.

5. Permitem a verificacdo de dimensionamento em fungio do tempo.

EXEMPLO 8-4.1

Para cotejar resultados de analise dinamica e com analise estatica equivalente, em idealizagdes
unidimensionais de edificios de base rigida, consideram-se os dois modelos representados na
Figura E8-4.1a em que (k = 10°N/m) e (m = 10”kg). O primeiro tem seis niveis, e o segundo,
doze niveis, ambos com a razao de amortecimento de 0,05 e sob a atuac&o do sismo E/ Centro de
acelerograma apresentado na Figura 8-2.2.

mO—d;,
m @—sdg m@—»d;,
k
k
m@—s ds mQ—sdj,

FIGURA E8-4.1a Modelos unidimensionais.

As montagens das matrizes K e M seguem o padrado apresentado no Exemplo 5-5.2.

Para que todos os modos naturais de vibragéo tivessem o especificado amortecimento, foi adotado o
procedimento de superposi¢ao dos amortecimentos modais, apresentado na Subsegao 6-3.1.2.

Nas integracdes numéricas foi adotado o espagamento (At = 0,025s), que é o da digitalizagdo
do referido acelerograma.

Nas resolugdes das equacdes modais foi utilizado o procedimento de resolucéo direta por
segmentos lineares da acao, apresentado na Subsecéo 3-7.2.

Na construgao do espectro de resposta de deslocamento foram considerados periodos naturais a
cada 0,01s, e foi utilizada interpolagao linear quando da utilizaga@o desse espectro.

Na resolucdo com base em espectro de resposta, foi adotado o procedimento SRSS, uma vez
que as frequéncias naturais se mostraram bem afastadas entre si.

O primeiro modelo apresentou os seguintes periodos naturais: 2,61s ; 0,89s ; 0,55s ; 0,42s;
0,35s; 0,32s.

Com esse modelo foram obtidos os seguintes resultados para o deslocamento do nivel superior:
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Integracéo direta de Newmark: de =0,3852m
Integragéo direta de Wilson 6 = 1,4: de¢ =0,3869 m
Superposicdo modal — com 1 modo: d¢ =0,3667m
com 2 modos: ds =0,3803m
com 3 modos: dg =0,3857m
Espectro de resposta — com 1 modo: dg =0,3655m e r,, = 0,870
com 2 modos: ds =0,3679m ¢ 1,, =0,959
com 3 modos: d¢=0,3680m e 1, =0,986
com 6 modos: d¢=0,3681m e 1, =1

Tendo-se como referéncia o resultado da integragao direta de Newmark, que é muito préximo do
resultado de Wilson-6, verifica-se que:

e No método de superposicdo, os modos de vibragao superiores ao primeiro tém 4,8% de influéncia,
que é aproximadamente a mesma diferenca de resultado da anélise baseado em espectro de
resposta com apenas um modo natural de vibragdo. Isso era de se esperar, uma vez que néo se
aplica o procedimento de combinagao de maximos.

e 0 atendimento do critério de razéo de participagdo de massa igual ou superior a 0,9, que se
cumpriu com a inclusao do segundo modo de vibrag&o, correspondeu a um erro de cerca de 4,5%.

e (O usode um maior nimero de modos no método baseado em espectro de resposta ndao melhorou
significativamente o resultado.

0 segundo modelo apresentou os seguintes periodos naturais: 5,0s ; 1,68s; 1,02s; 0,74s;
0,59s;0,49s;0,43s;0,39s; 0,365; 0,345 ; 0,325 ; 0,32s.
Com esse modelo foram obtidos os seguintes resultados para o deslocamento do nivel superior:

Integracao direta de Newmark: d;, =0,3437m
Integracéo direta de Wilson 6 = 1,4: d, =0,3446m
Superposicdo modal — com 1 modo: di; =0,3234m
com 2 modos: di» =0,3252m
com 12 modos: di; =0,3410m
Espectro de resposta— com 1 modo: di» =0,3232m e 1,, = 0,842
com 2 modos: di>=0,3269m e 1, =0,934
com 3 modos: di» =0,3279m e 1, =0,965
com 12 modos: di =0,3282m e 1, =1

Tendo-se como referéncia o resultado da integracdo direta de Newmark, que é bastante proximo
do resultado da integragao direta de Wilson 6, verifica-se que:

e No método de superposicéo, os modos de vibragao superiores ao primeiro tém 5,9% de influéncia,
que é praticamente a mesma diferenca de resultado no caso da analise baseada em espectro de
resposta com um modo de vibragéo.

e 0 atendimento do critério de razao de participacdo de massa correspondeu a um erro de 4,9%.

e  Também nesse modelo, o uso de maior nimero de modos no método por espectro de resposta
nao melhorou relevantemente o resultado.

Em resumo, os resultados anteriores mostraram que:
e Os resultados das integragdes diretas de Newmark e de Wilson 6 foram praticamente coincidentes.
e O método por espectro de resposta nao apresentou melhoria de resultados ap6s o atendimento

do critério de razéo de participagdo de massa.

Para uma anélise estatica equivalente, com base na Equacdo 8-4.1, tem-se a forga basal
(f, = mi®1°Sy), onde m; é a massa total do modelo. Assim, para o primeiro modelo obtém-se:

T, =2,6063s, ®, =2,4107rad/s — S;=0,29091
— f,=6-10"-2,4107°-0,290 91=10,144-10'N

Na distribuicao dessa forca entre os diversos niveis do modelo, foram consideradas as Equacdes
8-4.4 e 8-4.5 e arbitrou-se o valor de 3,5m para a distancia entre os diversos niveis do modelo.
Com isso, chegou-se ao seguinte vetor de forgas estéaticas horizontais:

f' :107L 0,28817 0,99786 1,8366 2,4879 2,6232 1,9098 JN
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Logo, com a resolucao do sistema (Kd = f), foram obtidos os deslocamentos dos diversos niveis
do modelo:

d’ =L 0,1014 0,1838 0,2400 0,2711 0,2840 0,2868 Jm
0 deslocamento obtido para o sexto nivel tem uma diferenca de 34% em relagao ao resultado pela

integracdo direta de Newmark, o que evidencia o carater aproximativo da andlise estatica equivalente
e 0 que pode ser “compensado” através de um coeficiente de majoragao.

8-5 ESTRUTURAS COM ACOES MULTIPLAS NOS APOIOS

A idealizag@o de base rigida pode ser utilizada em edificacdo de fundagdes contraventadas
com idéntica prescricdo de aceleracdes sismicas. Em pontes e estruturas de grandes vaos,
cujas fundagdes sdo muito afastadas entre si e ndo contraventadas, os apoios sdo susceptiveis
de serem excitados independentemente um dos outros, a partir de acelerogramas fora de fase
e dependentes do tempo de propagacdo das ondas sismicas de um apoio a outro.

Para desenvolvimento de formulacdo com excitagdo multipla dos apoios de uma estrutura,
considera-se o sistema das equacdes de movimento na seguinte forma repartida, que inclui
os graus de liberdade dos apoios:

|:Maa Mab:| aa +|:caa cab:| da 4 Kaa Kab {da}z{O}
Zb Mbb EI., C;rb cbb db fb Kbb db fb

Nesse sistema, o indice “a” se refere aos graus de liberdade da superestrutura, em um

z

referencial absoluto, e o indice “b” € alusivo aos graus de liberdade da base da estrutura.

(8-5.1)

Desse sistema tem-se:

M,.d, +M,,dy, +C,,d, +Cgpd, +K,,d, +K,pd, =0 (8-5.2)
que fornece:
My, (0+ ol (0+Ko (0 =1, (0) (8-5.3)
em que:
£, =M, (0~ Capy (0 Ky (1) | (8-5.4)

¢ o vetor de forcas nodais equivalentes as acdes nos apoios. Assim, uma vez que se
tenham os acelerogramas referentes aos apoios, dy , por integracio desses acelerogramas
podem ser obtidos d,, e d,, para posterior integra¢do do sistema de equagdes diferenciais
expresso na Equacdo 8-5.3.

Em caso de matriz de massa diagonal e como a constru¢do da matriz de amortecimento
C., tem aproximagdes aos mecanismos de dissipacéo de energia, o vetor de for¢as nodais
anterior simplifica-se para a forma:

f. (1) =-K,,d, (1) (8-5.5)
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Contudo, o uso desse vetor requer a obtencdo de histéricos de deslocamento dos apoios,
por integracdo de acelerogramas, o que implica aproximag¢des numéricas. Além do
que, como em cada espacamento de digitalizacdo de acelerograma, a lei de aceleracdo é
considerada linear, que é correspondente a uma lei ctibica de deslocamentos, € necessario um
maior nimero de pontos de integragdo com essa tltima lei para igualdade acuracia quanto ao
uso de acelerograma. Por essas razoes, é mais indicado proceder como desenvolvido a seguir.

Os deslocamentos do sistema de equagdes de movimento expresso na Equacédo 8-5.1
podem ser repartidos sob a forma:

d,|_)d. d} _
{db} {db}+{° 7 d=detd (8-5.6)

onde d, € o vetor devido a aplicagdo estatica dos deslocamentos contidos em d,,, em cada
instante de tempo, denominado vefor de deslocamentos quase-estdticos. Assim, esses sao
deslocamentos relativos a base e obtidos a partir do sistema de equacdes algébricas lineares:

[Kaa K Hd }z{ 0 }
Kao Koo dy Foe (8-5.7)
onde fi,. € o vetor de forgas nodais correspondentes aos deslocamentos dos apoios, fungdo
do tempo e que nao carece de determinacao.
Do sistema anterior, tem-se:

Kade (0 +Kgpd, (1) =0 (8-5.8)
= d.()=-KuK,d, (t)=Kd, (1) (8-5.9)

8510

Essa é uma matriz de influéncia dos deslocamentos dos apoios sobre os graus de liberdade
da superestrutura, independente do tempo.

onde se adota a notagdo:

Com a substituicdo da Equagao 8-5.6 na Equacgdo 8-5.2, obtém-se:
M., (d. +d)+M,d, +C, (d. +d)+C,d, +K,,(d. +d)+K,d, =0

- M,d+C,d+Kyd=-Myd. +M;,d,) - (Code +Cypdy) — (Koode + K dyy) (8-5.11)
Logo, com a consideracdo da Equacdo 8-5.8, essa tltima expressdo simplifica-se para

a forma:
M., d(0) + Cud() + Koo d(t) = /(1) (8-5.12)

onde
/(1) = —(My, de (1) + My, dy (1))~ (Cyq de () +Cy, diy (1) (8-5.13)

¢ um novo vetor de forcas nodais equivalentes as excitacdes dos apoios. Além disso,
tendo-se em conta a Equacdo 8-5.9, esse vetor se escreve:

() =—(My, K+M,) dy, ()~ (Coa K+Cyp )y (1) (8-5.14)
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O uso desse vetor em lugar do que estd expresso na Equagdo 8-5.5 tem a vantagem de
requerer a integracdo de cada acelerograma apenas uma Unica vez, em determinagio de
histérico de velocidade. Além do que, como as for¢as de amortecimento sdo pequenas em
relagdo as de inércia, € pratico cancelar o Gltimo termo da expressdo anterior para escrever:

(t)=—(M,, K+M,,)d, (1) (8-5.15)

em que sdo suficientes os acelerogramas referentes aos apoios.

Finalmente, em caso de matriz de massa diagonal, esse vetor simplifica-se para a seguinte
forma:

f(t)=-M,, Kd, (1) (8-5.16)

Vale observar que, em caso de base rigida com aceleracdo sismica apenas na diregcdo X,
a matriz K se reduz ao vetor de influéncia lx expresso na Equacdo 8-4.8, que tem valores
unitdrios nas posicdes correspondentes as numeracdes dos deslocamentos translacionais na
referida direc@o e valores nulos nas demais posicoes.

Na aplicacdo desse procedimento, é mais eficiente computacionalmente evitar a inversao
de matriz que ocorre na Equacdo 8-5.10. Para isso, escreve-se:

K.K=-K,, (8-5.17)

Sendo n, o nimero de graus de liberdade e n, o niimero de deslocamentos dos apoios, a
expressao anterior representa n, sistemas de equacdes algébricas lineares de mesma matriz dos
coeficientes. Logo, a matriz K pode ser obtida por resolu¢des simultaneas dos vetores inde-
pendentes, com aproveitamento das caracteristicas de esparsidade da matriz dos coeficientes.

I
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Este capitulo apresentou os esclarecimentos basicos para a compreensao das agdes sismicas, dos
codigos normativos de projeto sismorresistente e dos métodos de analise sismica. Encerram-se,
assim, os métodos de andlise dinamica deste livro. O préximo capitulo complementa a Secéo
5-5, no que concerne a obtengao automatica de frequéncias e aos modos naturais de vibracéo,
principalmente em modelos de elevado nimero de graus de liberdade.

8-6 EXERCICIOS PROPOSTOS

8-6.1 Um edificio, a ser construido no pafs em regido de aceleracéio sismica caracteristica
de projeto de 0,1g, foi idealizado como oscilador simples de frequéncia natural
de 13rad/s. Como o solo local da edificacdo € muito rigido, da Tabela 3 da NBR—
15421 foram retirados os fatores de amplificacdo sismica: (C, = 1,2) e (C, = 1,7).
Com base no espectro de resposta de projeto apresentado na Figura 8-3.9, pede-se
o deslocamento relativo mdximo.

8-6.2 Com o acelerograma do sismo EI Centro disponibilizado em www.vibrationdata.com/
elcentro.htm e com a razdo de amortecimento (§ = 0,04), obtenha os espectros
de resposta do deslocamento relativo, da pseudovelocidade relativa e da
pseudoaceleracdo absoluta.


http://www.vibrationdata.com/elcentro
http://www.vibrationdata.com/elcentro
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8-6.3 O referido acelerograma do El Centro é aplicado a base de um oscilador com as
propriedades: (k = 50kN/m), (m = 1266,5kg) e (§ = 0,05). Pede-se a representacio,
em um mesmo grafico, dos histéricos do deslocamento relativo obtido em
resolucdo direta por segmentos lineares da a¢do externa e obtido em andlise no
dominio da frequéncia. Idem para as integracoes de Newmark e de Wilson 6 = 1,4.

8.7 QUESTOES PARA REFLEXAO

8-7.1 Quais sdo as causas dos sismos?

8-7.2 O que significam magnitude e intensidade, de um sismo? Quais séo as principais
escalas dessas avaliacdes? Qual é razdo de escalas com caracteristicas distintas?

8-7.3 Como sio caracterizados os sismos para o projeto de estruturas?

8-7.4 Por que uma estrutura rigida ndo é necessariamente mais adequada do ponto de
vista de comportamento sismico do que outra menos rigida?

8-7.5 Quais sdo as diretrizes que a se ter em conta na concepgao estrutural de edificios
sismorresistentes?

8-7.6 O que é a hipdtese do diafragma em edificio de andares multiplos? Qual é a
simplifica¢do introduzida por essa hipétese em andlise sismica desse tipo de estrutura?

8-7.7 Por que utilizar a concepcéo de base rigida em edificio de andares miltiplos?

8-7.8 O que e quais sio os espectros de resposta definidos para andlise sismica de
estruturas? Quais sdo as relacdes entre esses espectros? Por que se adota a palavra
pseudo nos nomes de dois desses espectros?

8-7.9 O que é o espectro de resposta tripartite? Por que esse espectro caiu em desuso?
8-7.10 O que é um espectro de projeto? Por que foi criado esse espectro conceitual?

8-7.11 Por que os cédigos normativos de projeto costumam apresentar critérios apenas
para a construcdo de espectros de resposta da pseudoaceleracao?

8-7.12 Qual é a base tedrica para a estimativa de forcas estdticas equivalentes a agdes
sismicas em regides de baixa sismicidade?

8-7.13 Quando e como efetuar uma andlise sismica com base em espetro de resposta?
Quais sdo as vantagens e desvantagens dessa andlise?

8-7.14 Quais sdo os principais procedimentos de combinacdo de resultados modais em
andlise baseada em espectro de resposta? Quais s@o as vantagens e desvantagens
de cada um desses procedimentos?

8-7.15 Por que, em andlise baseada em espectro de resposta, os esfor¢os internos niao
devem ser obtidos a partir das estimativas dos deslocamentos maximos? Entao,
como estimar esses esfor¢os?

8-7.16 Quando e como efetuar uma anélise sismica com a¢des multiplas nos apoios?
Quais sdo as vantagens e desvantagens dessa andlise?



CAPITULO

Resolucao Numerica
do Problema de Autovalor

POR QUE ESTUDAR A RESOLUGAO DO PROBLEMA
DE AUTOVALOR?

Com o exposto em capitulos anteriores, ficou esclarecida a grande importancia do co-
nhecimento das frequéncias e dos modos naturais de vibra¢do de modelo discreto de estrutura.
Essas frequéncias foram comparadas com o contetdo de frequéncia da acdo externa, e esses
modos foram utilizados no método de superposicdo modal.

Frequéncias e modos de vibracdo sdo obtidos através da resolu¢do de um problema de
autovalor, também denominado problema de valores proprios. E como foi resumidamente
descrito, essa resolugdo, em forma bdsica, recai em uma equacao polinomial que, excetuados
casos muito particulares, ndo tem solucao analitica fechada. Assim, a menos desses casos,
os métodos de resolucdo do problema de autovalor sdo iterativos, no entendimento de que
as solugdes numéricas sdo obtidas por aproximagdes sucessivas. Contudo, esses métodos,
em grande parte, ndo permitem o aproveitamento das caracteristicas de esparsidade das ma-
trizes de rigidez e de massa, e demandam excessivo nimero de opera¢des numéricas, sendo
indicados apenas para problema de autovalor de reduzida dimensao.

Em andlise de modelo de elevado nimero de graus de liberdade, sdo tteis usualmente
apenas os primeiros pares de autovalores e autovetores. E o melhor método para se obterem
esses autopares € o de iteracdo por subespago. Além disso, em superposicdo de respostas
dindmicas individuais, nio € imperativo utilizar base definida por modos naturais de vibracao.
Por vezes, é mais eficaz utilizar os chamados vetores de Ritz ou os vetores de Lanczos. As-
sim, o objetivo principal deste capitulo é apresentar o método de iteragdo por subespago e
a geracdo desses vetores, os quais sdo comumente disponiveis nos programas comerciais de
andlise dindmica. Além disso, na parte final do capitulo, argumenta-se que a realiza¢do do
projeto de modernas estruturas se deve, em grande parte, ao desenvolvimento dos métodos
de andlise e a eficiéncia da microcomputacgdo.

Nesse contexto, o presente capitulo tem a seguinte estruturacio de secdes:

9-1 Apresentacéo das principais propriedades do problema de autovalor de matrizes
de coeficientes reais e simétricas.

373
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9-2 Definicdo e detalhamento do quociente de Rayleigh e da correspondente forma
generalizada denominada andlise de Rayleigh-Ritz, necesséria ao método
de iteragdo por subespago.

9-3 Desenvolvimento do método de Jacobi generalizado de resolu¢do completa
da forma generalizada simétrica do problema de autovalor, necessdria ao método
de iteragdo por subespago.

9-4 Apresentacdo da propriedade da sequéncia de Sturm, adotada em verificagdo
da obtencdo dos primeiros pares de autovalores e autovetores com o método
de iteragdo por subespago.

9-5 Desenvolvimento do método de iteracdo inversa, fundamental ao método
de iteragdo por subespago.

9-6 Descricéo do método de iteragcdo por subespaco.

9-7 Apresentacéo dos vetores de Ritz e vetores de Lanczos, em determinacdo
de resposta dindmica.

9-8 Argumentagdo quanto a eficiéncia do atual processamento dos microcomputadores
em andlise de estruturas.

9-9 Sugestdo de exercicios para resolucéo.

9-10 Proposi¢do de questdes para reflexdo.

A compreensao das Secoes 9-1 a 9-5 é fundamental para o pleno entendimento do método
de iteragdo por subespago descrito na Secio 9-6, mas ndo € essencial para o desenvolvimento de
programa automatico do mesmo. Assim, como o estudo dessas se¢des requer bastante tempo e
dedicag@o a quem se inicia ao assunto, o leitor interessado unicamente em elaborar a referida
programacgio podera ater-se apenas ao entendimento dos algoritmos daquele método e dos
algoritmos do método de Jacobi, tema da Se¢do 9-3. Alternativamente, ao leitor interessado
unicamente em utilizar programas comerciais de anélise de estruturas é importante a com-
preensdo do método de iteragdo por subespaco, principalmente no que concerne a formagao dos
vetores de partida e a verificagdo da obtencdo dos autopares desejados, além da compreensio
da geracdo dos vetores de Ritz e vetores de Lanczos, tema da Secdo 9-7.

9-1 PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS

O problema de autovalor de um modelo de n graus de liberdade tem a forma generalizada
simétrica obtida na Secdo 5-5, que se repete:

11

onde K é a matriz de rigidez restringida, M é a matriz de massa, ® é a matriz modal
normalizada em relagdo & matriz de massa e Q é a matriz espectral.' As colunas de Q sio os

' Os autovalores sio também denominados valores préprios, e os correspondentes autovetores, chamados de
vetores proprios. No caso de matriz de rigidez nio restringida, tém-se autovalores nulos em nimero igual ao
dos modos de corpo rigido do correspondente modelo. Esses modos sdo as solugdes ndo triviais de (K¢ = 0).
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autovetores, modos naturais de vibragao, e os coeficientes diagonais de Q sdo os autovalores,

quadrados das frequéncias naturais de vibracéo.

Como foi exposto no Capitulo 6, usualmente basta determinar os p primeiros autopares,
sendo p <<n, quando entdo se diz resolu¢do parcial do problema de autovalor que passa a

ser escrito com a notag:ﬁo:2
Ke =M, Q, (9-1.2)

Contudo, antes de buscar a resolucdo deste problema € necessario o conhecimento de
propriedades fundamentais da seguinte forma reduzida ou standard do problema de autovalor:

(9-13)
— (A-ADx=0 (9-1.3b)

em que A é uma matriz de ordem nxn, simétrica e de coeficientes reais, I ¢ uma matriz
identidade, % € um autovetor e A, o autovalor associando ao mesmo.

A expressdo anterior tem a forma expandida:

A

A,-A - A, X 0

Anl Ann -2 Xa 0 (9_14)

que ¢ um sistema de equagdes algébricas lineares homogéneas. Portanto, s6 ha solu¢io ndo
trivial em caso de matriz dos coeficientes singular, o que implica a equagdo caracteristica

det(A—AD)=b,A"+b, A" +---bA +---b, =0 (9-1.5)

onde b; sdo escalares dependentes dos coeficientes daquela matriz. A resolucdo dessa
equacdo, a menos de casos muito particulares de baixa ordem, requer o uso de método
. . 3
1terativo.

As n raizes do correspondente polindmio caracteristico sdo os autovalores da matriz A,
considerados em ordem crescente de magnitude, A; < A, <--A; <--A,,.

Esses autovalores conduzem a seguinte classificacdo da matriz A:

>0 — matriz positiva-definida
. >0 — matriz positiva semidefinida
SeA.,com j=1,2,--n, . P . .
J <0 — matriz negativa-definida
<0 — matriz negativa semidefinida

> Em instabilidade el4stica cldssica, tem-se a forma generalizada (K@ = AKe),em que K é a matriz de rigidez
geométrica, K é a matriz de rigidez cléssica, ¢ ¢ um modo de instabilidade eldstica, e o autovalor A é o fator
que deve multiplicar o vetor de forgas nodais para que se tenha instabilidade.

* A direta determinacfo das solugdes da equagio caracteristica requer grande niimero de operagdes numéricas
e ¢ muito sensivel a erros de aproximacio, sendo indicada, portanto, apenas para problema de autovalor de
reduzida dimens@o.

I
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Para cada autovalor A;, tem-se o sistema de equagdes algébricas:

(9-1.6)

Em caso da matriz (A—AI) ter posto (n— 1), basta arbitrar um dos coeficientes do autovetor
X; para que os demais coeficientes desse vetor sejam determindveis. Assim, o autovalor A; estd
associado a um autovetor, o par autovalor-autovetor é denominado autopar e denotado por (A;, X;)."

Contudo, como qualquer miltiplo escalar de X; é também solugdo do sistema anterior,
qualquer muiltiplo escalar de um autovetor tem o mesmo significado matematico e define a mesma
dire¢do no espaco n-dimensional. Assim, para se ter solu¢@o tinica, normaliza-se o autovetor. E
entre os diversos procedimentos de normalizagdo, pode-se utilizar a condi¢do do comprimento
Euclidiano (raiz quadrada da soma dos quadrados dos seus coeficientes) ser igual a unidade:

%, %
x.

I TTCT o N2 j
(Xj x;)

=

9-1.7)

P .

onde X;; é o i-ésimo coeficiente do autovetor ndo normalizado X;.

Para a resolugdo do sistema de equagdes algébricas representado pela Equagdo 9-1.6 em
caso de a matriz dos coeficientes (A—A;I) ter posto (n—m), sendo m um nimero inteiro maior
do a unidade, é necessario arbitrar m coeficientes do vetor ﬁj, e diz-se que o autovalor lj tem
grau de multiplicidade m. Assim, os correspondentes autovetores nido sdo determinados de
forma tnica com um procedimento de normalizac@o, e qualquer combinagao linear desses
vetores é também um autovetor associado a A;. Contudo, como aqueles coeficientes podem
ser escolhidos de maneira a se ter m autovetores linearmente independentes (no presente caso
de matriz simétrica), esses autovetores definem de forma tnica um subespago m-dimensional
em que qualquer vetor € também autovetor da matriz A.

Com o agrupamento dos autovetores normalizados na chamada matriz modal:
X=[X X, -+ X, ] (9-1.8a)

e dos autovalores na denominada matriz espectral:

(9-1.8b)

o problema de autovalor standard se apresenta com a forma:

(9-1.9)

O determinante dessa forma matricial fornece:

detA-detX=detX-detA — detA=TIA;
jl (9-1.10)

4 g . c g .

Com aritmética complexa e no caso de a matriz A ser simétrica e real, pode-se provar que esse par é sempre
real. Além disso, pode-se demonstrar que, no presente caso de matriz simétrica, os n autovetores sdo linearmente
independentes entre si.
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Isto é, o determinante da matriz A € igual ao produto de seus autovalores.” Consequen-
temente, toda matriz (simétrica) positiva semidefinida tem necessariamente determinante
nulo, que € o caso de matriz de rigidez nio restringida.

A matriz modal de matriz simétrica é ortogonal. Isso pode ser provado com a trans-
posi¢io da Equagdo 9-1.9, X"A" = AX", e a pré e pés-multiplicacdo desse resultado por X ",
em obtencdo de:’

XTXTATX T=XTAX'™XT — AXT=XTA (9-1.11)

Assim, por se tratar de matriz simétrica (A=A"), e como a matriz modal X é tnica, as
Equacdes 9-1.9 e 9-1.11 fornecem:

X=XT - X'=X' (9-1.12)

que é a defini¢iio de matriz ortogonal.” Logo, (X! X;=38; ) e portanto, os autovetores de
matriz simétrica s3o mutuamente ortogonais.

Com essa propriedade e com base na Equacédo 9-1.9, obtém-se:

TAYX =
XAX=X'XA — {%AX=A
X Ax; =8;}; (9-1.13)
e se diz que os autovetores estdo ortonormalizados.’
Também com base na Equagdo 9-1.9, obtém-se:
A=XAX"'=XAX" — |[A=DAxx!
= (9-1.14)

o que é denominado decomposicdo espectral da matriz A.’

Pelo fato de os n autovetores X; serem linearmente independentes, eles formam uma
base completa no espaco n-dimensional e, portanto, qualquer vetor X' de ordem n pode ser
expresso pela combinacio linear:

5= (9-1.15)

onde o sdo escalares.

* Essa conclusio se aplica também a matrizes quadradas nio simétricas.

% Como os autovetores de qualquer matriz simétrica sdo linearmente independentes, a matriz modal sempre
admite inversa.

7 O determinante de uma matriz ortogonal é igual a 1 ou a -1, e o primeiro caso é de matriz de rotagdo.

# Todo autovetor de comprimento euclidiano unitario satisfaz 3 Equago 9-1.13, mas nem todo vetor que satisfaz
a essas expressoes € autovetor de uma matriz simétrica. Contudo, no caso de n vetores linearmente independentes
satisfazerem a tal equacdo, trata-se dos autovetores de uma matriz simétrica de ordem nxn.

° Essa decomposicio evidencia que a representagio computacional da matriz A com um determinado nimero
de algarismos significativos afeta primordialmente a representacio do primeiro autopar, o que se relaciona com
o condicionamento da matriz expresso pela razdo A,/A;, chamada de mimero de condicionamento.
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Considera-se, agora, a matriz transformada

9-1.162)

A=A'+al (9-1.16b)

onde a é um escalar. Com a substitui¢do dessa nova expressdo de matriz na Equacao
9-1.9, obtém-se:

A'+oDX=XA - A'X=X(A-ol) 9-1.17)
Isto é, a matriz A' tem 0s mesmos autovetores que a matriz original A e tem os autovalores:

A=A-al = (9-1.18)

Diz-se, entdo, deslocamento da origem do espectro dos autovalores ou deslocamento
espectral, e como ilustra a Figura 9-1.1, com <0 ocorre deslocamento para a esquerda, e
. . 10
com o > 0, para a direita.

> A

Espectro original

' ' ‘l r > ;L‘
0" A Ay As i
comao > A,
. > A
A A, Aj A, 0

FIGURA 9-1.1 Deslocamento espectral.

Considera-se, agora, a forma generalizada do problema de autovalor (K® = M®Q), e de
maneira semelhante a Equagfo 9-1.16a define-se a seguinte matriz:

9-1.19)
Com isso, chega-se ao novo problema de autovalor:
K'+aM)y®=M®PQ — KP=MP(Q-0l) — Ko’=MPQ' (9-1.20)
em que:

Q=0-al - Aj=i;-o=0-a - (9-1.21)

Logo, escolhido o como um escalar positivo, a Equacdo 9-1.19 expressa um deslocamento
da origem dos autovalores do problema de autovalor generalizado para a direita.

" Deslocamento da origem dos autovalores ¢ titil para obter matriz ndo singular a partir de uma matriz singular
e para acelerar convergéncia em métodos em que esta dependa do afastamento entre autovalores.
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A seguir, considera-se uma matriz quadrada nio singular T, de mesma ordem que a ma-
triz A, para escrever a partir do problema de autovalor reduzido expresso na Equacdo 9-1.9:

T'AX=T'XA — (T'ATDT'X)=(T'X)A
que com as notagdes:

A =T'AT (9-1.22a)

X' =T'X (9-1.22b)
fornece o novo problema de autovalor de forma reduzida:

(9-123)

A transformacdo expressa na Equacdo 9-1.22a € dita similar porque resulta em uma
matriz de mesmos autovalores que a matriz original A, e de autovetores obtidos a partir de
Equacio 9-1.22b: "

(9-1.24)

Em caso da matriz T ser ortogonal, Equagdo 9-1.22a se particulariza na expressao:
A =T'AT (9-1.25)

que é denominada transformacio similar ortogonal ou transformacio congruente.'”

Na sequéncia, a partir da forma generalizada (K® = M®Q) e de maneira a conservar
simetria, obtém-se uma correspondente forma reduzida de problema de autovalor."” Portanto,
considera-se, inicialmente, o caso de matriz de massa diagonal de coeficientes positivos para
escrever a partir daquela forma:

Km—IIZMI/Zq):MI/ZMI/Zq)Q N (M—IIZKM—I/Z )(MI/Zq)):(MI/Zq))Q

Logo, com as notagdes:

A=M" KM (9-1.26a)
_ 2
X=M"® (9-1.26b)

obtém-se a forma reduzida:

0127

"' Os chamados métodos de transformagdo de resolugio do problema de autovalor sio baseados em sucessdes de
transformagoes similares que fornecem matrizes transformadas cujos autovalores sejam facilmente obtidos. Tais
métodos sao indicados para problemas de autovalor de reduzidas dimensdes e foram muito utilizados no passado.

'2'Um caso particular é a transformacio congruente expressa na Equagdo 1-5.13a em que se tem a diagonalizacio
da matriz A em sua matriz espectral.

" Uma das vantagens dessa obtencio é que as propriedades do problema de autovalor generalizado podem ser
comprovadas a partir da correspondente forma reduzida.

I
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em que a matriz A é simétrica, de mesma esparsidade que a matriz K. Essa forma tem
os mesmos autovalores que a forma generalizada original, cuja matriz modal se escreve a
partir da Equagado 9-1.26b:

(9-1.28)

Considera-se, agora, matriz de rigidez positiva-definida para se ter em aritmética real a
fatoracdo:

K=U"U (9-1.29)

onde U é uma matriz triangular superior de coeficiente diagonais positivos, denominada
fator de Cholesky."* Com a substitui¢io dessa fatoracio na referida forma generalizada,
obtém-se:

U'ue=M®Q — Ud=UMU")UD) Q

Logo, com as seguintes notagdes:

1300

(9-1.30b)
chega-se 2 nova forma reduzida:"
AX' =X'Q" (9-1.31)

Essa matriz A' é simétrica, denominada matriz dindmica, tem autovalores reciprocos aos
da forma generalizada original e matriz modal obtida a partir da Equacao 9-1.30b:

©13)

E para desenvolver reducdo semelhante a anterior, em caso de matriz de massa
.. . . ~ .16
positiva-definida, considera-se a fatoracdo:

M=U"U (9-1.33)

onde U" é também um fator de Cholesky, matriz triangular superior de coeficientes
diagonais positivos.

Com essa fatoracdo, a referida forma generalizada fornece:
Ke=U"U®Q — U KU HU D)=V D)Q
que com as notagdes:

A =U"TKU"' (9-1.34a)

" Nome em referéncia ao cartégrafo militar francés André-Louis Cholesky (1975-1918).

'S Essa reducdo fornece uma matriz A' simétrica cheia, e, por essa razdo, ndo € indicada em caso de grande
ndmero de graus de liberdade.

' Com o uso de matriz de massa consistente de barras e elementos finitos, a matriz de massa do modelo es-
trutural € positiva-definida.
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X =U® (9-1.34b)
se transforma em: 17
AX =X'Q (9-1.35)

Nessa tltima forma reduzida, a matriz A" é também simétrica, tem os mesmos autovalores
que a forma generalizada original cuja matriz modal € obtida a partir da Equagao 9-1.34b:

©9-1.36)

Além disso, como com a normalizacdo de comprimento euclidiano unitdrio a matriz
modal X' é ortogonal, a Equacio 9-1.35 permite escrever (X 'A" X" = Q), que fornece com
base nas notac¢des da Equagdo 9-1.34:

@UNHUTKUHUP)=Q — (9-1.37)

Esse resultado expressa a diagonaliza¢do da matriz K na correspondente matriz espectral,
através de uma transformagao congruente. Além disso, com a substitui¢do de (K® = M®Q)
nessa dltima equagao, obtém-se:

O'MPQ=Q — |®'Md=1I (9-1.38)

que expressa a diagonalizacio da matriz M em uma matriz identidade. A obtencdo dessa
normalizacdo foi apresentada na Secdo 5-5 e os modos de vibragdo sdo referidos como
M-ortonormalizados.

Pode-se verificar que as Equagdes 9-1.37 e 9-1.38 se aplicam também a uma matriz K
singular, isto é, que contém deslocamentos de corpo rigido.

EXEMPLO 9-1.1

Para comprovar numericamente algumas das propriedades apresentadas, considera-se a treliga
da Figura E9-1.1, com barras de area de secdo transversal de 15 cm?, médulo de elasticidade de
205GPa e peso especifico de 77 kN/m?®,
Idz
d

—

FIGURA E9-1.1 Trelica plana.

' Essa redugio ser utilizada posteriormente para estender, 2 forma generalizada, propriedades da forma reduzida
do problema de autovalor.
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Para essa trelica e com base no apresentado no Capitulo 5, chega-se as seguintes matrizes
de rigidez e de massa discreta, nas unidades N, kg e m:

2,7179-107 2,7179-10’ 0
K=[27179.10" 10,405-10’ 0 e
0 0 7,6875-107
56,848 0 0

M=| O 56,848
0 0 47,095

Essas matrizes formam o problema de autovalor (K® = M®Q) e, para obter a forma reduzida
(AX = XQ), utiliza-se a Equacdo 9-1.26a:

4,7810-10° 4,7810-10° 0
A=M"’KM'?=|4,7810-10° 1,8303-10° 0
0 0 1,6324-10°

A resolugao do problema autovalor (AX = XQ) fornece a matriz espectral:

3,2614-10° 0 0
Q= 0 1,6323-10° 0
0 0 1,9823-10°

que corresponde a matriz modal normalizada quanto ao comprimento euclidiano unitario:

-0,95302 O -0,30291
X=| 0,30291 O -0,95302
0 1 0

E imediato verificar que essa matriz verifica a propriedade expressa na Equacéo 9-1.13:

3,2614-10° 0 =0
X"AX= 0 1,6323-10° 0 =Q
=0 0 1,9823-10°

Além disso, com base na Equagao 9-1.28 obtém-se a matriz modal do problema de autovalor
generalizado original (K® = M®Q):

-0,126 39 0 -0,04017
®=M"X=| 0,04017 0 -0,01264
0 0,14572 0

Também ¢ imediato verificar que essa matriz modal verifica as propriedades expressas nas
Equagdes 9-1.37 e 9-1.38:

3,2614-10° =0 0
K D= 0 1,6323-10° 0 ,
0 0 1,9823-10°

1 0 O
dMd={0 1 O

0 0 1
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Assim, uma vez que a matriz modal da forma reduzida seja normalizada quanto ao comprimento
euclidiano unitério, a correspondente matriz modal da forma generalizada do problema de autovalor
é normalizada quanto a matriz de massa.

9-2 QUOCIENTE DE RAYLEIGH E ANALISE DE RAYLEIGH-RITZ

O quociente de Rayleigh fornece uma estimativa da frequéncia fundamental de um modelo
de sistema mecanico, sem a necessidade de resolug¢ao de problema de autovalor. Além disso,
tem importancia por constituir a base para a formulacdo da andlise de Rayleigh-Ritz, que,
por sua vez, € fundamental ao método de iteracdo por subespaco. A seguir, esse quociente é
apresentado em forma reduzida e, posteriormente, em forma generalizada.

Com a pré-multiplicacio do problema de autovalor expresso na Equagio 9-1.3a por X",
obtém-se:

T X"AX

KAX=AX'K - A=
X' X 9-2.1)

A semelhanca da expressdo anterior, define-se o quociente de Rayleigh como:

. xITAxI
pX)=—7—
X X

(9-2.2)

onde A é uma matriz simétrica positiva-definida de ordem nxn e X' € um vetor ndo nulo
de ordem n.

Como os autovetores X; dessa matriz formam uma base completa no espago n-dimensional,
escreve-se a combinacdo linear:

n
X'= Zajxj
j=1

(9-2.3)
Com a substitui¢ao dessa combinacgio na equagdo que lhe precede, obtém-se:
S (8o (g0 2o0e) 31
pX) =2 SR A S
Sox[Sax)  Ze Ze
= P = = (9-2.4)

Essa expressdo evidencia que, em caso de (X' = a;X;), 0 quociente de Rayleigh fornece
o autovalor A;.

Além disso, como (A; # 0), tem-se da expressdo anterior:

ol +Zoc§ A/
P(X')=F2n—7»1
D0
j=1

(9-2.5)

I
383
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De maneira semelhante, como (A, # 0), tem-se:

n—1
o +Zocj2 A/,
p(X) = ——F——N,
o
= (9-2.6)
Logo, com a ordenagdo de autovalores A; < A, <--A; <---A,, as duas tltimas equagdes
evidenciam que, em caso de X' ser um vetor qualquer, tem-se a propriedade:

©27)

Isto é, o menor autovalor da matriz A é o limite inferior do quociente de Rayleigh, o que
ocorre quando o vetor X' é o primeiro autovetor dessa matriz; e o maior autovalor da mesma
matriz € o limite superior desse quociente, o que acontece em caso de X' ser o tltimo autovetor.

Considera-se, agora, um vetor X'ortogonal aos primeiros (i— 1) autovetores da matriz A,
de maneira a se ter a combinagao linear:

n
X'=Y oX
j=i

(9-2.8)
Logo, como (A; # 0), tem-se da Equagéo 9-2.4:
ol + ) oA/
p(xX) = —T— i
pH
i (9-2.9)

Assim, o minimo valor do quociente de Rayleigh é igual ao autovalor A;, 0 que ocorre
quando X' for igual ao i-ésimo autovetor da matriz A.

Alternativamente, em caso do vetor x' ser ortogonal a (i—1) vetores quaisquer yj, isto €,
(X'Tyj =0),com (j=1,2,...i—1), tem-se:

A; = maior dos minimos de p(x") (9-2.10)

para (i =2,3,... n), o que € denominado teorema do maior dos minimos do quociente
de Rayleigh.

Para ilustrar esse teorema, considera-se o espago tridimensional, que os trés autovalores
sejam distintos e que (X'"y, = 0), como ilustra a Figura 9-2.1. E fAcil identificar que, ao se
alterar o vetor y; nesse espaco, tém-se as seguintes condi¢cdes de minimo:

p(x)=A, quando y =oyX, e X =0,X,
p(x")=A, quando y, =o)X, e X'=o0iX
p(x)=A, quando y, =05X; e X =o04X

Ou seja, sendo y; um vetor qualquer, o maximo dos minimos de p(x") é igual ao autovalor A,.
Com a condicio adicional de (x"y, = 0), em que y, é qualquer vetor diferente de multiplo
escalar de y;, 0o maximo dos minimos de p(x") é igual ao autovalor As.
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X,

FIGURA 9-2.1 Representacao de vetores no espaco tridimensional.

Considera-se, agora, uma aproximagio ao i-ésimo autovetor da matriz A, sob a forma:

©-2.11)

onde 0 < lel < < 1. Com a substitui¢do dessa aproximagdo no quociente de Rayleigh
expresso na Equacdo 9-2.2, obtém-se:

(x;+eY)'AX; +ey)  X/AX +2ey'AX +€’y Ay
(x; +ey)" (x; +ey) X/X; +2ey'x; +e’y'y (9-2.12)

p(X; +ey)=

Além disso, como gy € a diferenca do vetor X' em relagio ao autovetor X;, pode-se escrever
o vetor y como a combinagao linear dos demais autovetores da matriz A:

y=2 0%
=1
8 (9-2.13)
o que, com a condi¢do de normaliza¢cdo dos autovetores contida na Equagdo 9-1.13,
fornece:
y'Ax =0 (9-2.14)
Logo, com essas duas tltimas expressoes, a Equacdo 9-2.12 se reduz a:

n
A+ Y ol A
=1

J#E

1+¢ Z o
=
g (9-2.15)

pX; +eY)=

Com a expansdo do denominador dessa expressdo em série binomial, obtém-se:
2

n n n
pOX +ey)=| L +E D ol Ay | [1-€ X af +&'| Daf |+
j=1 =1 =1

izt J#i J#i
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n n

= p(X;+ey)=A; +¢& 2 ok — A 2 o | + termos com poténcias em € superiores a2

~ -
izi }ﬂ

— |p(x; +ey)= A +O(E?)] (9-2.16)

Nessa equagio, O(e”) expressa ordem &” de aproximagio ao autovalor A;. Isto &, utilizando
no quociente de Rayleigh um vetor de aproximacao € ao autovetor X;, esse quociente fornece
uma aproximacio de ordem £* ao autovalor A;, o que é denominado propriedade de es-
tacionariedade do quociente de Rayleigh.

A seguir, para obter o quociente de Rayleigh no caso do problema de autovalor (K® = M®LQ),
considera-se matriz de massa positiva-definida para que seja possivel a fatoracio de Cholesky
(M=U"U"). Com isso, obtém-se a forma reduzida expressa na Equacio 9-1.35 que se repete,
AX =X'Q,emque (A"=U""KU ") e (X = U®). E para essa tltima forma tem-se o
quociente:

XA X x"WUTTKU )X

X" = = -
PO xTx xTx (9-2.17)

* ~ . . ~ . .
em que X € um vetor ndo nulo no espaco n-dimensional em que sdo definidas as matrizes
Ke M.

Além disso, a exemplo da Equagdo 9-1.34b, escreve-se:
x=Ug (9-2.18)
- ¢=U"x (9-2.19)

Logo, com a substitui¢do da Equacg@o 9-2.18 na express@o que lhe precede, obtém-se o
quociente de Rayleigh na forma generalizada, razao entre duas formas quadraticas:

0 Ko

PX)=p(@") ="
¢ 'Mo (9-2.20)

Nessa expressdo, M é uma matriz positiva-definida e @ um vetor ndo nulo.

Além disso, de maneira andloga ao desenvolvido para obter a propriedade expressa na
Equacdo 9-2.7, chega-se a seguinte propriedade do referido quociente:

A =0 <p(@) <A, =o; (9-2.21)

A =0 =p()) (9-2.22)

EXEMPLO 9-2.1
Para verificar numericamente a propriedade expressa na Equagao 9-2.21, considera-se o sistema de
quatro graus de liberdade representado na Figura E9-2.1, com (k; = 2), (ko = ks =ks = 1), (m; = 2),
(m2 =Mz =My = 1).
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ki +k, +k; -k, —k; 0
ko| ke k, 0 0
1 =K 0 ky+k, -k,
0 0 -k, Kk,
m 0 0 0
M| © m 0 0
0 0 my O
0 0 0 m,

FIGURA E9-2.1 Sistema massa-mola de quatro graus de liberdade.

Com os valores especificados, chega-se as seguintes matrizes de rigidez e de massa:

4 -1-10 2000
_|-1'1 0 0 {0100
K_—102—1 ' IVI_OOlO

00 -11 0001

do problema de autovalor (K® = M®Q), que resolvido com o método de Jacobi da préxima secéo,
forneceu os autovalores (A; = 0,23729), (A, = 0,68455), (A3 = 2,0) e (A4 = 3,07816).
Com o arbitrio dos trés seguintes vetores do espago quadridimensional:

1 1 0
(03} % v P2 8 e (P; = _01
1 1 -1

sao obtidos os seguintes quocientes de Rayleigh:

o 0K, o 0K,
ple)="—"=0,4 pl@,)=—"-—T-=1667 e
' o'Mo, ? 0, M@,
. 07Ko;
pl@s)=———==10
¢ (P3TM [OF]
Esses resultados verificam a referida propriedade, uma vez que se tem:

M<p(@r)<p(ps)<p(9:)<hs

EXEMPLO 9-2.2
Foi demonstrado que, com a utilizagdo de um autovetor no quociente de Rayleigh, se obtém o corres-
pondente autovalor. A seguir, comprova-se essa propriedade a partir do principio de conservagdo

de energia.
A energia cinética e a energia potencial de deformagao elastica tém, respectivamente, as formas

(E.=d'Md/2) e (E,.=d'Kd/2).
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Em caso de vibragdo livre ndo amortecida, tem-se a solu¢do harménica:
d=¢@,cos(ot-0;) — d=-@osin(ot-9)
Logo, escrevem-se os valores maximos das referidas energias:
Eomax. = (PJ'TM(Pj ‘DJ?/Z
Epemix. = @ K@; /2
Assim, com a condic¢ao de (E¢max. = Epemax.), Obtém-se o quociente de Rayleigh:

.
K "
mf:%:u
oMy,

Essa propriedade é muito utilizada em obtengao de estimativa para a frequéncia fundamental de
modelo de multigraus de liberdade, no denominado método de Rayleigh. Para isso, arbitra-se uma
aproximagao ao primeiro modo de vibrac&o, e a expressao anterior fornece, com melhor acurécia, a
correspondente frequéncia.'®

Em retorno ao estudo do quociente de Rayleigh, considera-se o caso em que um vetor X
seja ortogonal aos primeiros (i—1) autovetores X; da matriz A" considerada anteriormente.
Isto &, que se tenha (x ' X; =0), com (j = 1, 2, -~ i—1), quando, entdo, as Equagdes 9-1.34b
e 9-2.18 fornecem (¢ 'U"U’g; = 0). Logo, tendo-se em vista a Equagdo 9-1.33, obtém-se:

¢ M@, =0 (9-2.23)

Assim, o minimo valor de p(¢") é igual a (A =} ), o que ocorre quando o vetor ¢ é
multiplo escalar do i-ésimo autovetor de (K® = M®Q).

Além disso, de forma semelhante ao procedimento anterior, chega-se ao teorema do maior
dos minimos do quociente de Rayleigh generalizado, que se escreve:

A =} =maior dos minimos de p(¢") ‘ (9-2.24)

para (i=2, 3, --- n), e em caso de ¢ ser um vetor que satisfaca as condicdes de ortogo-
nalidade (¢ "M ¥;j=0),com (j=1,2, --- i—1) e y; arbitrario.

No desenvolvimento seguinte, o quociente de Rayleigh é expandido para simultaneo uso
de vérios vetores, com o objetivo de se obterem aproximacdes para um conjunto de autopares
da forma generalizada (K® = M®Q). E a denominada andlise de Rayleigh-Ritz.

Considera-se um vetor (p; definido pela combinacao linear:
=Y
P = 2, 0iX;
= (9-2.25)

em que o; sdo escalares a serem determinados, denominados coordenadas de Ritz, e 0s
p vetores X; sdo linearmente independentes entre si, chamados de vefores de Ritz.

"* O arbitrio de uma aproximagio ao primeiro modo de vibragdo acarreta restricdes para amnter o equilibrio,
0 que enrijece o sistema estrutural e implica aproximacgao a frequéncia fundamental por valor superior.
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Esses vetores formam uma base de Ritz no espago vetorial p-dimensional de notagéo E,,
o qual estd contido o espago vetorial inicial E,, definido pelos n autovetores ¢; da referida
forma generalizada, assim como o vetor (p; estd contido no subespaco E,,.

Com as notagdes:

T
a] I_(x ...(xi aPJ

X =[x x x] (9-2.26)

a combinacdo linear anterior se escreve com a nova forma

(9-2.27)

Séo procurados p vetores @; que melhor se aproximem de p autovetores do problema
(K® = M®Q), do que os p vetores de Ritz arbitrados. Para isso, com o vetor @; definido
pela combinagdo anterior, o quociente de Rayleigh expresso na Equacdo 9-2.20 se escreve:

o] XK Xa; . (*)_ochK*ocj
o] X"MXo; Ay oMo, (9-2.28)

p(9;) =

onde sdo adotadas as notacoes:
{K*z X"KX
M=X"MX (9-2.29)

e se supde que o produto matricial o] M e seja ndo nulo. As matrizes K™ e M, simétricas de
ordem pxp, sdo ditas projecoes das matrizes K e M no subespago definido pelos vetores de Ritz.

Além disso, o quociente expresso na Equacio 9-2.28 fornece:

M=

Y aio K,

i=1¢=1 _a

p(‘PJ)— ; - =%

Z(X o M;,

i=1¢=1 (9-2.30)

M@

[TP%1]

em que “a” e “b” s@o escalares e onde sao adotadas as notacoes:

Kic = x]Kx, (9-231a)

Mi = x/Mx, (9-2.31b)

O minimo do quociente p(¢;*) € obtido com a condigdo de (0p( (P}k)/aoq = 0), para
i=1,2,---p)

D # D # D #
% 2b2(XgKit —2320{,5Mi¢ Z(X.gKig
M@)o e=1 —0 s L2 _a
aOCi b2 P %
2 o Mi,
¢=1 (9-2.32)
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Logo, com base nas Equacdes 9-2.30 e 9-2.32, tem-se:

p *
zatKiz

* = D % D * *
PPD=S—— o YooKy = X p(@)) oMy
* =1 =1
zOﬂzMiz
(=1
p * ES ES
- Y o (Ki —p(@j)M;) =0
=1 (9-2.33)

Essa ultima expressdo, com (i = 1,2, --- p) e a notag¢do p; = p( @), fornece:

oK —p,M)=0" — (9-2.34)

que € um problema de autovalor de p solugdes (p;, o).

Além disso, com a condi¢do de ortonormalizac¢do dos autovetores do problema anterior,
(otjT Ma; = 9;) e a Equacgdo 9-2.29, obtém-se (ajT X"MXq; = d;). Logo, com a Equacg@o
9-2.27 chega-se a:

oMo; =3, (9-2.35)

* . . . ~
que mostra que os vetores @;, obtidos a partir dos autovetores normalizados o, s3o
vetores M-ortonormalizados.

Além disso, como se tém as seguintes propriedades do quociente de Rayleigh:

* ;= minimo valor de p(¢) se (¢'"Me; =0), com (i=1,2, --- j—1) e sendo ¢ um vetor
qualquer do espaco E, e ¢; um autovalor do problema (K® = M®Q);

e p;j=minimo valor de p(¢’), se (¢ 'M @ =0),com (i=1,2, - j—1)esendo @ um
vetor qualquer do espago E, contido no espaco E, e ((Pj = Xe;), em que @; € autovetor
do problema (K'a; = p;M'a), pode-se escrever que:

Isto €, os autovalores p; do problema (K*aj = p; M*aj) sdo aproximag()?s, por valores
superiores, aos “p primeiros” autovalores do problema (Ke¢; = A M), e (9; = Xa;) € uma
aproximacdo aos correspondentes autovetores. Além disso, como para os Ultimos valores
do conjunto (py, P2, -+ Pj, -+ Pp) S30 necessdrias mais condigdes de ortogonalizagio do tipo
@™ (pf =0),com (i=1,2, ---j—1), infere-se que esses valores tenham menor acurécia do
que os primeiros valores daquele conjunto. Por essa razdo, € indicado utilizar q vetores X;,
com p < q < n, quando sdo desejadas aproximagdes a p autopares. Naturalmente, a acuricia
depende também da base de Ritz, isto €, quanto mais préximo o subespaco definido por
®, estiver do subespaco definido pelos vefores de Ritz, melhor serdo os resultados obtidos.

(9-2.36)

Em resumo, a andlise de Rayleigh-Ritz consta das seguintes etapas:
1. Estabelecimento de uma base de Ritz, X, composta de q vetores linearmente independentes
entre si e ndo ortogonais aos p autovetores cujas aproximacdes se deseja obter.

2. Proje¢do das matrizes K e M no subespago definido pelos verores de Ritz, obtendo-se
K" e M através da Equacdo 9-2.29.
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3. Resolugdo do problema de autovalor (K" o = Pj M @;), obtendo-se os autopares (p;,),
com (] - 1’ 27 q)
4, Cilculo dos vetores ((pj* =Xa;), com (j=1,2, --- q).

Dessa maneira, os p primeiros autopares (j, @; D) calculados sdo0 aproximacdes a p auto-
pares do problema (K® = M®Q), sendo os vetores ¢; " normalizados em relag:ao a matriz de
massa e p; proximos por valores superiores aos autovalores desse problema. "

Para melhor esclarecimento quanto a essa andlise, seja um subespaco E, do espaco E;
definido pelos autovetores @, ¢, € @3, como mostra a Figura 9-2.2. Nesta figura, estdo re-
presentados os vetores X, e X, da base Ritz e que definem o plano P indicado, como também
estdo mostradas as solu¢des @, € @, da referida analise. Essas solugdes sdo os vetores
desse plano mais préximos dos autovetores @; € ¢,, isto é, s3o vetores ortogonais entre si,
contidos no referido plano e que formam os menores dngulos com @, e ¢,, respectivamente.
Consequentemente, a andlise de Rayleigh-Ritz fornecera esses autovetores em caso de se
arbitrarem vetores de Ritz que sejam combinagdes lineares desses autovetores.

L0 2)
Plano P

Ps

FIGURA 9-2.2 Representacao de hase de Ritz no espaco tridimensional.

EXEMPLO 9-2.3

Como experimento da andlise de Rayleigh-Ritz sao consideradas as matrizes de rigidez e de massa
do Exemplo 9-2.1, reproduzidas a seguir:

4 -1 -1 0 2000
-1 1 0O 0100
K_—IO 2 -1|" M_OOIO
00 -1 1 0001
Arbitra-se a seguinte base de Ritz:
10
11
X=l01
01

" Como esses vetores satisfazem as condi¢des de ortogonalidade com respeito as matrizes K e M, podem
ser utilizados em desacoplamento do sistema global das equagdes de movimento, em semelhanga aos modos
naturais de vibracao.
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Logo, com as expressdes da Equacéo 9-2.29 projetam-se as referidas matrizes no espago definido
pela base anterior:

Ceew | 3 -1 et |31

K—XKX_[_1 5 e M=XMX-= 13
A resolucdo do problema (Kkaj =pj M*aj) fornece os autovalores (p; = 0,353) e (p, = 1,772). Em
comparagao desses resultados com os autovalores do problema (K® = M®Q), identifica-se que A1 < p;
e Ay <p». Além disso, verifica-se que p; esta mais proximo de A, do que p, esta mais proximo de A,.

9-3 METODO DE JACOBI

O método de Jacobi é um dos métodos mais antigos de resolucao completa do problema
de autovalor na forma reduzida com matriz real e simétrica.”’ A seguir, esse método é
desenvolvido para essa forma e, posteriormente, é estendido a forma generalizada do pro-
blema de autovalor.

Dada uma matriz real, simétrica, singular ou ndo, de ordem (nxn), (A“)EA), seja a
sequéncia de transformacdes ortogonais similares:
\A“‘*” =TOTADTY \ (9-3.1)
com (k=1,2,3 --+), e em que a matriz A ¢ simétrica. Logo, tem-se:
\A“‘*” = T*“"TA“)T*“‘)\ (9-3.2)
em que se adota a notacao:
T =TOT?...T®] (9-3.3)

Nos chamados métodos de transformacao ou métodos diretos, com k— o0, a matriz A
converge para a matriz espectral A, e a matriz T'® converge para a correspondente matriz
modal normalizada X.”' O método de Jacobi se insere nessa categoria de métodos, quando
entdo T é uma matriz ortogonal de rotacdo da forma:

coluna i coluna j

1 - 0 0 - 0 0 0]
0 1 0 - 0 0 0
0 0 cos® - —sinB® O 0 <«— linha i
T(k) = . - & . - . .
0 0 sin® - cos® O 0|| -==—linhaj
0 0 0 - 0 1 0
0o -0 0 - 0 0 - 1]
(9-3.4)

? Este método foi apresentado pelo matemadtico alemao Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), em 1846.

*! Entre os métodos diretos tém-se o método QR (baseado em fatoracdes da matriz A* com matrizes ortogonais)
¢ 0 método LR (baseado em fatoracoes da matriz A® com transformagdes ndo ortogonais).
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em que o angulo 0 € determinado com a condicdo de que, com a transformacdo expressa
k+1 .
na Equagio 9-3.1, o coeficiente aj*" seja nulo.

Com a substituicdo da matriz ortogonal anterior na Equacdo 9-3.1, identifica-se que

. . . K o~ .
apenas os coeficientes das linhas e colunas i da matriz A* sdo modificados, da
seguinte maneira:

(k+1) _  (k+1) _ (k) k) _ (k)
ay o o=ay o =ay (cos 0—sin® 9)+(a )cosOsin 6
alfth =2t = a(k) cosO+a(k) sin@  emquel#iel#]j
5:‘*1) 5‘;*1) —a(k) cosf-al¥sin  emquecziec#j
aflk“) (k) cos 9+a(k) sin 6+2a(k) cos 0sin 6
(k+1) _ (k) (k) (k) :
ay" =ay sin? 9+a cos? 06— 2a cos0sin 6 9-3.5)

(k+1)

e a;’ #a;’, ém- 1 imeira ex a
Logo, com o coeficiente aj i #a{’, obtém-se a partir da primeira expressdo

contida na Equagdo 9-3.5:

k K)\/os k
0 (agi ) —agj ))(sin 26) ZafJ )
aj cos20=—=——— — (g20=———"———
k) _ (k)
2 a; —aj
2a (k)

l.l
a2l _

— |@=—arctg
s (9-3.6)

Além disso, no caso de (a{’ =a{" ) e com a condigéo de que o coeficiente a{*" sejanulo,
a Equacdo 9-3.5 fornece:

cos’0—sin’6=0 — tgb=1 — (9-3.7)

Importa observar que, ap6s a determinacgao do angulo 0, ndo ha divisdes nas quatro tltimas
expressoes da Equacdo 9-3.5, o que d4 estabilidade numérica ao método.

Além disso, com a notacdo T designativa de uma matriz identidade, os coeficientes
das colunas “i” e “j” da matriz T'", definida na Equacgio 9-3.3, sdo obtidos com as
expressoes:

1 =, cos®+1,

cos@—t, P

sin©
*(k) (k 1) .
t t 0

s (9-3.8)

emque(k=1,2,3---)e(¢ =1,---n).

Pode-se demonstrar que a transformagao que anula o coeficiente de posi¢do (i,j) gera
coeficientes ndo nulos em outras posi¢des fora da diagonal principal que anteriormente
continham coeficientes nulos. Contudo, apés cada uma das transformacdes similares, ocorre
reducio da soma absoluta dos coeficientes nio diagonais. Assim, T'® converge para a ma-
triz modal normalizada, e A® converge para a matriz espectral, embora sem ordenacio dos
autovalores e dos autovetores. *

2 Vide Wilkinson, J. H., 1965.
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Segue algoritmo do presente método.

— Estabelecimento de critério de convergéncia e inicializagao de T como matriz identidade.
—=v=123-..

— j=2.--n

—i=1--(j=1)

Se a; #0

Se a; =a; — 0=m/4

Se a; #a; — O=arctg((2a;;/(a; —a;;))/2

¢=1,--n

aux =a, Loaux =ty

a, =aux-cosO+a,;-sind ity =aux-cosB+t,;-sind
a,;=a,;-cosf—auxsind | ty;=1t,;-cosO—aux sin0

a; =a; cosb+aj -sind

aj;=a;;-cosb—a,;-sind
a;=0
£=1,---n
iy
Bje =
Se a convergéncia de diagonalizacdo foi alcancada —|

(A matriz. A obtida é a matriz espectral, e a matriz T final é a matriz modal da matriz original
A

ALGORITMO 9-3.1 Resolucao da forma reduzida do problema de autovalor com o método de Jacobi.

O algoritmo anterior tem as seguintes peculiaridades:

. i iz a i iis i
1. Os coeficientes das matrizes A e A% sdo designados por a;;, € 0s coeficientes
. * . ~ ey eqe
das matrizes T" e T'% recebem a designagdo t;;, o que possibilita que cada um desses
pares de matrizes ocupe as mesmas posi¢cdes de memoria de computador.

2. Em cada incremento da varidvel mais externa, v, faz-se uma varredura dos coeficientes
acima da diagonal principal da matriz A®, com aplicacio de transformacdes similares que
anulem sequencialmente os coeficientes nao nulos, coluna a coluna. Ao final de cada uma
dessas transformacdes, os coeficientes abaixo daquela diagonal sao obtidos por simetria.

3. Os coeficientes da matriz A“ tém expressdes diferentes que as apresentadas
na Equagado 9-3.5, porque tais coeficientes sao parcialmente calculados nos ciclos
da varidvel incremental mais interna, ¢.

Além disso, para maior eficiéncia de processamento, as fun¢des cos0 e sinf podem ser
calculadas externamente aos ciclos da varidvel incremental ¢.
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EXEMPLO 9-3.1

Para evidenciar o funcionamento do algoritmo anterior, considera-se novamente o sistema massa-mola
de quatro graus de liberdade do Exemplo 9-2.1, cujo problema de autovalor se escreve:

4-1-1 0] [2000
4110 0|, 0100
20 2 -1|®Joo1 0|®®
00-1 1 000 1

Para obter o problema de autovalor com a forma reduzida (AX = X Q), empregou-se a Equacdo

9-1.26a, obtendo-se:

2 -0,707107

A(l) - M71/2 K M71/2 —

sim.

-0,707107 O

1 0 0
. 2 -1
1

Logo, com o referido algoritmo e na varredura (v = 1), foram obtidas as matrizes:

3,015745 0,103 254
AW 0,408 582

sim.

0,680872 0,390 553
0| ~0,352 446 ~0,724 610
“| -0,575139 0,266 932

0,285 324

-0,195772
-0,069 323

1,980 348

0,586 713
-0,254776
0,638 030

0,285324 -0,428 689

Com a segunda varredura, foram obtidas as matrizes:

3,076 030 0,064 677
AW 0,238 762

sim.

0,586 078 0,354 965

.| —0,225 758 0,311177
=1 0,707 624 0,520 310
0,323751 0711651

-0,011170
-0,001083
2,000116

0,626 380
-0,445 051
0,454 750
-0,450 311

Com a terceira varredura, foram obtidas as matrizes:

3,078163 -0,000 004 0,000 006

AW— 0,237 286
sim.

0,593004 0,342 485

T -0,201771 0,317516

-0,702 417 0,536 251
0,338 001 0,703 081

0
2

0,632 458
-0,447 215
0,447 210
-0,447 212

-0,195 083
-0,199144

0
0,595 325

-0,199120
-0,534614
0,436 898
0,695 456

—-0,036057
—-0,000002

0

0,685093

-0,371700
-0,808 784

0,147 472
0,431230

0
0

0
0,684 551

-0,362 003
-0,811462
0,138 019
0437 531
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Finalmente, com (v = 4) foram obtidas a matriz espectral e a matriz modal de A"

3,078163 0 0 0

w0 0,237286 0 0

AT=Q - : : 2 0
sim. . . 0,684 551

0,593 007 0,342486 0,632455 -0,362003
-0,201774 0,317516 -0,447214 -0,811462
-0,702415 0,536250 0,447213 0,138019
0,337998 0,703081 -0,447214 0,437531

T*(K):X —

Finalmente, com a Equagao 9-1.28, obteve-se a matriz modal do problema de autovalor inicial:

0,419319 0,242174 0,447 214 -0,255975
-0,201774 0,317516 -0,447 214 -0,811462
-0,702 415 0,536250 0,447213 0,138019
0,337998 0,703081 -0,447214 0,437531

b= M71/2X —

Com um maior nimero de iteragdes, verificou-se que todas as casas decimais dos resultados
de Q e @ estao corretas. Além disso, importa ressaltar que os autovetores em X tém comprimento
euclidiano unitério e que os autovetores em @ estdo normalizados em relacdo a matriz de massa,
mas que os autopares nao estao ordenados na ordem crescente da grandeza dos autovalores.

No algoritmo anterior, em cada varredura dos coeficientes acima da diagonal principal,
por simplicidade, ndo foi utilizada uma estratégia de verificagdo da proximidade de cada
coeficiente ajj a zero, antes de transforma-lo em nulo. E mais eficaz aplicar transformagoes
similares que anulem os coeficientes superiores a um valor de referéncia (como uma fragéo
da média absoluta dos coeficientes ndo diagonais, por exemplo), preferencialmente com teste
quanto 2 grandeza de (a§’*/(a{"a}’))""? que expressa o acoplamento entre os coeficientes

ii

das posig¢des (i,i) e (j,j). Além disso, uma verificacdo de convergéncia indicada é:

kD _ 40
1 D i < tolerancia = 107¢
aj; (9-3.9)

com (i=1,2 --- n); e que os coeficientes acima da diagonal principal atendam a condicao:

a2\

ij Ao 1n-d
W < tolerancia = 10
v (9-3.10)
em que d € o nimero de algarismos significativos desejados nos autovalores.

Quanto ao problema de autovalor generalizado (K® = M®Q), pode-se transformé-lo a
forma reduzida, como apresentado na primeira secao deste capitulo, e aplicar o algoritmo
anterior. Isso, contudo, s6 é computacionalmente eficiente com matriz de massa diagonal de
coeficientes diagonais positivos.” Em caso contrario, é melhor utilizar diretamente a forma
generalizada do método de Jacobi descrita a seguir.

% . . . . .

Se alguns coeficientes diagonais de matriz de massa diagonal forem nulos, os correspondentes graus de
liberdade do modelo da estrutura podem ser condensados estaticamente para, entdo, proceder a obtencio da
forma reduzida do problema de autovalor, o que, contudo, ndo é computacionalmente eficiente.
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Com matriz K singular ou niio, matriz M nio singular e com as notacdes (K" = K)e (M’ = M),
estabelece-se a sequéncia de transformagdes similares ortogonais:

{K(k”) _ T(k)TK(k)T(k)
(k) _ 00 p k) (k)
M =TV M™T (9-3.11)

em que (k=1,2,3 ---). Logo, com a notacao:

T =TOT?...T®)] (9-3.12)

tém-se as matrizes transformadas:

{K(k-ﬂ) TR KO
(k+1) _ ()" pp()(k)
ME =T MOT (9-3.13)

Consideram-se matrizes T" tais que, com k—>00, M**" convirja para uma matriz diagonal
M@ e K“V convirja para uma matriz diagonal K'“, quando entio, na condigio limite, se
adota a notacio T' em lugar de T'™. Assim, nessa condicdo tem-se:

KO=T'KT KOMY' =T'KT MY
{1 MO THMTMO ) = 0™MO

{""“” “T'MT {M(“M“"' “I=T' MTM
%

12

KOMO™ = (Mmr”Z T K (TMO™)

(9-3.14)

Logo, obtém-se a matriz modal normalizada em relacdo a matriz de massa:

0315

€, consequentemente, tem-se a matriz espectral:

9316

No método de Jacobi generalizado, adota-se a seguinte matriz de transformacao:

colunai colunaj

(1 - 0 0 - 0 0 0]
0 1 0 - 0 0 0 . .
0 01 - a 0 0| | <— linha i
Tk _| . T :
0 0OY -1 0 0|| <-—1linhaj
0 00 - 0 1 0
0 - 00 -0 0 . 1
(9-3.17)

em que « e vy sdo escalares determinados de maneira que, com as transformacdes expressas
na Equagio 9-3.11, os coeficientes de posi¢do (i,j) das matrizes K**" e M**" sejam anulados.
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Logo, com a substitui¢io de T* na primeira expressio da Equagio 9-3.11, obtém-se:

kD = kD = k{Por+ k07 + (o + Dk

kﬁ““ = kilim) = ki‘f) + kﬁﬁ)v emquel#ie(#]
kﬁi‘“) = k§1§+1) =kMo+ k?;) emquel#ie ¢#]
KD <D 7 42K

ki = ko + k8 +2k{Por

(9-3.18)

Com a substituicio de matriz T* na segunda expressio da Equacio 9-3.11, chega-se a:

mD =m0 = g 4 my + o+ Hm
mE = mHh = ('.‘)+m(]-‘)“{ emquel#iel#j
(k+1) (k+1) _ (k) (k) i i
mjz =m; o +m, emquel#iel# ]
mgikﬂ) m(k) +m(k)Y +2m(k)Y
(k1) _ o2 (k) (k)
mi ) =my +my + 2m
ii (9-3.19)

Assim, com a condi¢do de nulidade dos coeficientes de posi¢do (i,j) em K*™ e M*",
obtém-se o seguinte sistema de equagdes em termos dos escalares a e v:

ko + kY + (oY + DK =
m{Fo+ m(k)Y + (oY + l)m(k) =0

(9-3.20)
que tem a solug@o:
y=-2
d
b
o=—
d (9-3.21)
onde sdo adotadas as seguintes notacdes de escalares:
a=kFm® - k(,k> &
ij
b=k m® k(k) )
c= (k(k) k(k) (k))/2
d = ¢+ (sinal de c)\/c +ab (9-3.22)

Com matriz de massa identidade, recai-se na forma reduzida do problema de autovalor
e obtém-se (o = —), 0 que significa que a matriz de transformagao expressa na Equacdo
9-3.17 é multipla da matriz de rotacdo especificada na Equacdo 9-3.4. Além disso, pode-se
comprovar que, com matriz de massa positiva-definida, sempre se tem d # 0, que garante
estabilidade numérica na determinagio da matriz de transformacdo T* e, consequentemente,
nas transformagdes similares deste método.

(3L T L)

Com a notagdo (T"® =1), os coeficientes das colunas “i” e '} da matriz T, definida na
Equacdo 9-3.12, s@o obtidos com as expressdes:
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*(k) _ ¢*(k=1) | H(k=1)
ti =t Tty Y

#(k) _ *(k=1) | p*(k=1)
o =ty +t," o

(9-3.23)

emque (k=1,2,3--)e(¢=1,2, ---n).

Segue algoritmo do presente método.

— Estabelecimento de critério de convergéncia e inicializagdo de T como matriz identidade.
—=v=123...

—>j=2,-'n

—=i=1,(j-1)

Se k; 20

Ol = Cilculo dos escalares o e y (Equagdes 9-3.21)
=
aux =k, i aux =m,
ky; =aux+k,;-Y P my; =aux +m,;-Y g =aux +1t,-Y
k =k, +aux-a | m,=m, +aux-a | t,;=t,+aux-q
k; =k +k;i -y ©omy =my +my; -y
kj=kj+kja | my=m;+m;-a
ki; = bomy; =0

é=1,---n
ki =Ky iom, =my
i I

Se a convergéncia de diagonalizagoes foi alcangada j

aux =t

(A matriz K é K(d), a matriz M é MY e a matriz T é T*)
Q=KM' , ®=TM'"

ALGORITMO 9-3.2 Resolucao da forma generalizada com o método Jacobi.

EXEMPLO 9-3.2

Para evidenciar o funcionamento do algoritmo anterior, considerou-se o mesmo problema de autovalor
do exemplo anterior.

Com a varredura (v = 1), foram obtidas as matrizes:

13,010 469 0,293415 -0,618442 -0,582638
0,764777 -0,672235 -0,391765

K%—
: 4,580 765 0
sim. : : 1,230 877
4,314181 0 0 0
Mo = 1,871783 0 0

. 2,313112 0
sim. . - 2,067 571
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1 0,377828 0,630970 -0,202 456
T -0,732051 0,991361 -0,387487 -0,768724
-1,194599 0,365197 0,979375 0,628217

| 0,592634 0,685646 -0,651990 1

Com a segunda varredura foram obtidas as matrizes:

_13,875226 0,219317 -0,037431 -0,126 460
0,219317 0,608648 -0,002728 -0,000 004

K(k):
4,979241 0
L sim. 1,868 275
5,5610758 0 0 0
M . 2549187 0 0
. - 2,489 476 0
sim. - 2,727 039

0,880167 0,400748 0,698839 -0,434034
T -0,479 475 0,496 831 -0,702204 -1,335606
-1,502891 0,830735 0,717508 0243531

| 0,687599 1,136234 -0,710504 0,712122

Com a terceira varredura foram obtidas as matrizes:

(13,896 704 —0,000013 0,000019 0
0,605203 0,000 002 0

Km: :
. . 4,979 491 0
sim. - 1,867228
4,514610 0 0 0
M= 2,550 520 0 0
. 2,489746 0
sim. 2,727 667

0,890950 0,386759 0,705658 -0,422759
T -0,428716 0,507084 -0,705657 -1,340183
-1,492478 0,856412 0,705649 0,227947
0,718172 1,122844 -0,705753 0,722612

Finalmente, com a quarta varredura foi alcangada a tolerancia de convergéncia de seis casas
decimais, sendo obtidas as seguintes matrizes:

13,896 704 0 0 0

K® K@= . 0,605 203 0 0

T : : 4,979 491 0
sim. . 1,867 228

4,514610 0 0 0

: 2,550520 0 0

(k) _ pp(d)_ ,

M=M= : : 2,489 746 0

sim. : 2,727 667

0,890954 0,386760 0,705655 -0,422759
TO T = -0,428722 0,507084 -0,705655 -1,340183
-1,492464 0,856410 0,705655 0,227947
0,718165 1,122845 -0,705655 0,722612
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Logo, com a ultima linha do algoritmo anterior, foram obtidas a matriz espectral e a matriz modal
(iguais as determinadas no exemplo precedente):

3,078163 0 0 0
0 0,237286 0 0
0

0 0 2
0 0 0 0,684551

Q=KOM&™" =

0,419319 0,242174 0,447214 -0,255975

w1 =0,201774 0,317516 -0,447214 -0,811462
"1 -0,702415 0,536250 0,447213 0,138019
0,337998 0,703081 -0,447214 0,437531

o=TM"

Além disso, para testar o funcionamento do mesmo algoritmo em caso de matriz de massa
positiva-definida cheia, modificou-se o problema de autovalor anterior para a forma:

4 -1-1 0 2 4105 4
1100 102 -1 1
10 2-11%]054a 1 -05|®%
0 0-11 101 -05 1

Com a quarta varredura foi alcangada a tolerancia de convergéncia de seis casas decimais e
obtidos os seguintes resultados:

986379 0 0 0
. 0 0332184 0 0
_w(@Oppd) _ ’
Q=K"MT = 0  1,481054 O
0 0 0 0824382

0,651777 0,157375 0,728336 0,141232
B=TM" = -0,808719 0,593625 0,648053 -0,271311

-0,891116 0,267 000 0,564 609 0,903 237

1,230011 0,550405 -0,057 368 1,086 664

Esses resultados atendem as propriedades (®'K® = Q) e (®'M® = I).

401

E aconselhdvel que a identificacdo dos coeficientes a serem anulados nas matrizes
K" e M seja através da verificagdo da grandeza dos quocientes (k{”*/(ki"k{")"* e
(mﬁjk)z/(mgik)mg‘)))”z . Assim, a verifica¢do de convergéncia toma a seguinte forma:

LD _
i T ! <tolerAncia=10""
ii
(k+1) (k)
m —m} o _
o <tolerancia =10 d
ii (9-3.24)
com (i=1,2 ... n); além de:
k(_k+l)2 /2
— % ___ | <tolerancia=10"*
k+1) k+1 -
K
mg}wl)2 2
— 3 | <tolerancia=10"
& 0D
11 _]J
(9-3.25)

com(i=1,2,...n)ei>joui>]j.
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O método de Jacobi tem grande estabilidade numérica e converge com reduzido nimero
de varreduras, principalmente quando ha coeficientes ndo diagonais de valores reduzidos,
com o fornecimento simultaneo de todos os autopares. Devido a essas particularidades, ele
¢ indicado para integrar o método de itera¢do por subespago em que se tem a resolucio
completa de uma sucessio de problemas de autovalor de reduzida ordem, cujos coeficientes
ndo diagonais ficam com valores cada vez mais reduzidos com o procedimento de iteragdo
de vetores.

9-4 SEQUENCIA DE STURM

Uma questdo fundamental ao aplicar o método de iteracdo por subespago € verificar
se ocorre convergéncia para os p primeiros autopares desejados, o que pode ser feito com
base na sequéncia de Sturm.”* Para isso, como serd mostrado na presente sec¢do, faz-se um
deslocamento o da origem dos autovalores, em grandeza ligeiramente superior ao p-ésimo
autovalor calculado, obtendo-se, como expresso na Equag@o 9-1.19, a matriz transformada
(K' = K—aM). A fatoracio dessa matriz na forma (K' = LDL"), em que L é uma matriz
triangular inferior de coeficientes diagonais unitdrios, fornece uma matriz diagonal D em
que os coeficientes negativos sdo iguais em nimero ao de autovalores menores do que a,
0 que permite verificar a referida convergéncia.

Seja A% a matriz obtida a partir de uma matriz simétrica real (A = A“) pela supressio
das ultimas k linhas e k colunas, para escrever os problemas de autovalores:

o)

‘A(k+1)x(k+l) _ %kﬂ)x(kﬂ)‘ (9-4.2)

emque (k=0,1,... n—1).

Com o teorema do maior dos minimos do quociente de Rayleigh pode-se provar que:

(K) — 7 (ktD) ® ITS) (k+1) (k+1)
‘7\41 SN SR S NG SNGL SAGK (9-4.3)

Isto é, o i-ésimo autovalor da matriz A*"" é maior ou igual ao i-ésimo autovalor da
matriz A%, e menor ou igual ao (i + 1)-ésimo autovalor dessa tltima matriz. E natural que
essa conclusio seja valida em caso de a matriz A® ser obtida pela supressio, em A, de k
linhas e correspondentes k colunas, quaisquer. A mesma propriedade vale para o problema
de autovalor generalizado, com a supressdo de idénticas linhas e colunas da matriz de rigidez
e da matriz de massa.

A equagdo anterior pode ser esclarecida a partir do seguinte polindmio caracteristico:

p"(a)=det(A™ o) (9-4.4)

** Denominagio em homenagem ao matematico francés Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855), que
apresentou, em 1829, um algoritmo de determinacdo da quantidade de zeros de um polindmio, em determinado
intervalo.
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. coA k+1 = . . N 2 CoA k
As raizes do polindmio p**"(«) sdo iguais ou superiores as raizes do polinomio p*(a), e
. (k+1) . . . P (k)
apenas uma raiz de p™* (o) situa-se em cada intervalo definido pelas raizes de p"’(a). Por essa
~ . Z, k+1 z, k . .
razdo, diz-se que as raizes de p**"(«v) separam as raizes de p*’(at), como ilustra a Figura 9-4.1.

p“(a) 4
(k) (k) (k) k
\;\'I 1’ 2 R"n—k—] l(n—)k -
T\\‘—'/‘ i H J I P =a
(k+1)
P (o)
t+ t . > (L
(k+1) (k1) k+1
l(lk»fn )\,2 lnjk—2 l(nrk)—l

FIGURA 9-4.1 Indicacdo de raizes dos polindmios p*(o) e de p**” (o).

EXEMPLO 9-4.1

Para comprovar numericamente a descrita separagao das raizes do polinémio caracteristico, considera-
se novamente o sistema massa-mola do Exemplo 9-2.1, que tem os autovalores: A, = 0,297,
A, =0,685, A3 =2,0e Ay = 3,078.

Com a introducé&o de restricdo ao deslocamento d,, fez-se o cancelamento da tltima linha e da
Gltima coluna das matrizes de rigidez e de massa. Com isso, o correspondente problema de autovalor
forneceu: A; = 0,54839, A, = 1,59697 e A3 = 2,854 64.

Com a consideracgao de restricdes aos deslocamentos ds e dg4, fez-se o cancelamento das duas
Ultimas linhas e das duas Ultimas colunas das referidas matrizes, o que conduziu aos seguintes
autovalores: A, = 0,63397 e A, = 2,366 03.

E imediato identificar que todos esses resultados atendem & propriedade expressa na Equagao 9-4.3.

A expressao da Equacdo 9-4.4, com (k=0, 1,2, ...), constitui uma sequéncia de polinémios
de Sturm e p*(ct) é o menor principal de ordem (n—k) da matriz:

A'=A® —oI (9-4.5)

Isto &, p“(a) é o determinante da submatriz obtida pela eliminacio das tltimas k linhas
e correspondentes colunas da matriz A.

Para a matriz A" anterior, escreve-se o problema de autovalor:
A'x=2A'x (9-4.6)

que, com um valor positivo para «, corresponde a efetuar um deslocamento para a direita
da origem dos autovalores da matriz A, como foi ilustrado na Figura 9-1.1.

Além disso, em caso de a matriz A' ser ndo singular, pode-se efetuar a fatoracéo:

A'=L'D'L'" (9-4.7)
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z z

em que L' é uma matriz triangular inferior de coeficientes diagonais unitarios e D' € uma
matriz diagonal. De forma andloga, escreve-se a fatoragdo:

Al(k) =L' (k)Dl (k)Ll k)T (9_48)

onde L'® e D'™ s3o submatrizes obtidas a partir das matrizes L'e D' anteriores,
pela eliminagdo de suas ultimas k linhas e correspondentes colunas. Logo, tem-se o
determinante:
-k -k
detA'® =TT @ = T1 A0
=1 =1 (9-4.9)
d|(k) . o, . . . . 1(k) }\'I(k) . ., .
onde di" € o i-ésimo coeficiente diagonal da submatriz D", e A;" € o0 i-ésimo autovalor
u 1z . im, vari ¢ (n—1), ui- u a
da submatriz A'™. Assim, com k variando de 0 até (n—1), conclui-se que o nimero de
coeficientes negativos na matriz diagonal D'™ ¢ igual ao niimero de autovalores negativos
®) ‘ . . . ‘- .
A | TIsto é, o niimero de coeficientes negativos em D' é igual ao niimero de autovalores de
A menores do que o deslocamento da origem .

Efetuar um deslocamento o da origem dos autovalores no problema (K® = M®Q)
corresponde a considerar como nova matriz de rigidez (K' = K—aM), o que equivale ao novo
problema de autovalor (K'® = M®(Q—al) = M®Q'), em que (Q' = Q—al).

Logo, com a transformagéo a forma reduzida expressa na Equacdo 9-1.35, que requer
matriz de massa positiva-definida, tem-se:

AX =X'Q' (9-4.10)
onde
A =UTTKU™ (9-4.11a)
€
X =U'o (9-4.11b)

em que U" é o fator de Cholesky.
Finalmente, de forma andloga ao expresso na Equacdo 9-4.7, considera-se a fatorag@o:
em que L é uma matriz triangular inferior de coeficientes diagonais unitarios e D é uma

matriz diagonal. Logo, com a substitui¢ao dessa fatoracdo na Equacdo 9-4.11a, obtém-se:

* T, Ty -1
A'=U"LDLU) 0413)
Assim, pelo fato de a matriz U ser triangular superior, a sua matriz inversa também o &,
e os coeficientes diagonais dessa inversa sdo os reciprocos dos correspondentes coeficientes
diagonais daquela matriz, coeficientes estes que sdo, entdo, positivos. O produto matricial
U"'L é uma matriz triangular inferior de coeficientes diagonais positivos, e L'U™™" é uma
triangular superior com essa mesma caracteristica. Logo, com a fatorag@o:

A =L'DLT (9-4.14)
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em que L* é uma matriz triangular inferior de coeficientes diagonais unitirios e D" é
uma matriz diagonal, o nimero de coeficientes negativos dessa matriz € igual ao nimero
de coeficientes negativos da matriz diagonal D, que, por sua vez, é igual ao nimero de
autovalores do problema (K® = M®LQ), menores do que «.

Ha que se observar, contudo, a necessidade de o valor do deslocamento da origem nao
coincidir com um autovalor desse problema, para que a matriz K' seja ndo singular e se tenha
o ) ~ T
estabilidade numérica na fatoragio (K'=LDL").

EXEMPLO 9-4.2

Para comprovar numericamente a correspondéncia entre um deslocamento da origem dos autovalores
e o nimero de coeficientes diagonais negativos na matriz D contida na fatoragdo expressa na Equacéo
9-4.12, considerou-se novamente o problema de autovalor do Exemplo 9-2.1 e arbitrou-se (o = 1,5)
que situa-se entre os autovalores A, e Az.

1 -1 -1 0

Logo, obteve-se a matriz transformada K'=K-a M= j _%’5 005 _01 , cuja fatoragao
K'=LDL" se escreve 0 0 -1 -05
1 0 0 O 1 0 0 0 1 -1 -1 0
K= -1 1 0 0 0 -15 0 0 0 1 0666667 O
| -1 0666667 1 O 0 O 0166667 O 0 0 1 -6
0 0 -6 1 0 O 0 -6,5 0 0 0 1

Nessa fatoragao, identifica-se que a matriz D tem dois coeficientes diagonais negativos, em
numero igual ao de autovalores menores do que o deslocamento da origem adotado.

9-5 ITERAGAO INVERSA

O método de iteracdo inversa é fundamental ao método de iteracdo por subespaco,
tema da préxima secdo. Em sua forma bdsica, consiste em uma sequéncia de resolugdes de
sistemas de equagdes algébricas, com convergéncia para o primeiro autopar do problema
(K® = M®Q). Esse método tem grande estabilidade numérica, permite o aproveitamento
das caracteristicas de esparsidade das matrizes de rigidez e de massa e, quando acoplado a
um procedimento de ortogonalizag@o de vetores, pode fornecer um conjunto dos primeiros
autopares.

Seja o problema de autovalor (AX; = A;X;) de matriz simétrica ndo singular A, de ordem
nxn, para escrever:”

A'Ax, =A"Ax;, — | A'x = L X;
A (9-5.1)

* No caso de matriz singular, pode-se efetuar um deslocamento espectral pra obter matriz nio singular.
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Isto €, os n autovalores da inversa da matriz A sdo os reciprocos dos autovalores dessa
matriz e ambas t€m os mesmos autovetores, que sdo linearmente independentes e ortogonais
. . . , . 2
entre s1, por se tratar de matriz simétrica.”

Com a ordenagdo Al < Il <INl < ... < IA,| um escalar (a; # 0), estabelece-se a
sequéncia de formacdo de vetores:

n
yi = z(xixi
i=1

(9-5.2)
y,=A'y,=A" Zocx Zoc 7\’
i=1 i
y;=Ay,=A"Ay, =A"y, =A 201 —X; =) 0, =X
i=1 >\’| i=l 7\‘
Ale_AJ_yl ZOL X
M (9-5.3)
Essa tltima expressao de vetor escreve-se também sob as seguintes formas:
1 < ) =
el x gl
1 .
- y= T l(oclxl +;(x el'x, ) em que jlggsf =0,
Assim, com j suficientemente grande, tem-se o vetor:
Yi = =7 %X,
S (9-5.4)

Isto €, o vetor y; pode ter a proximidade que se desejar ao primeiro autovetor e fornecer:

1
Y =— 04X,
T (9-5.5)
0 que permite escrever:
vaz=Lty,
TR (9-5.6)

Logo, com a escolha do i-ésimo coeficiente de cada um dos vetores dessa dltima expres-
sdo, obtém-se a seguinte aproximagao ao primeiro autovalor:

A= Yi
Vi) (9-5.7)

O nome iteracdo inversa se deve ao uso da inversa da matriz que se deseja calcular autovalor. E também
chamado de método de Stodola, em homenagem ao cientista eslovaco Aurel Boleskov Stodola (1859-1942).
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Assim, no presente método, arbitra-se um vetor de partica y; que € modificado iterativa-
mente até se aproximar ao primeiro autovetor, a partir do qual se obtém uma aproximagao
ao primeiro autovalor.”” Quanto maior o afastamento relativo entre Il e IA,l, melhor é a
convergéncia ao primeiro autopar. Com os autovalores multiplos A; = A, = A, a razdo
de convergéncia é (A;/Ay,1), € a convergéncia ocorre para um vetor no subespaco definido
pelos autovetores X;, Xa, ... X,,. Além disso, é simples identificar que, com IA,l < A3l € um
vetor y, ortogonal ao primeiro autovetor, a convergéncia se d4 para o segundo autopar.”*

. . .qe . . —1
Anteriormente, foi utilizado o produto matricial (y;= A™'y;_;), o que tem a desvantagem
de conter matriz inversa. Para evitar essa inversa, escreve-se a partir desse produto:

Ay =y, (9-5.8)

que requer a resolugdo de um sistema de equagdes algébricas em cada etapa da sequéncia
iterativa.

Também, como na sequéncia do presente método pode ocorrer crescimento e/ou decres-
cimento desproporcional dos valores dos coeficientes do vetor iterativo, denominados over-
flow e underflow, é indicado normalizar esse vetor em cada etapa do procedimento. Assim,
modifica-se a expressdo anterior para a forma:

(9-5.9)

com (j=2,3,4...) eem que:

p
Yii

Y= —
! (Y515 )" (9-5.10)

Jd para o problema de autovalor generalizado (K® = M®Q), de matriz de rigidez positiva-
definida e com (y; = Mx,), em que x; é um vetor de partida, o método de iteracéio inversa
tem a seguinte sequéncia de resolugcdes de sistemas de equagdes:

osin

com (j=2,3,4...) eem que:

S
T xMx)"” (9-5.12)

Dessa forma, ocorre a M-normalizac¢do do vetor de iteracdo, pois se tem:

_ x;" X;

X Mx;=——3— s =1
T (xTMx)) T (xTMIx ) (9-5.13)

O vetor x; converge para o autovetor ¢, em caso de o vetor (y; = Mx;) ndo ser ortogonal
a esse autovetor. Com um vetor de partida igual a A, a Equag@o 9-5.11 recai na forma
(Kx; = M@, A,) em que X, é o primeiro autovetor.

*" De forma reciproca, com o método de iteracdo direta, no apresentado neste livro, obtém-se o dltimo autopar.

* Arredondamentos da aritmética de ponto-flutuante podem afetar a ortogonalidade do vetor de iteragio ao
primeiro autovetor e afetar a convergéncia ao segundo autopar.

407
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Além disso, para obter uma aproximagao ao primeiro autovalor em cada etapa de iteracdo,
utiliza-se o quociente de Rayleigh que, com a presente notacdo, se escreve:

*T * *T
X; KXj _Xj yj

p(x))= X Mx, Xy, (9-5.14)
em que:
(9-5.15)
c
v, =Mx| (9-5.16)

sdo vetores auxiliares utilizados para reduzir o nimero de operacdes aritméticas. Isso
porque, com esses vetores, tem-se:

. 5
Mx; B Y;
Yi = —an

y.:MX,:ﬁ -
! T (x™™Mx)" (x;"y)'"? (9-5.17)

Assim, constrdi-se o Algoritmo 9-5.1:

— Estabelecimento de critério de convergéncia e do vetor de partida x;.

¥i=Mx,
j=2,34---
— A resolugdo do sistema de equagdes Kx;=y; fornece o vetor x;
x\Ty., y?
"_Mx' . (x*)=—L T3 Y=
G j PLX; S i (wayj)uz

Se a convergéncia em p(x;) foi alcangada —|

A =p(x])
— A resoluggo do sistema de equagdes Kxj*+I =y, fornece §,=x;,

— Normaliza¢@o do autovetor ¢, em obtencdo de ¢,

ALGORITMO 9-5.1 Determinacao do primeiro autopar com o método de iteracao inversa.

Como j4 foi esclarecido, para obter convergéncia é necessario que o vetor (y; = Mx;) ndo
seja ortogonal ao primeiro autovetor, o que pode ser atendido com o estabelecimento de um
vetor de partida de ndimeros aleatorios.

A pendltima linha do algoritmo anterior expressa uma iteracao adicional, com o objetivo
de melhorar a acurdcia do primeiro autovetor em relacdo ao correspondente autovalor. Isso
porque, sendo X'; uma aproximacdo de ordem € ao autovetor ¢, 0 quociente de Rayleigh é
uma aproximac?o de ordem €’ ao autovalor A;.
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A verificagdo de convergéncia nesse ultimo algoritmo é semelhante ao apresentado
na Equacdo 9-3.9, agora por comparacdo de resultados consecutivos do quociente de
Rayleigh:

< tolerdncia=10"¢

‘ p(X}) —p(Xiy)
p(x;)

(9-5.18)

onde d é o nimero de algarismos significativos desejados no autovalor.

EXEMPLO 9-5.1

Para mostrar o funcionamento do algoritmo anterior, adotou-se o vetor (y; =[1 1 1 1]T) e
considerou-se novamente o sistema massa-mola do Exemplo 9-3.1, cujo problema de autovalor
tem a seguinte forma:

4 -1 -10 2000
11 0 0 |g_l0100
-1 0 2—1@_0010(1’ﬂ
00 - 1 0001

Com (j = 1) no descrito algoritmo, obteve-se (A,= 0,245 847).

Com (j = 2), obteve-se (A, =0,238170).

Com (j = 3), obteve-se (A, = 0,237 391), com (j = 4), obteve-se (A, = 0,237 298), com (j = 5),
obteve-se (A; = 0,237 288).

Finalmente, com (j = 6), obteve-se (A, =0,237 286), resultado este que é coincidente com o
primeiro autovalor que foi obtido com o método de Jacobi, no Exemplo 9-3.1.
Na oitava iterac@o, com a normalizacao do autovetor em relacéo a matriz de massa,

0,242180

0,317 537 o )
obteve-se @1 =) §'z3c 540 [, COM quatro casas decimais corretas, o que confirma que, para uma

0,702 070
mesma acurécia, o método de iteragdo inversa requer um nimero maior de iteragdes em obtencao
de autovetor do que em determinac&o do correspondente autovalor.

Como hé uma resolucdo de sistema de equagdes algébricas em cada iteragdo do dltimo
algoritmo, é conveniente efetuar, antes do inicio das iteragdes, a fatoracdo da matriz dos
coeficientes K em matrizes triangulares e resolver dois sistemas de matriz triangular em cada
ciclo iterativo, com o aproveitamento de caracteristicas de esparsidade.

Além disso, como a convergéncia depende do afastamento relativo entre autovalores,
pode-se efetuar um deslocamento espectral para aumentar a razdo de convergéncia. Para
isso, com (K' = K—a M), chega-se ao novo problema de autovalor (K'® = M®Q'"), em que
(Q'=Q~—al). Assim, apés uma ou mais iteragdes, pode-se fazer o escalar o igual ao quociente
de Rayleigh de maneira a melhorar a convergéncia. Contudo, como cada deslocamento
espectral requer nova fatoracdo de matriz, é indicado, em caso de se ter estimativa para o
primeiro autovalor, efetuar um tnico deslocamento da origem para a proximidade inferior
dessa estimativa, antes do inicio dos ciclos iterativos.
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O método de iteragdo inversa pode ser estendido para a obtencio consecutiva de
autopares. Para isso, impde-se a condi¢@o de que o vetor de partida, em cada determinacao
de autopar, seja M-ortogonal aos autovetores de ordem inferior determinados. Com esse
objetivo, entre outros procedimentos, tem-se a ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt,” que
se escreve:

i
X =x1 - D 0@,
p= (9-5.19)

onde, a partir de um vetor X;, 0s escalares o sdo obtidos com a condicio de que o vetor
* - . ., 7 *
X, seja M-ortogonal aos i autovetores ja calculados. Isto €, deve-se ter (cpjTsz =0), com
. . ~ . 3
(G =1,2,..1),0 que fornece, com base na expressao anterior: 0

@Mx; = /Mx; - > ¢/Ma,p, =0

=1

i
T) T T
- @jMx; =¢jMo;0; +2(pj Mo, @,
¢=1
¢l (9-5.20)
Logo, como os autovetores ¢; sdo normalizados em relagdo a matriz de massa, obtém-se
da expressdo anterior:

aj=@iMx;, j=12,-i (9-5.21)

Essa ortogonalizagdo € essencial antes dos ciclos iterativos de determinacdo de cada
autopar, a partir do segundo. Contudo, os erros de arredondamento inerentes a aritmética em
ponto-flutuante dos computadores podem alterar a ortogonalidade do vetor iterativo e afetar a
esperada convergéncia. Por essa razdo, € indicado que a ortogonalizagdo seja efetuada entre
os ciclos iterativos de cada novo autopar e que seja utilizada tolerancia de convergéncia
bastante pequena.

Assim, para a resolucao parcial do problema de autovalor, modifica-se o algoritmo anterior
para a seguinte forma:

* Denominagio em homenagem ao matemético dinamarqués Jorgen Pederson Gram (1850-1916) e ao mate-
matico alemao Erhard Schmidt (1876-1959).

** Diz-se que essa ortogonalizacio é uma deflacdo vetorial. Wilkinson (1965) apresenta a deflacdo matricial,
que consiste em retirar, da matriz de um problema de autovalor na forma reduzida, a parcela de contribuicao dos
autopares jd calculados. Trata-se de técnica de grande estabilidade numérica, mas que apresenta a desvantagem
de ndo possibilitar o aproveitamento da esparsidade das matrizes K e M.
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— Estabelecimento de critério de convergéncia e do nimero p de autopares desejados.
—=i=1,-.p
— Estabelecimento de um vetor de partida x;.
Yi=Mx,
— j=2,3,4---
— A resolugdo do sistema de equagdes Kx =y, fornece o vetor x;

Se i=1 faz—se x;=x;

Se i#1 faz—se ¢=1,---(-1)
o =9M X;

P
X =X; —?:i o, 9,

yi=Mx;
xTy.

p(x) =L L
Xj ¥
y’f

Y !

Nty

Se a convergéncia em p(x[) foi alcancada —|

A =p(x)

. 3, Ty . 2eBe% e nh=x
— A resolugdo do sistema de equagdes Kx,,, =y, fornece @;=x,
*
Xl

= FIENT7)
(X% MXjH)

— Normalizagdo do autovetor §,: ¢,

ALGORITMO 9-5.2 Determinacao de p autopares com o método de iteragdo inversa.

EXEMPLO 9-5.2

Em continuidade do Exemplo 9-5.1 e para a determinacéo do segundo autopar com o algoritmo
anterior, foram adotados os vetores:

yi=[11110 e y,=[1111T

0,255 973
0,811113
-0,138 219
-0,438124

Na iteragado (j = 7), obteve-se (A, = 0,684 552) e @2 =

Em comparagao com resultados do Exemplo 9-3.1, identifica-se que o autovalor anterior tem
precisado até a quinta casa decimal e que o autovetor anterior tem precisao até a terceira casa
decimal.
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Na iteracéo (j = 12), obteve-se (A, =0,684551), com todas as seis casas decimais corretas, e
0,255 975

0= 0,811460 | | com acuracia até a quinta casa decimal.
-0,138120

-0,437 534
0,255 975
0,811462
Ao final da iteracao (j = 14), obteve-se Q2= _ 0.138 019[ due é o resultado do segundo autovetor
com as seis casas decimais corretas. -0 ’437 531

Em caso de problema de autovalores multiplos, os correspondentes autovetores nao sao
unicos, e o presente método apresenta dificuldade de convergéncia. Essa dificuldade ndo
ocorre com o método desenvolvido a seguir.

9-6 ITERAGAO POR SUBESPAGO

O método de iteragdo por subespago’ é o mais eficaz método de determinacio dos p
primeiros autopares do problema (K® = M®Q) de matriz K positiva-definida definida no
espaco n-dimensional.” Tem as vantagens de ser est4vel e muito eficiente em caso de modelo
de elevado niimero de graus de liberdade, além de permitir o aproveitamento das caracteris-
ticas de esparsidade das matrizes de rigidez e de massa.

Trata-se da combinagéo de iteragdes inversas simultaneas de varios vetores com a andlise
de Rayleigh-Ritz. Nessas iteragdes sdo utilizados q vetores, com q > p, para a obtengdo de
melhores aproximagdes aos p primeiros autovetores. Consecutivamente, com base nessas
aproximagoes e através da andlise de Rayleigh-Ritz sdo obtidos ainda melhores aproximagdes
a esses autovetores, aproximacdes estas que satisfazem as condi¢des de ortogonalidade com
respeito as matrizes de rigidez e de massa. Assim, em cada ciclo de itera¢do, obtém-se um
problema de autovalor generalizado no subespaco E, definido pelos vetores de iteragio,
cujos autovetores sdo convertidos ao espaco inicial para, entdo, se efetuar uma nova iteragio
inversa simultanea com os novos q vetores. Dessa maneira, com a condigo de que os vetores
de partida definam um subespago ndo ortogonal a nenhum dos p primeiros autovetores, o
subespaco E, se aproxima gradativamente em conter o subespago desses autovetores, E,,.
Isto é, obtém-se convergéncia para os p primeiros autopares M-ortonormalizados. E se os
vetores de partida forem combinagdes lineares desses autovetores, a solucio é obtida em
uma Unica iteracao.

Assim, estabelecida uma base de Ritz composta de q vetores linearmente independentes
entre si e ndo ortogonais aos p primeiros autovetores:

X =[x % x| (9-6.1)

*! Rutishauser, H., 1970, Simultaneous Iteration Method for Symmetric Matrices, Numerische Mathematic, vol. 6,
n” 3, pp. 205-223. Bathe, K. J. & Wilson, E. L., 1972, Large Eigenvalue Problems in Dynamic Analysis, ASCE —
American Society of Civil Engineers, Journal of the Engineering Mechanics Division, EM 6, pp. 1471-1485.

*2 Problema de autovalor com matriz de rigidez ndo restringida pode ser resolvido efetuando-se um pequeno
deslocamento espectral negativo, em obten¢do de matriz positiva-definida.
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o0 método de iteragdo por subespago tem o seguinte algoritmo bésico:

I
413

— Estabelecimento de critério de convergéncia e do nimero p de autopares desejados.
=
— A resolugdo simultinea dos sistemas de equagdes KX| =MX, | fornece X}
— Projecdio de K e M no subespago E;: K= XK X', M=XTM X;
— A resolugdo do problema de autovalor K;® = M; ®:Q; fornece @] e

= S S - TE T
— Obtengdo de aproximagdes aos primeiros g autovetores: X=X, @'

Se a convergéncia aos p primeiros autovalores contidos em ﬂ’; foi alcangada —|

— A matriz €, ¢ formada pelos primeiros coeficientes diagonais de .Q.’;

— A resolugdo simulténea dos sistemas de equagdes KX’ ,=MX; fornece X7,

— Obtengdo de @, com a normalizagdo de X, em relagio a matriz M.

j+1

ALGORITMO 9-6.1 Versao hasica do método de iteracao por subespaco.

Em composi¢do do método de iteracdo por subespago, o método de Jacobi genera-
lizado € o mais indicado para a resolu¢do do problema de autovalor no subespaco E,
dado que:

* ¢ muito estavel e adequado para a resolucido completa de problema de autovalor
de matrizes simétricas reais,
* as matrizes projetadas no subespaco E, K; e M; tendem para diagonais
no procedimento de iteragdo por subespaco, o que melhora a convergéncia do método.

A verificag¢do de convergéncia é semelhante ao expresso na Equagdo 9-5.18, ap6s a in-
dicagdo de convergéncia. No algoritmo anterior, apds a comprovagdo dessa convergéncia,
foi incluida uma iteracdo adicional com o objetivo de melhorar a acuracia dos resultados de
autovetores, que sdo obtidos com menor ocorréncia que os autovalores em uma andlise
de Rayleigh-Ritz.

EXEMPLO 9-6

Para mostrar a eficiéncia do algoritmo anterior, considerou-se novamente o problema de autovalor
do Exemplo 9-2.1, agora com os vetores de partida:

X1:

=== N

— OO~
= =0

Naiteracdo (j=6) foram obtidos os autovalores (A, = 0,237 286), (A, = 0,684 554)e(h; = 2,044 249).
O primeiro tem as suas seis casas decimais corretas, o segundo, quatro casas decimais corretas, e o
terceiro, apenas a primeira casa correta.
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Na iteragdo (j = 6), foram obtidos os autovetores

0,242 174 0,255 941 0,498 968
0,317516 0,811 450 0,470 488
®=10536250[ 97)-0,137814[ ¢ ®7) 0349719
0,703 081 0,437 658 ~0,397 994

O primeiro desses autovetores tem seis casas decimais corretas, o segundo tem quatro casas
decimais corretas, e o terceiro, apenas a primeira casa decimal correta.

Na iteragao (j = 10) foram obtidos os dois primeiros autovetores com seis casas decimais
corretas, o que ocorreu com um menor nimero de iteragdes, no caso da iteracdo inversa, pelo fato
de essa iteracao fornecer um autopar por vez. Além do que, é mais facil escolher um subespago
g-dimensional que esteja proximo de conter o subespaco E, do que escolher p vetores de partida
que estejam isoladamente préximos dos p primeiros autovetores.

De forma semelhante aos vetores auxiliares definidos nas Equac¢des 9-5.15 e 9-5.16 para
0 método de iteragdo inversa, o presente método fica mais eficiente com o uso das matrizes
auxiliares:

Y, =KX; (9-6.2)

Com essas matrizes, o algoritmo anterior modifica-se para seguinte forma:

— Estabelecimento de critério de convergéncia e de uma matriz de vetores de partida.
— j=2,3,4..

— A resolugdo simultinea dos sistemas de equagdes K X} =Y, fornece X'j

— Projegdo de K ¢ M no subespago Eq: K] =XjTYj_l Y[ =MXT, M}=X}TYJ-*

— A resolugdo do problema de autovalor Kj®;= M] ®;Q fornece ®; e Q;

— Obtengdo de aproximagoes para M®,: Y, =Y, @]

Se a convergéncia aos p primeiros valores contidos em Q; foi alcancada —‘

— A matriz Q  é formada pelos primeiros coeficientes diagonais de Q2
— A resolugdo simultinea dos sistemas de equacdes KX},,=Y; fornece Xj,,

— Obtengdo de @, com a normalizagdo de X‘J-;l em relagdo M.

ALGORITMO 9-6.2 Versao aprimorada do método de iteragao por subespaco.

O presente método ¢ mais eficiente computacionalmente em caso de matriz de massa
diagonal. Matriz esta que pode conter coeficientes diagonais nulos (como € o caso de matriz
discreta de estrutura reticulada em que se desconsidera inércia de rotagc@o), com a condicao
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de que as projecdes dessa matriz no subespaco E, ndo tenham coeficientes diagonais nulos.
Isso, pelo fato de se adotar o método de Jacobi generalizado (que requer matriz de massa
positiva-definida).

E de interesse a escolha de vetores de partida que assegurem convergéncia rapida aos
primeiros autopares. Entre esses, os de menor ordem sido obtidos com maior acuricia do
que os de ordem mais elevada, de maneira que o aumento do nimero de vetores de iteragao
favorece a convergéncia aos p primeiros autopares. Contudo, como esse aumento implica
mais processamento computacional, hd necessidade de um adequado estabelecimento desse
nimero e dos préprios vetores de partida.

Bathe & Wilson™ verificaram numericamente que é eficaz utilizar vetores de partida em
nimero igual ao menor valor entre 2p e (p + 10). E a seguinte formaco de vetores costuma
ser adequada:

1. Definigdo da primeira coluna da matriz Y, igual & diagonal principal da matriz M,
e a ultima coluna de Y, igual a um vetor aleatério. Com isso, todos os graus
de liberdade que possuem massa sao “excitados” e ha grande probabilidade de que esses
vetores colunas nio sejam ortogonais a nenhum dos p modos de vibragdo desejados.

2. Defini¢do das demais colunas da matriz Y, iguais a vetores com coeficiente igual
a 1 na posicéo da ordem do grau de liberdade de maior razdo m;/k; € com os demais
coeficientes nulos. Assim, esses vetores colunas sdo linearmente independentes entre si
e “excitam” os graus de liberdade com as maiores forcas de inércia e as menores forgas
elasticas.

Mesmo com essa geracao de vetores de partida, ndo se tem garantia de convergéncia para
todos os p primeiros autopares. A experiéncia tem mostrado que, ocasionalmente, pode ndo
ocorrer convergéncia para um ou alguns poucos desses pares.

Assim, € necessario aplicar o feste da sequéncia de Sturm que, de acordo com apresentado
na Secdo 9-4, consiste em efetuar um deslocamento  da origem do espectro dos autovalores,
ligeiramente superior ao valor calculado para o p-ésimo autovalor, obtendo-se a matriz
transformada (K' = K—aM). A fatoracdo (K' = LDL") contém a matriz diagonal D em que
o numero de coeficientes negativos € igual ao de autovalores menores do que aquele des-
locamento. Entretanto, como os autovalores sdo calculados de forma aproximada, é neces-
sario adotar uma estimativa de intervalo em que se encontra o valor exato de cada autovalor,
como, por exemplo:

0,999 A; <A; <1,001 (9-6.4)
onde M representa o valor calculado para o j-ésimo autovalor.

Além disso, quando hd autovalores agrupados, o limite superior 1,001 7»;3 pode ser maior
do que o limite inferior 0,999 A1, 0 que torna necessario estabelecer um limite superior
ao grupo desses autovalores, para garantir a ndo singularidade da matriz K'. Isso € ilus-
trado na Figura 9-6.1, em que 1,001 X', é maior do que 0,999 Api1, 0 que requer que se adote

* Bathe, K. J. & Wilson, E. L., 1973, Solution Methods for Eigenvalue Problems in Structural Mechanics,
International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 6, pp. 213-226.
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(=1,0012,,,,). Assim, em caso de o nimero de coeficientes negativos na matriz diagonal D
serigual a (p + 1), é porque ocorreu convergéncia para os (p + 1) autovalores menores do
que a, e em caso de esse nimero ser maior do que (p + 1), ndo ocorreu convergéncia para
um ou varios dos autopares desejados. Torna-se, entdo, necessaria nova resolugdo do pro-
blema de autovalor com um maior niimero de vetores de partida e/ou com outra estratégia
de formacdo desses vetores.

Vi N
A

—

RN
0,999%% 0,999475 1,001%7 a=1,001%p

FIGURA 9-6.1 Estabelecimento do deslocamento da origem dos autovalores.

¥y

No presente método, as repetidas etapas de resolucdo simultanea dos q sistemas de equacdes
algébricas lineares sdo as que requerem maior esfor¢o computacional. E como a matriz dos
coeficientes desses sistemas, que é a matriz de rigidez, se mantém constante, € indicada resolugio
com a fatorag@o dessa matriz através do método de Gauss ou do método de Cholesky.™ Isso,
com o aproveitamento da esparsidade dessa matriz através da técnica do armazenamento por
alturas efetivas de colunas. Contudo, como o método de iterag@o por subespaco requer o produto
( Yj* =M X)), € oportuno esclarecer como efetuar esse produto com matriz de massa consistente,
que tem a mesma esparsidade que a matriz de rigidez, como ilustra a Figura 9-6.2.

X | X X
XX

H X

*[x | % [x
¥ x|x
XX | XXX | %

XXX X
XX | X | XX
X

X

x[x[x[x]x[x]x][x]x]x]
X[ x[x[x[x[x|x[x][x]x]
% [ [ [ e[ [ ] ¢ [ ¢ |
X [ I xx % X[ %] %]
X [ x [x[x] < [x[x][x]x
x| x [ % x| x| %

x| x| % x
X D x

E I EIEIEIES

e —_—
Y; (nxq) M (nxn) X; (nxq)

FIGURA 9-6.2 Produto (Yj* =M x}‘) do método de iteracao por subespaco.

Uma vez que os coeficientes da parte triangular superior da matriz de massa, a partir do
primeiro coeficiente ndo nulo de cada coluna da matriz e de cima para baixo, sejam arma-
zenados em um vetor de trabalho, o produto M X}‘, pode ser feito nas duas seguintes etapas:

1. Produto da parte triangular inferior da matriz M, com o percurso de cada coluna em forma
transposta, a partir do primeiro coeficiente nao nulo da coluna e sem a consideragio
do coeficiente da diagonal principal.

**Vide o Capitulo 4 de Soriano (2005).
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2. Produto da parte triangular superior da mesma matriz, com o percurso de cada coluna,
a partir do primeiro coeficiente ndo da coluna e com a consideragdo do coeficiente
diagonal principal, quando entdo se emprega um procedimento de contabilizagido
no produto de matrizes.

Para entendimento do referido procedimento, seja o produto de uma matriz B de ordem
(axb) por uma matriz C de ordem (bxc), cujo resultado é uma matriz A de ordem (axc). O
algoritmo usual para esse produto tem a seguinte forma:

—i=12,--a
j:l’z,...c
aux =0

IR 127 ool 3
aux = aux +b;, - ¢

a;; =aux

ALGORITMO 9-6.3 Produto usual de matrizes.

Nesse algoritmo, os coeficientes da matriz B sao acessados segundo as linhas e, para cada
valor assumido pelas duas varidveis incrementais mais externas, € executado o célculo de um
coeficiente da matriz A. A seguir, esse algoritmo é modificado para que o acesso aos coeficientes
da matriz B seja segundo as suas colunas, em procedimento de cdlculo dos coeficientes da
matriz A por etapas. Isto é, para cada valor das duas varidveis incrementais mais externas, faz-se
a determinagdo parcial de cada um desses coeficientes até que, ao serem atingidos os limites
superiores daquelas varidveis, se obtenham os valores finais desses coeficientes.

i=12,-0
k=12,---b

A5 o
ay; =8y, + by ¢y g

ALGORITMO 9-6.4 Produto de matrizes em procedimento de contabilizagao.

9-7 VETORES DE RITZ E VETORES DE LANCZ0S

Na Secao 6-2 foi detalhado o método de superposi¢do modal standard, que se baseia em
amortecimento proporcional e em transformagao das coordenadas fisicas em coordenadas de
um subespaco E,,, com p << n, em obten¢do de p equagdes desacopladas. Resolvidas essas
equagoes, retorna-se as coordenadas originais, em obtencdo da resposta dindmica. A acuracia
do método depende do nimero de modos naturais de vibragdo utilizados na transformagao
e pode ser aprimorada com a correc¢do estatica dos modos de vibragdo superiores. O maior
volume de célculo é, usualmente, o da resolucdo parcial de um problema de autovalor.
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Assim, a utilizacdo de modos naturais de vibracdo nesse método de superposicio tem
as desvantagens de:

* requerer extenso processamento computacional em resolug@o parcial de um problema
de autovalor, principalmente em caso de modelo de elevado niimero de graus de liberdade,
* necessitar de correcio estatica dos modos de vibragdo superiores em caso dos modos
de vibragao utilizados ndo bem representarem a distribuicdo espacial das a¢des
externas. Por sua vez, essa corregdo requer elevado volume de célculo em caso de ndo
haver separag@o entre uma distribuicdo espacial de forgas e uma fungdo do tempo.

O método de superposi¢do modal é um caso particular do método de Ritz de superposigcdo
de resposta individuais, em que modos naturais de vibragdo sdo os vetores de Ritz. Outros
vetores de Ritz podem ser utilizados em resolucéo das equagdes de movimento, embora s
haja interesse em transformacao de coordenadas que requeira menos processamento do que
com a transformacdo com modos naturais de vibra¢do, para uma acuricia julgada satisfatoria.

Uma construgdo de matriz de transformagdo com esse objetivo € baseada na andlise de
Rayleigh-Ritz, apresentada na Secdo 9-2. Nessa andlise parte-se da combinacdo linear:

p
oS oxX o,
i=1 9-7.1)

em que a matriz X € formada por p vetores linearmente independentes, que sao vetores
de Ritz e que definem um subespaco E, contido no espaco E, original.

Com essa matriz fazem-se as seguintes projecdes das matrizes K e M no referido subespaco:
{ K =X"KX
M =X"MX 9-7.2)
Essas projecdes conduzem ao problema de autovalor:
Ko =p;Mo; (9-7.3)

A resolugdo desse problema, com a condi¢ao de normalizag@o (ajTM*oci =9;), fornece o
autovetor a; que define o vetor @; através da Equagdo 9-7.1, de maneira a se ter:

-
0; Mo; =9
ST .
9; Ko;=p;
ST . .
¢; Kg; =0 com i#j (9-7.4)

Os vetores @j, com (j = 1,2,...p), sdo mais proximos aos p primeiros modos de vibragdo
do que os vetores de Ritz de partida, além de ortogonais com respeito as matrizes de massa
e de rigidez. Isto €, a matriz:

o} =|:(p; (P;:| 9-7.5)

diagonaliza as matrizes M e K através de transformacdes similares e, portanto, pode ser utili-
zada em desacoplamento das equagdes de movimento em caso de amortecimento proporcional.”

*Wilson, E. L.; Yuan, M. W. & Dixhens, J. M., 1982, Dynamic Analysis by Direct Superposition of Ritz Vectors,
Earthquake Engineering and Structural Dynamics, vol. 10, pp. 813-821.
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A dificuldade em potencial do procedimento anterior é escolher vetores de Ritz que
definam a um subespago em que esteja contida, com acuracia adequada, a resposta dindmica.
. . . P ~ . :.. 36
Um procedimento mais efetivo € o da geracdo de vetores de Lanczos, descrito a seguir.”

Considera-se o caso de vetor de for¢as nodais com a separagdo de varidveis expressa na
Equacido 6-2.31, que se repete por conveniéncia:

f(t)=1£,f(t) (9-7.6)

Na gerac@o dos vetores de Lanczos, procede-se de forma semelhante ao método de
iteracdo inversa, com a diferenca inicial de que o primeiro vetor € a solugdo estdtica as forcas
nodais f,. O vetor genérico x; é obtido com o seguinte procedimento:

1. Resolugio do sistema de equagdes algébricas (Kx; = Mx;_,) que fornece X;.

2. Ortogonalizagcdo de Gram-Schmidt, a partir de xlj, em obtenc¢do do vetor xf que é
M-ortogonal aos vetores anteriormente determinados X;_; € X;_,.

3. Normalizagdo de x; em relagdo a matriz M, em obtengdo de x;.

A grande vantagem desse procedimento € que o uso do vetor x; elimina a necessidade de
correcdo estdtica, além do que, os demais vetores sao obtidos com reduzido processamento
e levam em conta as forcas de inércia e as forcas eldsticas que podem ser desenvolvidas no
modelo discreto.

Segue algoritmo bésico dessa geracio de matriz de transformacao com vetores de Lanczos.

— A resolucdo do sistema Kx|=f, fornece o vetor x,

T = o 0 T
— Normalizagio desse vetor em relagio a M: B, = xlTM X, X = ﬁ—xl
1

— j=2.3,p

— A resoluggo do sistema Kx; = Mx; fornece o vetor x|

— Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt em relagio aos 2 ultimos vetores:

o ' e
aj,]#xj,,ij = X=X -0 X,

- T i S
Sej>2 — B =x,Mx; - x;=x; -B; X,
o » . 1
— Normalizagdio em relagéio a M: B; = x’JTTMxJ. 5 xj=B—x;
i

p=x

Se p < valor pequeno

X:[xl X, oo xp] T

ALGORITMO 9-7.1 Geracao de matriz de transformacao com vetores de Lanczos.

* Nour-Omid, B. & Clough, R. W., 1984, Dynamic Analysis of Structures Using Lanczos Coordinates, Earthquake
Engineering and Structural Dynamics, vol. 12, pp. 565-577. Essa geracdo de vetores se baseia em algoritmo de resolucao
de problema de autovalor simétrico desenvolvido pelo matemético e fisico hingaro Cornelius Lanczos (1893-1974).
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Em principio, com a ortogonaliza¢do Gram-Schmidt em relacio aos dois tltimos vetores,
como adotado no algoritmo anterior, obtém-se um vetor xJ que € M—ortogonal em relacdo a
todos os vetores X; gerados anteriormente. Contudo, como a aritmética em ponto-flutuante
pode afetar essa ortogonalizagdo, é aconselhavel efetuar o procedimento completo de
ortogonalizacdo em relagdo aos vetores anteriores, em algumas etapas intermedidrias da
formacdo da matriz X.

Com essa matriz define-se a transformagdo de coordenadas:

d(t)=X (1) (9-7.7)

Apds a substituicdo dessa expressdo no sistema global das equagdes de movimento
(Md(t)+ Cd(t)+ Kd(t) =1, f(t) ) de amortecimento proporcional sob a forma (C = «M + BK),
e a pré-multiplicacdo por X'"M K™, obtém-se o sistema de p equagdes

X"MK 'MX (1) + oX "MK 'MX &(1) + BX"MX £(1) + X 'MX (1) = X'MK'£,£(1)) (9-7.8)

Esse sistema pode ser escrito sob a forma (vide referéncia da ultima nota de rodapé):

By
Td()+(OT+BD()+d(H)= 8 f(0)
0 (9-7.9)
onde se tem a matriz tridiagonal:
o B 0 0 0]
o B 0 0
T= o 000
Lo By
sim. - -0 | (9-7.10)

Assim, o sistema anterior tem equagdes fracamente acopladas, de mais facil resolucdo
do que o sistema das equagdes de movimento original. A solugdo daquele sistema pode ser
obtida através do método de superposicdo modal, que requer a resolugdo do problema de
autovalor no subespaco E,:

[0'=T @' Q) (9-7.11)

ou por um método de integracdo direta. Em ambos os casos, o processamento automatico €
muito menor do que diretamente com os n graus de liberdade iniciais, devido a facilidade de gera-
¢do da matriz de transformacio, que p << n e que se recai em um sistema de matriz tridiagonal.

9-8 EFICIENCIA COMPUTACIONAL

Os avancos tecnoldgicos da engenharia tém permitido projetos de estruturas cada vez
mais esbeltas e flexiveis, leves e eficientes, embora susceptiveis a vibra¢des. Essas vibragdes,
como apontado no inicio deste livro, requerem controle, com adequado dimensionamento
dos componentes estruturais e de suas ligagdes.
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Ficou evidente que os modelos de multigraus de liberdade ndo sdo passiveis de serem
analisados em procedimento manual e que as muitas complexidades das estruturas e de suas
acdes externas conduzem usualmente a modelos com muitos graus de liberdade, as vezes da
ordem de centenas de milhares. Contudo, com a atual disponibilidade de microcomputadores
de alto desempenho e reduzido custo, além da comercializacio de eficientes e amigaveis pro-
gramas automadticos de andlise de estruturas, tornou-se possivel a larga utilizacio desses
modelos nos escritdrios de projeto. Assim, em termos técnicos, o projeto das arrojadas es-
truturas deve-se a conjuncdo do desenvolvimento dos métodos de andlise, da eficiéncia da
microcomputacio, da tecnologia dos materiais e dos métodos construtivos.

Uma indicac@o dessa eficiéncia € o nimero de instrugdes por segundo (IPS) que esta
associado a velocidade de processamento automatico. A Figura 9-8.1 mostra a incrivel
evolucdo histérica desse niimero para o caso dos processadores de microcomputadores. *’
Faz-se referéncia apenas aos processadores INTEL®, pelo fato de a empresa Intel Corporation
ocupar posi¢do de destaque desde o inicio da década de 1970.

8080 396DX Pentium Pentium 4 Corel i7 920
Processadores | 4004 286 496DX| Pentium3 | Corel 2| Corel i7 2600

IPST
]010__
10° +
10° +
10" +

///

10° 4+ [

10° + /
10“-—/

f 1 f ; f f f f
1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 ano

FIGURA 9-8.1 Evolugdo histérica da velocidade dos processadores INTEL®.

A figura anterior mostra uma evolugdo aproximadamente linear, em escala logaritmica,
PR . 38
0 que expressa progresso geométrico da velocidade de processamento.

Para comparacio entre um computador de grande porte antigo ¢ um microcomputador
atual, cita-se que o computador de IBM 370, modelo 158-3, fabricado no ano de 1972, proces-
sava 10° IPS, enquanto o processador INTEL Core i7 Extreme Edition 980X disponibilizado
no ano de 2010 processa 1,47610"" IPS. Ou seja, esse processador é 147.600 “vezes mais
rapido” do que era o referido IBM. *

% http://en.wikipedia.org/wili/Instructions_per_second.

% E a chamada lei de Moore, em homenagem a Gordon Earle Moore, cofundador da Intel Corporation, que
previu o descrito crescimento da velocidade de processamento, em 1965.

* O sistema operacional, o acesso & meméria, a linguagem de programacio e as técnicas utilizadas no desenvol-
vimento do programa automatico t&ém também grande influéncia na velocidade de processamento de uma andlise
dinamica de estrutura. Essas questdes nio estdo sendo levadas em conta na presente comparagao, por simplicidade.

I
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Neste capitulo foram inicialmente apresentadas importantes propriedades do problema de autovalor de
matriz simétrica, o quociente de Rayleigh, a analise de Rayleigh-Ritz, o0 método de Jacobi generalizado
e 0 método de iteragao inversa. Toda essa apresentacao foi fundamental para o detalhamento do método de
iteracdo por subespago, que fornece, de forma muito eficaz, os primeiros autopares de modelos de elevado
numero de graus de liberdade. Esses autopares séo Uteis a compreensao do comportamento dinamico
desses modelos, como também essenciais ao importante método de superposicao modal, desenvolvido no
Capitulo 6, e necessarios a analise sismica baseado em espectro de resposta e apresentada no Capitulo 8.

No presente capitulo, também foi apresentada a geracéo de vetores de Ritz e de vetores de Lanczos
usualmente disponiveis nos programas automaticos comerciais e que podem conduzir a analises
dindmicas com menor volume de célculo.

Completa-se, assim, o desenvolvimento deste livro, que permitira aos leitores se habilitarem ao uso
dos métodos de analise dinamica disponibilizados nos programas automaticos comerciais, essenciais
ao projeto de estruturas.

9-9 EXERCICIOS PROPOSTOS

9-9.1 A partir da equagio caracteristica, pede-se determinar os autopares do problema

4 =2 2
de autovalor | | —2 6 -2 |%X;=A;X
2 2 4
4 200 2100
9-9.2 Para o problema de autovalor | | —2 21 —31 —% D= (1) % ; { ® Q |, solicita-se
0 -1-14 0112
determinar a forma reduzida expressa na Equagao 9-1.35.

9-9.3 Com o método de Jacobi, resolva o problema de autovalor do exercicio anterior.

9-9.4 Para a barra representada na Figura 9-9.4, que € livre de condigdes geométricas
de contorno e € discretizada em nove pontos nodais igualmente espacados, pede-se
determinar as quatro primeiras frequéncias naturais de vibracao transversal
no plano. Adote matriz de massa consistente e confirme os resultados obtidos
com as seguintes féormulas da feoria cldssica de viga:

=0, 0,=0, o,=4,731° E14 , o, =7,854% E_14
m'¢ m'¢
m'=100kg/m
| e SE— L] [ ] L] L]
1 2 3 4 5 6 71 8 9 EI=10"N-m’
10 m

Figura 9-9.4 Barra livre de condicdes geométricas de contorno.
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9-9.5 A Figura 9-9.5 mostra um shear building de trés graus de liberdade. Com o método
de Rayleigh e a aproximacio [1/3 2/3 1]" para o primeiro modo de vibragao,
obtenha a frequéncia fundamental. Determine a diferenca do resultado obtido
em relagdo a frequéncia que se obtém por resolugio do problema de autovalor
do referido modelo.

k=0,6-10"N/m
m, =m, =2m, =10°kg

Figura 9-9.5 Shear building de trés graus de liberdade.

1512 5
9-9.6 A matriz | 12 13 4 | tem os autovalores A; =1,935 A, =9,551 ¢ A; =28,514,

5 4 12
Verifique que a separacdo de autovalores expressa na Equagdo 9-4.3 se cumpre.

9-9.7 Verifique, por meio da fatoracéo expressa na Equacgdo 9-4.7, quantos autovalores

13 4 6
menores do que 10 tem a matriz | 4 15 9
6 9 12

9-9.8 Com o método de iteracdo inversa e o vetor de partida (X; =[1 1 1 1]), determine o
primeiro autovalor do Exercicio Proposto 9-8.2. Consecutivamente, obtenha
0 quociente de Rayleigh com 0 mesmo vetor.

9-9.9 Para 0 mesmo problema de autovalor e 0 mesmo vetor de partida do exercicio
anterior, adotando deslocamento da origem igual a unidade, determine o segundo
autovalor através do método de iteracdo inversa.

111

1
9-9.10 Com os vetores de partida X, = 1 , pede-se determinar, através
1

[\ R Y
IO I

do método de iteracdo por subespago, os dois primeiros autopares do problema
de autovalor do Exercicio Proposto 9-9.2.
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9-10 QUESTOES PARA REFLEXAQ

9-10.1

9-10.2

9-10.3

9-10.4

9-10.5

9-10.6

9-10.7

9-10.8

9-10.9

9-10.10

9-10.11

9-10.12

9-10.13

9-10.14

9-10.15

Como descrever o problema de autovalor da Dindmica das Estruturas? Que
particularidades tem esse problema?

O que é matriz positiva-definida? Quais sao as condi¢des para que uma matriz
de rigidez seja positiva-definida?

Por que o problema de autovalor (K® = M®Q) de matriz de rigidez
adequadamente vinculada e sem mecanismos internos tem todos os autovalores
positivos? E por que, em caso de matriz diagonal com alguns coeficientes
diagonais nulos, esse problema tem autovalores infinitos em igual nimero

a esses coeficientes nulos?

Por que multiplicar uma matriz por um escalar corresponde a multiplicar todos
os seus autovalores por esse escalar, ficando inalterados os seus autovetores?

O que é uma matriz ortogonal? Toda matriz ortogonal é ndo singular? E por que
matriz de rotagdo é ortogonal?

Toda matriz modal de matriz simétrica é ortogonal? E por que é usual
normalizar essa matriz? Quais sdo as normaliza¢Ges usuais?

Qual € a vantagem de se normalizar os modos naturais de vibragdo em relacio
a matriz de massa?

Quais sdo as vantagens e desvantagens do uso de deslocamento espectral
em resolucdo do problema de autovalor da Dindmica das Estruturas?

Como transformar o problema de autovalor da Dindmica das Estruturas
em outro de forma reduzida? Quais sio as vantagens e desvantagens dessa
transformacdo?

Por que os autovalores de matrizes triangulares sdo os elementos diagonais
dessas matrizes?

O que € o quociente de Rayleigh? Qual € a principal propriedade desse quociente?
Por que se diz que esse quociente € estaciondrio na vizinhanga de um autovalor?

Em que consiste o método de Rayleigh? Qual é a condi¢@o basica para esse
método?

Em que consiste a andlise de Rayleigh-Ritz? Qual é a importancia dessa andlise
no método de iteragdo por subespago?

Quais sdo os requisitos para a aplicagdo do método de Jacobi? E quais sido
as peculiaridades desse método de Jacobi? Por que € usual utilizar esse método
como parte do método de iteragcdo por subespaco?

Em que consiste o método de iteragdo inversa? Como utilizar esse método
com matriz de rigidez que contenha deslocamentos de corpo rigido?
E em determinagdo de varios autopares?
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9-10.16 Como explicar o método de iteracdo por subespaco? Quais sdo as vantagens
desse método? Como proceder quando, em aplicacdo desse método
em Dindmica das Estruturas? Como proceder quando, em aplicagcdo desse
método, ndo forem obtidos todos os primeiros autopares desejados?

9-10.17 O que é a sequéncia de Sturm? Por que utilizar o teste da sequéncia de Sturm
juntamente com o método de iteragdo por subespago? Com aplicar esse teste?

9-10.18 Qual é a vantagem dos vetores de Ritz e de vetores de Lanczos (apresentados
na Se¢do 9-7) em andlise dindmica de estrutura?

9-10.19 Por que o projeto das atuais arrojadas estruturas se deve em grande parte
ao desenvolvimento dos métodos de andlise de estrutura e da eficiéncia
da microcomputacio?



Notacoes

As notagdes estdo definidas na primeira ocorréncia no texto. A seguir, sdo descritas as
notacdes mais gerais:

e No primeiro capitulo, grandezas vetoriais sdo representadas por letras em negrito, e
suas intensidades, pelas correspondentes letras sem negrito.

e Matrizes quadradas e retangulares sdo denotadas por letras maidsculas em negrito, e
seus coeficientes representados preferencialmente pelas mesmas letras em mintsculo,
sem negrito.

e Vetores colunas sio designados por letras mintdsculas em negrito, e seus coeficientes
sem negrito.

e Virgula como subscrito indica derivada em relacdo a(s) variavel(eis) que lhe segue(m)
também como subscrito(s).

¢ Ponto sobre uma notacio indica derivada em relacgdo a varidvel tempo.

+ O sobrescrito indica grandeza de elemento de barra ou finito.

e Os subscritos L e G fazem referéncia aos referenciais local e global, respectivamente.

¢ Notagdes simultaneamente em negrito e em itdlico expressam matrizes de operadores
diferenciais.

[], L1, {-} Matriz retangular ou quadrada, matriz linha e vetor coluna,
respectivamente.

[ Matriz transposta

diag[-] Matriz diagonal.

det[-] Determinante de matriz.

-] Norma.

N Médulo.

A- Incremento de varidvel.

- Indicativo de grandeza virtual.

® Simbolo de convolucio.

Re(+), Im(-) Indicativos de parte real e de parte imagindria, de varidvel
complexa.

X, Y, Z Referencial cartesiano local de elemento.

X, Y, Z Referencial cartesiano global.

[ Tempo.
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t Torque.

g, ay Aceleracdo da gravidade e aceleragdo sismica caracteristica de
projeto.

3(t—1), 8(1t), Delta de Dirac, centrado no instante T e centrado na origem.

Ojj Delta de Kronecker.

S Decremento logaritmico.

Y, P Peso especifico e massa especifica.

p(x") Coeficiente de Rayleigh.

a, B Escalares.

c,m Coeficiente de amortecimento viscoso e coeficiente de
amortecimento estrutural.

& & Razao de amortecimento viscoso e razdo de amortecimento
viscoso equivalente.

A Autovalor e j-ésimo autovalor.

T, T, Periodo e periodo natural.

W, Oy, fn Frequéncia circular, frequéncia natural circular e frequéncia
natural ciclica.

W,, O Frequéncia amortecida e frequéncia de Nyquist.

L, I, lfazf)es de frequéncias.

0, O; Angulo de fase e j-ésimo angulo de fase.

;, Q j-ésima frequéncia natural e matriz espectral (matriz diagonal com
os quadrados das frequéncias naturais).

¢, ¢, @ j-ésimo modo natural de vibragdo ndo normalizado, j-ésimo modo
normalizado e matriz modal normalizada com respeito a matriz de
massa.

Q, o, Matriz espectral e matriz modal, correspondentes aos p primeiros
autopares.

En, Ec, Epg, Epe Energias mecanica, cinética, potencial gravitacional e potencial de
deformagio elastica.

Eq4 Energia dissipada.

W Trabalho.

A, S,V Area, superficie e volume.

Aq4 Fator de amplificagdo dindmica.

LJ Momento de inércia e momento de inércia polar, de se¢do
transversal de barra.

k, k; Coeficientes de rigidez.

m, m’, myj Massa, massa por unidade de comprimento de barra e coeficiente
de massa.

f Forga.

f(t), Fliw) Funcdo do tempo e correspondente transformada de Fourier.

f, f(t) Fator de cisalhamento e funcéo temporal.

fop fae fin Forgas elastica, de amortecimento e de inércia.

¢ Comprimento.

E,G,v Moédulo de elasticidade, médulo de elasticidade transversal e

coeficiente de Poisson.
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M,V,N, T
M
TR

u, o, W

u07 VO
Uest.

p.q
I 1
N, N
0, €
B

E

f(e)

© y©
u,ug

u(e), u(e)’ u(e)

© MO O O
K*“, M*, C*, f¢

R
d, d,d

4
M, C K, f

M, C, K, f

C,, C¥
H(iw), H(io,)
H, H(iow)

I(iw)

L

U(iow), U(ioy,)
U, U(io)
7.7

Notacoes

Momento fletor, esforc;o cortante, esforgo normal e momento de
torcao.

Magnitude de sismo.

Fator de transmissibilidade.

Deslocamento absoluto, deslocamento da base e deslocamento
relativo.

Deslocamento e velocidade, iniciais.

Deslocamento pseudoestatico.

Vetor dos componentes de deslocamento de um ponto qualquer
de elemento.

Vetores dos componentes de forcas de volume e de superficie.
Vetor de correspondéncia de deslocamento.

Matriz identidade e matriz de incidéncia.

Matriz de fungdes de interpolacdo e funcio de interpolagio.
Vetor dos componentes de tensdo e vetor dos componentes

de deformacio.

Matriz que relaciona componentes de deformagdo com os
deslocamentos nodais de elemento.

Matriz constitutiva (que relaciona € com O) e, também, matriz
de transformada implicita.

Vetor das forgas nodais equivalentes em elemento.

Vetores dos deslocamentos nodais de elemento, nos referenciais
local e global.

Vetores dos deslocamentos, velocidades e aceleracdes, nodais
de elemento.

Matrizes de rigidez, massa e amortecimento e vetor de forgas,
nodais e de elemento.

Matriz de rotacio.

Vetores de deslocamentos, velocidades e aceleragdes, nodais e
globais.

Vetor de coordenadas modais.

Matrizes de massa, amortecimento, rigidez e vetor das forgas,
nodais e globais restringidas.

Matrizes de massa, amortecimento, rigidez e vetor das forgas,
nodais e globais nao restringidas.

Coeficiente de Fourier e correspondente complexo conjugado.
Fungdes de transferéncia na frequéncia, continua e discreta.
Matriz diagonal das funcdes de transferéncia na frequéncia

e matriz de receptancia.

Matriz de impedancia.

Matriz triangular inferior de diagonal de coeficientes unitarios.
Solugdes no dominio da frequéncia, continua e discreta.

Fator de Cholesky e vetor solucdo no dominio da frequéncia.
Indicativos de transformada de Fourier e de transformada de
Fourier inversa.
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70,70
Sda Sva Sa

SRSS
cQC
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Indicativos de transformada de Fourier discreta e de transformada
de Fourier inversa discreta.

Deslocamento relativo espectral, pseudovelocidade relativa
espectral e pseudoaceleracao absoluta espectral.

Square Root of the Sum of the Squares.

Complete Quadratic Combination.
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Acelerograma — Representacio grafica ou digitalizada da variagdo temporal da aceleragdo de um sismo.
Acoes externas — Forcas ou deslocamentos impostos a uma estrutura.

Acoes aleatorias — A¢des de variagdes temporais indefinidas e tratadas de forma probabilistica. Corres-
pondentemente, tém-se as vibracdes aleatorias e a andlise dindmica aleatoria.

Acoes deterministicas — A¢des definidas analitica ou numericamente em fung¢io do tempo.
Correspondentemente, tém-se as vibragoes deterministicas e a andlise dindmica deterministica.

Aliasing - Distor¢do de representacao de uma fungao aperiddica através de transformada de Fourier
discreta quando sdo consideradas insuficientes frequéncias discretas.

Amortecedor de massa sintonizada — Oscilador simples ligado em série a um sistema vibratério
principal, com o objetivo de reduzir a oscilagdo deste em caso de proximidade de condi¢do de
ressonancia.

Amortecimento — Idealizacao do fenomeno de dissipacio de energia mecanica.

Amortecimento proporcional — Idealizagdo em que a matriz de amortecimento global € diagonalizavel
através de uma transformacao modal de coordenadas, também denominada amortecimento cldssico.
Em caso contrério, diz-se amortecimento ndo proporcional.

Amortecimento critico — Valor limite do amortecimento viscoso entre um estado oscilatério € um
estado ndo oscilatdrio de sistema mecanico. Diz-se amortecimento subcritico o de um estado os-
cilatério, e chama-se amortecimento supercritico o de um estado néo oscilatério, em que o sistema
retorna a configuragdo neutra em mais tempo do que com amortecimento critico.

Amortecimento de Rayleigh — Amortecimento proporcional em que a matriz de amortecimento é
uma combinagdo linear das matrizes de rigidez e de massa, globais.

Amortecimento de Coulomb - Idealizacdo da dissipacdo de energia devido ao atrito entre duas
superficies secas ou com lubrificac@o insuficiente, que se deslocam entre si.

Amortecimento equivalente — Valor de caracteriza¢io de amortecimento equivalente a caracterizagdo
em outro modelo de dissipacdo de energia.

Amortecimento estrutural — Idealizacio da dissipag@o de energia devido a histerese em materiais
elasticos que experimentam tensdes ciclicas. Também denominado amortecimento histerético
ou sdlido.

Amortecimento viscoso — Idealizagdo da dissipag@o de energia a semelhanca do fendmeno de oposi¢ao
a0 movimento lento de corpos imersos em um meio fluido.
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Analise de Rayleigh-Ritz — Procedimento, para problema de autovalor generalizado em um espaco
n-dimensional, em que, com base em p < n vetores linearmente independentes entre si e denominados
vetores de Ritz, fornece aproximagdes aos p primeiros autopares, cujos vetores que satisfazem as
condicdes de ortogonalidade em relag@o as matrizes de massa e de rigidez.

Analise dinamica — Construg@o, determinacdo e interpretagdo do comportamento no tempo de um
modelo de estrutura em que sdo consideradas forcas de inércia. Diz-se andlise estdtica quando
ndo sdo consideradas essas forgas.

Analise linear — Andlise com base em relagdes lineares entre os componentes de tensio e de deformacao
(linearidade fisica) e em equagdes de equilibrio escritas na configuracio ndo deformada (linearidade
geométrica). Em caso contrdrio, diz-se andlise ndo linear.

Anélise modal — Determinac@o das caracteristicas dindmicas (frequéncias e modos naturais de vibragdo)
de um modelo de estrutura (ndo amortecido).

Analise por espectro de resposta — Andlise em que, além do desacoplamento das equacdes de
movimento, se utiliza um espectro de resposta em estimativa de valores extremos de resposta.

Angulo de fase — Valor angular em uma funcao harmoénica que relaciona a representacdo da fungio
com outra representacdo de fun¢do ou com a origem da variavel independente, considerada como
referéncia.

Batimento — Variacio periddica da amplitude de oscilagdo resultante da superposi¢do de duas funcdes
harmoénicas simples, de frequéncias ligeiramente diferentes. Correspondentemente, tem-se a
frequéncia de batimento, que € o valor absoluto da diferenca entre as frequéncias de duas fungdes
harmonicas.

Caracteristicas dindmicas — Frequéncias e modos naturais de vibracdo de um modelo de estrutura
ndo amortecido.

Coeficiente de rigidez — Grandeza numericamente igual a for¢a segundo determinado grau de liberdade de
um modelo discreto de estrutura quando se impde deslocamento unitdrio segundo esse grau de liberdade
ou qualquer outro, com a manutenc¢io de deslocamentos nulos segundo os demais graus de liberdade.

Condic¢oes geométricas de contorno — Deslocamentos prescritos em um modelo de estrutura, também
denominadas condi¢des cinemdticas ou essenciais de contorno.

Condicoes mecanicas de contorno — Forcas prescritas (nulas ou nao) no contorno de um modelo de
estrutura, também denominadas condigdes naturais, mecdnicas ou ndo essenciais.

Configuracio de um modelo — Defini¢do simultanea de todos os graus de liberdade do modelo.
Configuracao neutra — Configuragio deformada de equilibrio estdtico de um modelo de estrutura.

Conteudo de frequéncia de uma funcio aperiodica — Parte preponderante da composi¢io de
frequéncia identificada no espectro de amplitudes da transformada de Fourier.

Correcao estatica dos modos superiores — Consideragdo, na resposta de um modelo discreto
de estrutura, do efeito estatico dos modos naturais de vibracdo ndo incluidos na transformag@o de
coordenadas do método de superposicdo modal.

Decremento logaritmico — Logaritmo neperiano da razao entre os deslocamentos em dois instantes
correspondentes a um ciclo de oscilagdo completa, em resposta de deslocamento em vibragdo livre
subamortecida de um sistema mecanico.

Delta de Dirac — Impulso unitario adimensional, em um espago de tempo que tende a zero.
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Deslocamento pseudoestatico — Deslocamento do ponto de aplicacdo lenta de uma forca, na direcio
dessa forca.

Deslocamentos virtuais — Deslocamentos ficticios independentes da varidvel tempo. Em Mecanica
Analitica sdo considerados infinitesimais, e em andlise de estruturas, dependendo da aplicacdo,
podem ser infinitesimais ou apenas pequenos para validade do principio da superposi¢do, com o
atendimento ou ndo dos vinculos externos.

Edificacio sismorresistente — Construcio projetada para resistir as acdes sismicas estabelecidas por
c6digos normativos de projeto.

Elemento finito — Elemento de dimensao finita utilizado em discretiza¢ao de um meio continuo, com
incégnitas em pontos nodais responsdveis pela interacdo com outros elementos da discretizagdo e
com o meio exterior, de maneira a simular o continuo original.

Energia cinética — Trabalho realizado para levar uma massa do estado de repouso até um estado com de-
terminada velocidade. Essa energia é¢ armazenada na massa e proporcional ao quadrado da velocidade.

Energia mecanica — Soma da energia potencial (gravitacional e de deformagao) com a energia cinética
de um sistema mecanico.

Energia potencial de deformacao — Trabalho realizado ao se deformar um corpo eldstico, também
denominado energia potencial eldstica.

Energia potencial gravitacional — Trabalho realizado ao se elevar uma massa a uma determinada
altura acima de um nivel de referéncia.

Equilibrio dinamico — Equilibrio com a suposi¢do de forga de inércia.

Escala Mercalli modificada — Escala de avaliacao subjetiva da intensidade de sismo, em determinado local.
Escala Richter — Escala logaritmica de base decimal de avaliagdo da magnitude de sismo.

Espectro — Descri¢do de uma grandeza fisica em termos de frequéncia.

Espectro de Fourier — Representacio da distribui¢do das amplitudes de Fourier como fungio da
frequéncia.

Espectro de projeto — Espectro estabelecido em c6digos normativos constituido por trechos lineares e
curvos suavizados, e que expressa uma “média” de vérios sismos, com a considerag@o probabilis-
tica da sismica local e das caracteristicas do solo, do tipo de estrutura e da importancia da mesma
para a sociedade.

Espectro de resposta — Representacdo (grafica ou analitica) que expressa valores extremos de resposta
de osciladores simples com diferentes periodos e amortecimentos. Em andlise sismica, sdo definidos
os espectros do deslocamento relativo, da pseudovelocidade relativa e da pseudoaceleragdo absoluta.

Espectro de resposta tripartido — Representacio dos espectros do deslocamento, da pseudovelocidade
e da pseudoaceleragdo, em um tnico grafico de escalas logaritmicas.

Estrutura continua — Estrutura constituida de componentes estruturais em que ha pelo menos duas
dimensdes preponderantes. E o caso dos estados planos de tensdo e de deformacao, placas, cascas
e solidos.

Estrutura reticulada — Estrutura constituida de barras idealizadas como elementos unidimensionais.
E o caso das treligas (planas e espaciais), porticos (planos e espaciais) e grelha.

Excitacio — Acdo externa, funcio do tempo, aplicada a um sistema mecanico.

I
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Fator de amplificacio (de deslocamento) — Razdo entre a amplitude da resposta de deslocamento em
regime permanente de um oscilador simples sob forca harmonica e o pseudodeslocamento estatico.
Em vibracdo por movimento do suporte, tem-se o fator de amplificagdo do deslocamento relativo
e o fator de amplificagcdo do deslocamento absoluto.

Fator de Cholesky — Matriz triangular obtida em fatora¢ao de uma matriz simétrica positiva-definida,
que pré-multiplicada pela sua transposta fornece a matriz simétrica original.

Fator de transmissibilidade — Razao entre a amplitude da forca transmitida a base e a amplitude da
for¢a harmonica aplicada a um sistema mecénico.

Forca basal — Forc¢a horizontal total na base de uma edificac¢@o, devida a um sismo.

Forca de inércia — Forca igual 2 massa vezes a aceleracdo, suposta em sentido contrario & aceleragio,
que propicia escrever a equagdo de movimento de um sistema mecanico dindmico como se tratasse
de um problema estdtico.

Forca estatica equivalente — Forca estdtica que permite a determinagdo de estimativa da resposta
dindmica extrema de um sistema mecanico.

Forc¢a harmonica — Forca expressa por cosseno ou por seno. Correspondentemente, tem-se a vibragdo
ou oscilagdo harmoénica.

Forca impulsiva — Forca de grande intensidade e curta duragéo.

Forca periédica — Forca de configuragio que se repete em iguais espacamentos de tempo. Corres-
pondentemente, tem-se a vibragdo periodica.

Forcas nodais equivalentes — Forgas nodais em elemento que equivalem as forcas de superficie e
de volume, assim como a efeitos de tensao inicial e/ou deformacdo inicial, obtidas na formulag¢ao
de deslocamentos do método dos elementos finitos. Em barra, essas for¢as sdo iguais e de sinais
contrarios aos esforcos de engastamento perfeito com sinais contrarios.

Frequéncia — Numero de oscila¢des na unidade de tempo (frequéncia ciclica) ou o correspondente
nimero de radianos na unidade de tempo (frequéncia angular ou circular).

Frequéncia amortecida — Frequéncia conceitual de um oscilador simples amortecido em vibragdo livre.

Frequéncia de Nyquist — Maxima frequéncia representada em transformada de Fourier discreta,
também denominada frequéncia de dobramento.

Frequéncia natural — Frequéncia de um dos modos de vibragdo em movimento harmdnico caracteris-
tico de um modelo de estrutura ndo amortecido. Diz-se frequéncia e modo fundamental a primeira
(menor) frequéncia e ao correspondente modo natural de vibrag@o.

Frequéncia ressonante — Frequéncia de uma excita¢cdo harmonica que provoca a maxima amplitude
de vibracdo em um modelo de estrutura.

Funcao de transferéncia — Funco que relaciona a entrada de dados de um sistema com a saida de dados
de um sistema. A funcdo de transferéncia na frequéncia relaciona a excitacdo no dominio da frequéncia
com a resposta nesse dominio, também denominada funcdo complexa de resposta em frequéncia.

Graus de liberdade — Parametros cinematicamente independentes entre si e necessdrios a completa
descri¢do da configuragdo geométrica de um sistema mecéanico, em um instante qualquer.

Hipétese do diafragma — Idealizagdo de laje de edificio como tendo rigidez infinita em seu plano e
rigidez transversal a esse plano nula.

Impulso de uma forca — Integral, com respeito ao tempo, de uma forca durante um espacamento de
tempo pequeno.



Glossario

DR

ELSEVIER

Inércia — Propriedade de a matéria em si opor a modifica¢do de seu estado de repouso ou de movimento
uniforme.

Integracdo numérica implicita — Integragdo numérica em que a soluciio no instante t; é obtida com
a condi¢do de equilibrio nesse mesmo instante. Difere da integragcdo numérica explicita em que a
solu¢d@o no instante t; € obtida com a condicdo de equilibrio do instante anterior.

Integral de Duhamel — Integral de convolug@o que, com base no principio da superposicdo dos efeitos,
expressa a resposta dindmica de um oscilador simples através da superposi¢do de uma sucessio de
infinitas respostas a forgas impulsivas.

Intensidade sismica — Indicacgio subjetiva, usualmente na Escala Mercalli Modificada, do efeito
produzido por um sismo nos edificios, objetos e pessoas, em determinado local.

Isolador de vibragdes — Suporte a uma estrutura com a fung@o de atenuar a transmissao de vibragdes.
Magnitude sismica — Valor, usualmente na Escala Richter, relacionado com a energia liberada por um sismo.

Matriz de incidéncia — Matriz que relaciona a numerac@o local dos pontos nodais dos elementos
de um modelo de estrutura com a numeragdo global dos pontos nodais desse modelo. Também
denominada matriz topolégica.

Matriz de rigidez global — Matriz que relaciona as forgas nodais estaticas globais com os corres-
pondentes deslocamentos nodais, em um modelo discreto. Diz-se, matriz de rigidez restringida
quando sdo consideradas as condi¢des geométricas de contorno.

Matriz de massa consistente — Matriz de massa obtida com a formulagdo do método dos elementos
finitos. Em caso contrdrio, diz-se matriz de massa discreta, quando entdo a matriz é diagonal.

Matriz de transformada de Fourier implicita — Matriz que engloba a transformada discreta de Fourier
e o produto dessa transformada pela func¢do de transferéncia, juntamente com a transformada inversa
desse produto, em andlise de oscilador simples no dominio da frequéncia.

Método de integracio por diferenca finita central — Integracéio numérica de equacGes de movimento
com férmulas de aproximagao por diferenca central.

Meétodo de integracio direta — Integracdo numérica do sistema global das equagdes de movimento,
sem utilizacdo prévia de transformacio de coordenadas.

Método de iteracio inversa — Procedimento de obtencdo do primeiro autopar de um problema de
autovalor de matriz simétrica, baseado em sequéncia de resolugdes de sistemas de equagdes algé-
bricas a partir da escolha de um vetor.

Método de iteracio por subespaco — Combinagido do método de iteracdo inversa simultinea de varios
vetores com a andlise de Rayleigh-Ritz, em determinac¢io dos primeiros autopares de um problema
de autovalor em forma generalizada.

Método de Jacobi — Procedimento de resolugio de problema de autovalor de matriz real e simétrica
através de sequéncia de transformagdes similares ortogonais, em que as matrizes ortogonais sao
matrizes de rotagao.

Método de Newmark — Integracio numérica de equagdes de movimento, com base em aceleragdo
média constante em cada espagamento de tempo.

Método de Rayleigh — Procedimento de estimativa da frequéncia fundamental de um sistema mecanico,
por valor superior, baseado no principio da conservagdo da energia e no arbitrio de uma aproximacao
a configuracdo do sistema em vibragao.

Método de superposicio modal — Procedimento de andlise dindmica em que as equagdes de movimento
sao desacopladas através de transformacgado de coordenadas.

I
435



436  Glossario ELSEVIER

Método de Wilson 0 — Integragio numérica de equacdes de movimento, com base em aceleragio linear
em extensdo do espagcamento de tempo.

Método dos elementos finitos — Método de discretizacdo do dominio geométrico de um modelo con-
tinuo em subdominios de dimensdes finitas chamados de elementos finitos e que, com o arbitrio de
campos para as varidveis primdrias, interagem entre si através de pontos nodais em seus contornos.

Modelo de idealizaciio analitica do comportamento — Modelo de um sistema fisico sob agdes externas
diversas. Pode ser continuo ou discreto.

Modelo de multigraus de liberdade — Modelo discreto de vdrios graus de liberdade.

Modelo matematico — Idealiza¢io analitica do comportamento de um sistema fisico sob acdes externas
diversas. Pode ser continuo ou discreto.

Modo natural de vibracdo — Configuracdo dos graus de liberdade de um modelo de estrutura ndo
amortecido, em que a oscilagdo ¢ harmdnica simples em uma determinada frequéncia caracteristica
do modelo. A oscilacdo € livre, com atuacio apenas de forgas eldsticas e de inércia. O modo natural
associado a menor frequéncia é denominado modo fundamental de vibragdo.

Oscilador simples — Sistema mecanico oscilatério de um grau de liberdade.
Oscilador simples equivalente — Oscilador simples que substitui outro mais sofisticado, para fins de andlise.

Oscilacio — Variagdo no tempo do movimento de um sistema mecanico em torno de uma configuragio
de referéncia. Recebe também a denominagdo de vibragdo.

Péndulo de torc¢ao — Péndulo constituido por um sélido preso em seu centro de massa a um eixo vertical
e que oscila horizontalmente sob a atuacdo de forga eldstica de tor¢do desse eixo.

Péndulo simples — Sistema constituido por uma massa suspensa por um fio inextensivel e sem massa,
que idealmente oscila, em um plano vertical, sob a a¢do da gravidade.

Péndulo sélido — Péndulo constituido por um corpo que oscila, sem atrito, em torno de um eixo horizontal.

Periodo — Menor espacamento de tempo em que uma funcio periddica se repete. O inverso do periodo
é a frequéncia ciclica.

Periodo fundamental — Per{odo da oscilacao livre do primeiro modo natural de vibragio de um modelo
de estrutura ndo amortecido. E o maior periodo natural do modelo.

Principio da superposi¢iio — Estabelece que a resposta de um sistema estrutural a diferentes excitagdes
seja aditiva. Requer linearidade fisica e linearidade geométrica.

Principio de d’Alembert — Artificio matematico de considerar forcas (ficticias) de inércia para obter
equagdes de movimento de sistemas mecanicos como se tratasse de um problema de equilibrio estético.

Principio dos deslocamentos virtuais — Estabelece que, arbitrado um campo de deslocamentos ficticios
denominados virtuais, a igualdade entre o trabalho (virtual) externo e o trabalho (virtual) interno
¢ condicdo necessdria e suficiente de equilibrio.

Procedimento de Newton-Raphson — Procedimento de obtengdo de solu¢do de equagdes ndo lineares
através iteracdes em que se consideram as equagdes como lineares e correcdes nas correspondentes
solucdes.

Quociente de Rayleigh — Quociente que, com base em uma aproximag¢io ao modo fundamental de
vibragdo, fornece uma estimativa da frequéncia fundamental, por valor superior e com maior
acuracia do que aquela aproximacgao.



Glossario

ELSEVIER

Razao de amortecimento — Raz3o entre o coeficiente de amortecimento viscoso atuante e o coeficiente
de amortecimento critico de um oscilador simples ou de um modo natural de vibragdo de uma
estrutura. Recebe também a denominacdo fator ou fracdo de amortecimento e costuma ser expresso
em percentagem do amortecimento critico.

Referencial inercial — Sistema de coordenadas ideal que ndo participa de nenhum movimento, no qual
¢ vdlido o principio da inércia.

Referencial local — Sistema de coordenadas adotado em barra ou elemento finito de um modelo
de estrutura. Chama-se referencial global o sistema adotado para todo o modelo.

Resolucao direta por segmentos lineares — Procedimento numérico de obtengdo da solugdo da equagdo
de movimento de oscilador simples subamortecido, com base na defini¢do da a¢do externa por uma
sucessdo de segmentos lineares, sem aproximagdes adicionais.

Resposta — Variacdo no tempo de um pardmetro do comportamento de um sistema mecanico, como
deslocamento, velocidade, acelerag¢@o ou esfor¢o interno, por exemplo. Diz-se histdrico de resposta
arepresentac@o dessa resposta. Em caso de excitacdo harmonica, tem-se a resposta transiente que
decai por efeito de dissipacao de energia, assim como hd a resposta em regime permanente em que
a energia fornecida ao sistema € igual a energia dissipada.

Ressonancia — Condi¢do de um sistema em vibragio forcada em que qualquer pequena alteragéo na
frequéncia da excitag@o provoca diminuicdo significativa nas amplitudes de deslocamento.

Sequéncia de Sturm — Em polindmios, sequéncia que determina o nimero de distintas raizes reais
localizadas em determinado intervalo.

Série de Fourier — Desenvolvimento de funcdo periddica em seus componentes harmoénicos de
diferentes frequéncias e amplitudes.

Sistema linear — Sistema em que a resposta é proporcional a excitaco.
Sistema mecanico — Sistema de um ou mais componentes com massa, rigidez e amortecimento.

Sistema mecanico conservativo — Idealizacio de sistema com a hipétese de conservagdo da energia
mecanica.

Transformada de Fourier — Transformagao que expressa uma fungao aperiédica como fungéo continua
da frequéncia. A transformacio inversa é denominada transformada de Fourier inversa.

Transformadas de Fourier discretas — Transformadas de Fourier expressas em termos de sequéncias
de valores discretos de uma fung@o, em um intervalo finito.

Transformadas de Fourier rapidas — Eficientes algoritmos de cdlculo das transformadas discretas
de Fourier.

Transmissibilidade — Relagcdo adimensional entre a amplitude da resposta em regime permanente
de um sistema mecanico e¢ a amplitude da excitagdo harmonica.

Vibracio forcada — Vibracdo devida a atuagdo de uma acgéo externa fungdo do tempo.

Vibracao livre — Vibrag@o decorrente de condigdes iniciais ndo nulas ou que ocorre depois de cessada
a excitagao.

Zona sismica — Regido geografica com sismicidade semelhante.
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Respostas dos Exerciclos
Propostos

CAPITULO 1 — FUNDAMENTOS
1-6.1 — 15 =peab(a’ +b*)/12, I, = peab(a’ +b*)/3
1-6.2 - I;=2mr?*/5

1-6.3 - kE— G —n)
¢ 2 -1
1-6.4- R

) _ 48¢g __

1-6.5- o,, = /4& e Oy, = \f com ¢=

1-6.6 - +ku=0> @, = /L“ +ko)
m’e?

ka’ —Mg¢—mg¢ /2
M¢*> +me’/3

1-6.7- a: 6+ 0=0

Condigao de estabilidade: k >(Mg¢+mge/2)/a>

ka*-~Mg¢—mg¢/2
o, =
M¢* +me*/3

.k, —Mgt—mge/2
b O+ —————r—
M¢*> +me’/3

k,—Mgé—mge/2
W, = 2 2
M¢" +me /3

1-6.8 — O primeiro tem um grau de liberdade e os outros trés sistemas tém dois graus.
1-6.9- 46=0,33106m, 4 =0,317 95 m, ¢ = 0,305 61 m, ¢ = 0,293 96 m,

ts=0,28298 m, & = 0,272 77 m, & = 0,263 47 m, & = 0,253 47 m, &, = 0,244 65 m,
¢ = 0,236 29me b = 0,228 35m

=0 Condi¢do de estabilidade: k, >Mg¢+mge/2
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CAPITULO 2 - OSCILADOR SIMPLES NAO AMORTECIDO
2-6 — Exercicios propostos

2-6.1 — A massa deve ser aumentada de 125%

2-6.2- T,=1,27s, w,=4,9474rad/s, m=2834,0kg

2-6.3 - ¢.=2,229Hz

k., =128,6kN /m
2-6.4 - m,, =114,75kg o, =33,477rad /s, T, =0,188s
« ,

u(m) 4
0,04 4

WANAWAWAWAY
VA AAVAYA

0,04

FIGURA E2-6.4 Histérico da vibracao livre.

2-6.5- a: o, =32.848rad /s, ¢ ,=5.228Hz T, =0,191s, 1,46% >

b: ®, =32,951rad /s, ¢, =5,243Hz, T, =0,191s, 0,72%>

266- o, = |t _
m(é +6¢6)

2-6.7 - a:

(,‘)l"l

=13

k(k ¢* +3EI)
m(2k ¢* +3EI)

3
2k
o 33(m’¢ +140)¢°
140(3El+2k ¢°)

n
n
n

b: ®
2-6.8- a: T =
’ 3
b: T =21 (33m€+140n:)¢’
70(6EI+k ¢%)
c: T, =

- (17m’¢+35m) ¢’
! 35(48El+k¢*)

2

26.9- Miiku=0, o, =
2 3

8
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m’e* . 3k
i(t)+keu(t)=af, cos(ot), 0, = e

2-6.10 -

Gr'
2-6.11 - o, T\ peeR 1/ 3)

2-6.12- , _ 3Gr' (b +6)
A (3eR4 +(4 +£2)r4)

2-6.13 - 515,76 N
2:6.14 - a k= 2k, + KKz

3k, +k,
b ke 2k k; + k. k; cos’ol

2K, + (ko+ k) cosor

_kik,(a+b)’

c: ke =
1 ka’+k,b

2-6.15- o, = 38—“

m

2-6.16 - d,=1,9824m

CAPITULO 3 — OSCILADOR SIMPLES AMORTECIDO

3-9.1 - ,=22,36lrad/s, £=0,014 583, m, =22,359rad /s, c=6,5218N-s/m
3-9.2- u,, =0,30809m

3-9.3 - T,=0,447s, f‘;EO,OZS7 k=39,5kN/m, N, =0,08

3-94- £=0,055 m=1,07-10"kg

3-9.5 - ca =8yk(M+m/3)
A, =1,1020

- - a: ®,=32,841rad/ =10rad/
3-9.6 — a: ®,=32,841rad/s, com w=10rad/s {ap:0,028337m

com ®=18,5rad /s {Aa=14637
a, =0,037638m
A, =1,1013
b: ®,=32,944rad /s, com @ =10rad /s @
@=10RATS 2, =0,008 1942m

Ay =1,4595

com ®=18,5rad/s {ap =0,010859m

3-9.7 - £=0,031
3-9.8 — Nuimero inteiro mais préximo de (0,110 32/1-£2/&)

Respostas dos Exercicios Propostos
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cos’(nq)

cos(2qt
a1 (2qt)

2 4
99- f(h==-2
3-9.9- (=" nZ

q=1

3 termos 1 termo 20 termos

0 m 2n 3t

FIGURA 3-9.9a Representacdes da série.

3-9.10 — Solugio com amortecimento:

—Emnt

u(t)= f, o +((a-Em,)sin(o,t)—w, cos(w,t))e
m

, o’ —20.Ew, +E’0] + o]

Solucdo sem amortecimento

_ f, o, OLSIn(@,t)
u(t)= 7m(0c2 o) [e + —n cos(mnt)]
3-9.11 - a:
f(tyem N
6000
4000
2000

0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5s
FIGURA 3-9.11a Representagao da funcio (f(t) = 10* (e'"'-e7").

b: Os histdricos de deslocamento com base nos referidos métodos sao coincidentes,
como mostra a figura seguinte.
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u(t) m

0,05 [\ A

TV A
-0,05 i

0 2 4 6 8 10s
FIGURA 3-9.11b Histdricos de deslocamento.

c: A préxima figura apresenta os histdricos da resposta amortecida em trago continuo e
da resposta ndo amortecida em linha pontilhada. Nesses histdricos, os deslocamentos
maximos ocorrem na proximidade de 0,3s e sdo préximos entre si, o que evidencia a
pequena influéncia do amortecimento.

u(t) m
0,05 7,
N
0,05
0 0,5 - | . 1,5 2s

FIGURA 3-9.11c Historicos de deslocamento, nos casos com e sem amortecimento.

3-9.12 - Wy =0,016519m | reducdo de 19,8%

3-913- =1 /%, 22
r

3-9.14 - {,=978,57TN, f,» =70,117N

CAPITULO 4 — MODELO DE DOIS GRAUS DE LIBERDADE
AREL R 617 iy | HEEY

17m’¢ .
b: = 01])4 48EI+k -k |jw(_J O
’ 35 u o u, [ | f(t)
0 m|l7 -k k|7
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4'6.2 - a m]ZIZ 0 91 + mlgél +7k aZ —kaz 91 _ {0}
0 m,4 ||6, —ka®>  m,g6 +ka’ ||0: 0
b | (my+ma)e maee, || 6, { (m,+m)gs 0 H 0, }z{ 01
my¢,¢, m,é; éz 0 m,gé, 0, 0
B _ | mptmy myf u k O ul_[O0
4-6.3 { m,l  m,f ]{ 6 }4{ 0 m,g¢ }{ 0 }_{ 0 }

4-6.4 -

m 0 il,l ate c,b—ca al, k+k, k,b-ka {u}_{
0 Ig 0 c,b—ca ca’+ c,b’ 0 k.b-k,a ka’+ k,b o[

¢ +c, =2k, +k,)m

0 )
0
4-6.5 -

[Zm 0} i +|:3c —c} i, _{3k —k} wl | o

0 m ]| i, — ¢ u, -k k u, f, cos(ot)

_| KCm) 0 = 111
Q‘[ 0 Zk/m}’ (I)_[Z-l}

bl 6m 0 | &ra_| 3k 0
<I>M(I>_[ p 3m}, <1>K<1>{ ) 6k}

0,14143 0 i 582,97 —140 |} u _{
4-6.6 - { 0 0.2 H i, }J{ ~140 140 H u }_
[ 50825 o - [ 1
Q{ 0 431372 } ‘I"[ 3.6506 —0,19371}

| 28068 =0 e | 14266 =0
q’Mq)_[ =0 0,14893}’ (DK(D_[ =0 642,46}

o}

4-6.7 -
m; 0 Wi " k, -k, Wi _ ﬂ ’ @t m,
0 m, || W, —k kitks [ wa [CU T ) T m,
moo i L[ ko ok Jfu ]l 0
0 m, || U, -k, k+k, || up || kyuy cosQ2mvt/e)
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CAPIiTULO 5 — CONSTRUGAO DE MODELO DE MULTIGRAUS
DE LIBERDADE

kg — N/rad k(S — N/rad

5-7.1 — Pértico { k% — N-m /rad . Grelha k%, — N-m/rad
5-7.2 — k& - N/m k$, — N-m/rad
[k k2 kW kD ki +K kil | SE Kigo
ks +ks ke + kg kb S S8
K= k(sls)c +k(626)(} k(314)G k(slss kgls)cy
kils + ks +kils ks + k6 k6 Kl +kiis +ki
ks + k56 + k5 KSeg + k56 + k5
| sim. : kéo + K + Ko
5-7.3 -
[ ki + k3 ko +k3 K +kEs ke, K2, ket ]
ks +k5s Kb kG ki k36 k66
K= k% +kS6 kG k36 S8
kiGs + kil ke +kis ks +kis
k<525>G +k(232)c k(sze)c + k23G
I sim. koo + k56 ]
5-7.4 -
[ 24 12 6 |
312 0 54 —13¢ - a2 V-
8¢ 13¢ -3¢ d ‘ ee ‘ di 0
m’¢ d, | BI| - 8 -2 2 d, 0
156 —22¢ 2 ohp— p & =] -t
420 420m dy | ¢ 2 6 3
sim. - 4¢* + g e = == d, 0
d, ¢ ¢
| sim. 4 |
5-7.5 -
4 126
42 ; 2 2
(312 ﬂ) 0 54 -13¢ || d ¢ “ ~f(1)
mlg m l , ) d2 + EI 8 —z 2 d2 _ 0
8¢ 13¢ -3¢ <t =
420 156 220 || B 4 (12 Lke) 6 23 8
sim. 4¢ L ds ¢ El) ¢ !
| sim. - 4 |
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10 0 ||d 2,4 -12 0 1[d, f,
5-7.6 - 10*[01 0 1 d, +1o‘°[-1,2 1,8 —0,6] d, p=96 ¢’
0005 J| g, 0 -0,6 0,6 ||d; f,
T, =1,1350s
T, =0,49267s
T, =0,33744s

6,6961 —3,6848 —6,4486

3,8381 —5,7166 7,2520
®=10"
8,9924 1,0368 3,4133

5-7.7 -

0 V2+10 [} d T V24 @24 0 | G

el V20 o |[di | pal V24 V274 0 |[ 4 {
0 0 2]|d, 0 0 1|l ds

(=N N

|

1
{m } JV2+243-6
"\ EA T

®2 m’e? V2
@ J2-23+6
V2
100 fil 3204 0
5-7.8- ml 020 |{d, (+k| 2 5 3[4 d, ;=50
003 ]| 4, 0 -3 3 ||d, 0
. 9-+73)/4 0 0 | 0:114000 0
Q=— 0 2 0 == 0o 2 o0

0 0©+y73)/4 | ™L 0 04,3860

(11=~/73)/4 =2 (11++/73)/4 [0,61400 -2 4,8860 }

@=| (-5+./73)/4 -1 (-5-/73)/4 |=| 0.88600 —1 -3,3860
1 1 1 1 1 1
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5-7.9 -
3404,9 41,143 942,86 —557,14 d, 2,899-10° -8,6322-107 6,48-10° 6,48-10° || d,
3449,4 —47,15 —417,86 |} d, + . 1,1558-10° —7,796-10° 4,86-10° |] d,
. 3240,0 -1607,1 || 4, . . 1,215-10" 2,7-10° d;
sim. . . 2142,9 d, sim. ) . 5.4.10° d,
0 T 0,17868
_Jo T, {_) 0,06119 s
01’ T 0,03999 |
0 T, 0,01947

—1,7478-10™ —4,5645-10™* —6,5681-10" —1,6634-107
_ -3,1365-10" —1,8200-10* —1,6020-107 6,5278-107

—-8,0725-107 2,0342-107 -3,1869-107 5,7763-107°
1,3958-102  2,2551-102 —8,4702-107 1,3486-107°

12/h2 6/h —12/h* 6/h

EI Bl
5-7.10 - K=— 4 -6/h 2 Ke = [ 12 —30}
h : - 24/0 0 | 7n*| -30 96
sim. . . 8

CAPITULO 6 — ANALISE DE MODELO DE MULTIGRAUS
DE LIBERDADE

6-7.1 — a: ®,=24,929rad/s, A,=0,44228, a, =1,8870-10"m .
b: ®, =24,570rad/s, ®, =154,15rad/s , ®; =434,46rad/s, w, =857,10rad/s,
s =1594,2rad/s, s =2560,2rad/s, ®, =4058,8rad/s, ws =6659,7rad/s -

Diferenga na frequéncia fundamental: —1,44%.

c.d=10" [0,211 0,190 0,677 0,257 1,183 0,239 1,624 0,209]T €m metros.
Diferenga de deslocamento: —13,94%.

d: Os histéricos do deslocamento da extremidade livre estdo mostrados na
proxima figura, em que a representacdo em linha pontilhada € do procedimento
da Secdo 6-1 e a representacdo em linha continua é do método de superposicdo
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modal completa. Observa-se que esses histéricos sdo graficamente coincidentes
aproximadamente a partir de 3,5s.

d7(m)
0,002

0 1 2 3 4s

FIGURA 6-7.1d Historicos do deslocamento da extremidade livre.

& 08
0,6
0,41 T : /
02 | // .

0,03

1 2 3 4 5 6 7
Modos de vibragéo

FIGURA 6-7.1e Razdes de amortecimento versus ordem dos modos de
vibracao.

f: Na préxima figura estdo representados os histéricos do deslocamento da
extremidade livre obtidos com os métodos de integragdo direta por diferenga finita
central, de Newmark e de Wilson 6 = 1,4. Observa-se coincidéncia grafica dessas
representacoes.

dy (m)
0,002

-0,002

0 1 2 8 4s

FIGURA 6-7.1f Histéricos do deslocamento da extremidade livre, integracdes diretas.
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g: Sdo necessdrios os dois primeiros modos naturais de vibragao.

h: Os histéricos do terceiro deslocamento estdo mostrados na préxima figura, em
que a representacdo em linha pontilhada é a com dois modos naturais de vibragio e
a representagio em linha continua, com um modo natural de vibragdo. Observa-se
pequena diferenca entre essas representagdes, o que confirma a necessidade de dois
modos naturais de vibragdo na transformagdo modal de coordenadas.

ks
NV

0 1 2 3 4s

FIGURA 6-7.1¢g Histéricos do quinto deslocamento nodal.

1,3586 —0,5249 0
6-7.2 - a: c=10°| —0,5249 1,0962 —-0,2625 |N-s/m
0 —0,2625 0,4168

b: & =0,04902

c: Os histéricos dos deslocamentos do shear building, obtidos com os métodos de
integragdo direta por diferenca finita central, por Newmark e por Wilson 6 = 1,4,
estdo mostrados na préxima figura. Os histéricos de cada nivel sdo graficamente
coincidentes.

(1 [ o,
3 nivel 2 nivel 1" nivel

d (m)

0,02

0,01

0,01

-0,02

0 2.5 5} 7.5 10s

FIGURA 6-7.2c Histéricos dos deslocamentos do shear building.
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CAPITULO 7 — ANALISE NO DOMINIO DA FREQUENCIA

7-71.1 - f(O=1£,(1-t), 7(f(t)) = “f)cz

(1-coso+i(sinw - ®))

Re(F(iw))T/fo 0.6
0,4

0,2

0

0 5 10 15 20rad/s

FIGURA 7-7.1a Parte real da transformada de Fourier.

Im(F(im))/f, 0
0,1

0 20 40 60 80rad/s

FIGURA 7-7.1b Parte imaginaria da transformada de Fourier.

[Flio)fo 0,6
0.4
0,2

0

0 10 20 30 40rad/s

FIGURA 7-7.1c Espectro de amplitudes da transformada de Fourier.

7-1.2-
Re(F(iog)) 800
400
(e s—————
400 e on=0643,4 rad/s

FIGURA 7-7.2a Parte real da transformada de Fourier.
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Im(F(iog))
500 S
0 e a
-500[*
0 ONy2 wn=0643.4 rad/s

FIGURA 7-7.2b Parte imaginaria da transformada de Fourier.

[(Fiog)| 1000

500} :

wy=0643.4 rad/s

FIGURA 7-7.2c Espectro de amplitudes da transformada de Fourier.

7-71.3 — a: A préxima figura apresenta histéricos de deslocamento coincidentes no
caso de (T, = 10,24s) e (N = 2'"). Ndo foram identificadas condi¢des iniciais
esptrias. Com o Algoritmo 7-4.1 foi obtido histérico idéntico aos mostrados.

u(t) m
0,05
0
-0,05

0 2 4 6 8 10s

FIGURA 7-7.3a Histéricos de deslocamento.

b: A proxima figura apresenta os histéricos no caso de (T, = 4,094s) e (N = 2.

A solugdo analitica estd representada em linha continua, e a solu¢do obtida através
do dominio da frequéncia estd mostrada em linha pontilhada. O deslocamento
inicial ndo nulo desse tltimo histérico se deve a periodicidade da transformada

de Fourier discreta.
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0 0,5 1 1,5 2s

c: A figura seguinte apresenta os histdricos no caso de (T, =4,094s) e (N = 2™,
obtidos com a solugdo analitica e através da andlise no dominio da frequéncia com
correcdo da periodicidade artificial. Esses histéricos sdo coincidentes graficamente.

0 0,5 1 1,5 2s

CAPITULO 8 — ANALISE SiSMICA

8-6.1 - S,=0,0174m

8-6.2 -
Sq (m)
0.4
0,3
0,2
0,1
¢ 0 1,0 20 3.,0s

Periodo natural

FIGURA 8-6.2a Espectro de resposta do deslocamento relativo.
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Sy (m/s)
1,0
0,75
0,5
0,25
0

0 1,0 2,0 3.0s
Periodo natural

FIGURA 8-6.2b Espectro de resposta da pseudovelocidade relativa.

Sa (8)
1,2
0,9
0,6
0,3
0

0 1,0 2,0 30s
Periodo natural

FIGURA 8-6.2c Espectro de resposta da pseudoaceleracao absoluta.

8-6.3 — Os histdricos de deslocamento obtidos em resolugdo direta por segmentos
lineares da a¢@o externa e em andlise no dominio da frequéncia estdo mostrados
a seguir e sdo graficamente coincidentes.

w(m) 0,12
0,06
0

-0,06

0,12
0 10 20 30s

FIGURA 8-6.3a Historicos de deslocamento 1.
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Os histdricos de deslocamento obtidos com resolucdo direta por segmentos lineares,
com a integragdo de Newmark e com a integragdo de Wilson 0 = 1,4 estdo mostrados
na proxima figura e sdo graficamente coincidentes.

w (m) 0,12
0,06

0

-0,06

20

0,12
0 10

FIGURA 8-6.3b Historicos de deslocamento 2.

CAPITULO 9 — RESOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA
DE AUTOVALOR

A =2 1 1
1
9-9.1 - {A, =6-2~2=31716, ﬁlz{o}, X, = 22| Xs = 242
A =6+22=8,8284 -1 \/?—1 \/?“
2 -2,3094 1,6330 1,2649
3,3333 -3,0641 -2,3735 .
9-9.2 - ’ ’ ’ -
: 49167 0,71005 | X =X
sim. 5,3500
9-9.3 -
0,023888 0 0 0 0,20261 -0,75766 —-0,42496 —0,065856
o 0 98136 0 0 ®| 0-39368 10022 -0.19506 0.050719
N 0 0 1,253 0 |’ | 019103 -0,36503 0,37933 -0,69741
0 0 04,5050 0,15260 —0,44093 0,27808 0,71065

9-94 - ®,=z0, ,=0, w;=70,756 rad/s (-0,0325%), w, =195,14 rad/s (0,0359%)

9-9.5 - ®,=5,6195; 1,52%
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9-9.6 — A matriz obtida com a supressdo da dltima linha e dltima coluna da matriz
tem os autovalores: A, =1,9584, A, =26,042. A matriz obtida com a supressio
da segunda linha e segunda coluna da referida matriz tem os autovalores:

A =8,2789, A, =18,720. A matriz obtida com a supressdo da primeira linha e
primeira coluna da mesma matriz tem os autovalores: A; =8,4689, A, =16,531,
Todos esses resultados verificam a separacio de autovalores.

9-9.7 — Ap6s deslocamento da origem igual a 10, tem-se a fatoragio

346 1 00 30 O 1 4/3 2

459 |=4310 0-1/3 0 01 -3

69 2 2 31 0o 0 -7 0 0 1
Os dois coeficientes negativos na matriz diagonal dessa fatoracdo indicam que ha
dois autovalores do que 10.

9-9.8 — Na segunda itera¢do obtém-se (A = 0,028878).
p(x,)=0,18750> A,

9-9.9 — Na sexta iteragdo obtém-se (A, =1,2534)

—0,20261 0,42292
-0,39368 _} 0,19778
9-9.10 - 1, =0,028879, A, =1,2534, @, = ~0.19103 f P, = ~0.37958

—0,15260 —0,28008
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Absorvedor de vibragdo, 133
Acido
dinimica, 213, 341
sismica, 341, 343, 350
Acdes
aleatérias, 1, 72, 431
deterministicas, 1, 72, 431
Aceleracao
da gravidade, 9
centripeta, 7
sismica, 346, 347
Acelerograma, 342, 431, 342
Acdes
aleatorias, 72, 431
deterministicas, 72, 431
externas, 431
miuiltiplas nos apoios, 369
Aliasing, 309, 431
Alturas efetivas de colunas, 416
Amortecedor de massa sintonizada, 163, 431
Amortecimento, 41, 43, 71, 74, 431
artificial, 260
critico, 78, 431
de Caughey, 252
de Coulomb, 75, 76, 97, 431
de Rayleigh, 250, 431
estrutural, 71, 75, 296, 431
estrutural equivalente, 312
modal, 253
ndo proporcional, 256
proporcional, 234, 238, 249, 431
subcritico, 78
supercritico, 78
viscoso, 71, 75, 95, 97, 293, 431
viscoso equivalente, 96, 340
Amplitude, 44, 48, 82
de batimento, 160

Andlise
aeroelastica, 34
de Rayleigh-Ritz, 383, 432
dindmica aleatéria, 38
dinimica deterministica, 72
dindmica nao linear, 276
estatica, 2
estdtica equivalente, 359
Matricial de Estruturas, 171
modal, 205, 432
no dominio da frequéncia, 71, 281
no dominio do tempo, 229
pseudoestatica, 359
sismica, 341
Angulo de fase, 44, 80, 294, 300, 432
Associagdes de molas, 60

Base de Ritz, 389

c

Caracteristicas dinamicas, 171, 203, 432
Centro de

oscilacdo, 26

percussio, 27
Ciclo de histerese, 97, 296
Coeficiente de

amortecimento estrutural, 76, 98, 297

amortecimento viscoso, 75

atrito cinemaético, 75

correlagdo entre modos

de vibragdo, 365

resposta dindmica, 205

rigidez axial, 16

rigidez de tor¢ao, 17
Comprimento euclidiano, 205
Condensagdo estética, 217

459
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Condicdo de grelha, 181
contorno, 12 portico espacial, 11, 180, 181, 182
ressonancia, 50 pértico plano, 182
Condigoes trelica espacial, 179
de equilibrio, 34 trelica plana, 179
geométricas de contorno, 12, 196, 432 viga, 12, 189
iniciais, 12, 44, 315 Elementos finitos, 433
naturais, 196 isoparamétricos, 194
Configuragio triangulares, 175
nao deformada, 42 Energia
neutra, 42, 76, 432 cinética, 14, 433
Constante de tor¢ao, 16 de deformacdo, 15
Contetdo de frequéncia, 237, 281, 287, 432 mecdnica, 14, 433
Controle de potencial eldstica, 15
aproximacdes, 307 potencial gravitacional, 15, 433
transmissao de vibragdes, 133 Epicentro, 342
Convolugao, 286 Equacao
Coordenada(s), 10 caracteristica, 151
de Ritz, 388 da linha elastica, 189
generalizada(s), 11 de equilibrio dindmico, 9
modais, 158, 214, 234 de Euler, 32
Correcao estatica dos modos superiores, 240, 241, 432 de frequéncias, 151
de restrigdo, 10
D Equagdes de movimento, 13, 177, 187
Equacoes modais desacopladas, 276, 326

Decomposicao espectral, 377
Decremento logaritmico, 90, 432
Deformagdes dos esforcos cortantes, 177, 178
Delta de

Dirac, 304, 432

Kronecker, 206
Deslocamento

absoluto, 134

da base, 133, 134, 135

dinamico, 42

espectral, 378

estatico, 77

pseudoesttico, 433

relativo, 133

relativo espectral, 351, 352

virtual, 18, 433
Dinamica

Equilibrio
estavel, 30, 34
indiferente, 30, 33, 34
Erro de truncamento modal, 276, 362
Escala
Mercalli Modificada, 344, 433
Richter, 344, 433
Esfor¢os de engastamento perfeito, 182, 183
Esparsidade, 252, 275, 276
Espectro de
amplitudes, 100
angulos de fase, 100
Espectro de resposta, 342, 350,
356, 433
da pseudoaceleragio, 354
da pseudovelocidade, 353
de projeto, 343, 356, 433
do deslocamento relativo, 342, 352
tripartido, 342, 355, 433

cléssica, 5
das estruturas, 3, 5
Dissipacdo de energia, 74

Distancia epicentral, 342 Establhd/afie
numérica, 115
Estado plano de

E deformagdes, 190
Edificagdes sismorresistentes, 342, 433 tensoes, 188, 190
Eficiéncia Estruturas, 4

computacional, 420 continuas, 433

de um isolamento de vibragdo, 140 de edificios, 358
Elemento de hiperestéticas, 177, 349

casca, 175 reticuladas, 433

estado plano, 188 sismorresistentes, 75, 341
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F
Falha por fadiga, 88
Fator de
Cholesky, 380, 434
transmissibilidade, 139, 434
participacdo modal, 245
Fator de amplificagdo
dinamica, 50, 86, 299
do deslocamento absoluto, 136, 139, 434
do deslocamento relativo, 134, 434
Fatores de cisalhamento, 178
Fendmeno de
batimento, 51, 160
ressonancia, 85, 232
Forca
aperiddica, 302
basal, 343, 359, 434
centrifuga, 48, 143
conservativa, 39
de amortecimento, 75
de campo, 8
de contato, 38
de impacto, 108, 143
de inércia, 9, 434
de inércia centrifuga, 48
elastica, 27
harménica, 230, 293, 434
impulsiva, 434
periddica, 434
restitutiva, 125
Forgas
externas, 73
nodais equivalentes, 182, 192
Forma
generalizada do problema de autovalor, 378, 383
reduzida do problema de autovalor, 394
Formulagao
de deslocamentos, 187
matricial, 316
Frequéncia(s), 434
angular, 21, 81
ciclica, 22, 213
critica, 213, 214
de Nyquist, 309, 312, 434
de meia poténcia, 94
forgante, 50, 85, 141
fundamental, 99, 102, 151
natural(is), 21, 22, 44, 434
natural amortecida, 79
ressonante, 50, 434
Funcao(des)
(complexa) de resposta em frequéncia, 86
complexa de resposta, 294, 340
de interpolagdo, 187
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de resposta em frequéncia, 86
de transferéncia, 434

degrau, 106

Gaussiana, 286

G

Galileu Galilei, 5

Graus de liberdade, 10, 434
dindmicos, 196

Grelha, 180, 182

H

Hipocentro, 343
Hipoétese

da se¢@o plana, 11, 72

do diafragma, 361, 434
Histdrico(s) de resposta, 229, 350, 363

|
Impulso, 104, 110
de uma forga, 10, 434
unitério, 304
Inércia rotacional, 11, 59, 181
Instabilidade
dindmica, 33
numérica, 113
Integracao
direta, 249, 259
explicita, 115
numérica, 113, 124, 259, 270
Integral de
convolugdo, 104, 286
Duhamel, 104, 282, 305, 435
Intensidade sismica, 435
Isaac Newton, 5
Isolador(es) de vibracdo, 133, 169

L
Lei(s)
da gravitacdo universal, 8
de Hooke, 16
de Moore, 421
do movimento, 6

M
Magnitude, 343, 344
Massa
equivalente, 52
modal, 205
Matriz
esparsa, 197
espectral, 152, 204, 376
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Matriz (cont.)
modal, 152, 205, 376
ortogonal, 377
positiva-definida, 375
de amortecimento global, 249
de incidéncia, 198
de fungdes de interpolacéo, 187
de impedancia, 330, 331
de massa condensada, 218
de massa consistente, 435
de massa discreta, 181
de massa global, 186
de operadores diferenciais, 189, 190
de receptancia, 329, 333
de rigidez nio restringida, 151
de rigidez global, 435
de rigidez restringida, 374
de rotacéo, 184, 186
de transformada de Fourier implicita, 317
Mecénica
Analitica, 13
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